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Аннотация

На основе экспериментально-расчетного подхода разработан метод идентификации
диаграмм деформирования упругопластических материалов с учетом неоднородности
напряженно-деформированного состояния и больших деформаций. Представлены при-
меры применения метода при различных видах нагружения испытуемых образцов: растя-
жении и кручении цилиндрических стержней, кинетическом индентировании шара и ци-
линдра, динамическом сжатии образцов-таблеток и др. Предложен способ интерполяции
диаграммы деформирования для учета вида напряженного состояния.
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Введение

На основе экспериментально-расчетного подхода разработаны методики и алго-
ритмы исследования деформационных и прочностных свойств материалов при ста-
тических и динамических нагружениях элементов конструкций [1–3]. Основой для
разработки являются методы теории идентификации в сочетании с итерационными
схемами последовательного уточнения характеристик материалов в образце, учи-
тывающих неоднородное напряженно-деформированное состояние (НДС), большие
деформации и зависимость от скорости деформирования. Предложен способ ин-
терполяции диаграммы деформирования для учета вида напряженного состоя-
ния. Для всех реализуемых в системе типов экспериментов формируются целе-
вые функции параметров сравнения, описывающие отклонения значений физиче-
ских величин, замеряемых в натурном эксперименте, от соответствующих величин
в вычислительном эксперименте. Далее строится сходящийся итерационный про-
цесс уточнения текущих значений материальных функций в образце путем мини-
мизации целевой функции последовательностью вычислительных экспериментов.
Разработанные методики позволяют свести решение обратной задачи к последо-
вательному решению ряда прямых задач, и в конечном итоге получить набор
параметров математической модели. Одновременно с идентификацией, согласно
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предлагаемой методике, проводится анализ чувствительности получаемых в рас-
чете параметров сравнения с экспериментальными данными к изменению парамет-
ров модели. Область применимости экспериментально-расчетной методики, таким
образом, определяется областью применимости математической модели упругопла-
стических сред, так как безусловная сходимость итерационного процесса гаранти-
рует нахождение искомых параметров модели с заданной точностью. Представ-
лены примеры применения метода при различных видах нагружения испытуемых
образцов: растяжении и кручении цилиндрических стержней, кинетическом инден-
тировании шара и цилиндра, динамическом сжатии образцов-таблеток и др.

1. Построение истинных диаграмм
деформирования при растяжении образцов

При больших деформациях возникают трудности в построении диаграмм, свя-
занные с учетом неоднородного НДС, вызванного нелинейными краевыми эффек-
тами и локализацией деформаций – образованием шейки. Предположение о равно-
мерном удлинении всей рабочей части образца часто приводит к большим ошиб-
кам. Поэтому в зоне однородности НДС для определения продольных деформа-
ций применяют тензодатчики с базой меньшей, чем рабочая часть. В процессе
нагружения предпочтительнее измерять изменение площади поперечного сечения,
но возникают трудности, связанные с локализацией деформаций. Вопрос описания
диаграммы упругопластического деформирования до разрушения к настоящему
времени недостаточно изучен. Основная проблема заключается в описании нис-
падающего участка условной диаграммы, так называемой стадии неустойчивого
(закритического) деформирования. Основные трудности практической реализации
рассмотренных выше подходов связаны со сложностью измерений геометрических
параметров шейки при проведении экспериментов.

Для предлагаемого метода необходимо иметь только экспериментально полу-
ченную зависимость растягивающей силы от удлинения образца [4–6]. Испытуемые
образцы могут быть переменного сечения. Известно, что при монотонном растяже-
нии процесс нагружения в области локализации пластических деформаций будет
активным до разрушения. Построение диаграммы деформирования основано на
коррекции зависимости «интенсивность напряжений σi – параметр Одквиста κ».

Для этого в процессе численного решения задачи анализируется отношение зна-
чений растягивающих сил, полученных в эксперименте Fe и расчете Fc при оди-
наковом удлинении образца: β = Fe/Fc . Затем устанавливается функциональная
зависимость между максимальным значением параметра Одквиста в объеме об-
разца κ и соответствующим удлинением. Итерационная процедура корректировки
диаграммы осуществляется по формуле σi(κ) = β σi(κ) до совпадения эксперимен-
тальных и расчетных результатов с заданной точностью. Исследования показали,
что для сходимости итерационной процедуры достаточно в качестве начального
приближения задать любую диаграмму деформирования упрочняющегося мате-
риала. Скорость сходимости (число итераций) мало зависит от начального при-
ближения.

С применением этой методики построены истинные диаграммы деформирова-
ния для различных конструкционных материалов. На рис. 1 и 2 приведен процесс
построения диаграммы и соответствующие ему изменения осевой силы для случая
с точностью 0.1%. Экспериментальный образец изготовлен из стали аустенитного
класса 12Х18Н10Т с размерами: начальный радиус рабочей части 5 мм, первона-
чальная длина рабочей части 60 мм. При конечно-элементном моделировании один
торец стержня принимался жестко закрепленным, а другой перемещался с постоян-
ной скоростью.
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Рис. 1. Итерационный процесс построения диаграммы деформирования: 1 – начальное
приближение; 2–10 – итерации 1–9 соответственно

Рис. 2. Изменения осевых сил, полученные при итерационной процедуре: 1 – начальное
приближение; 2–10 – итерации 1–9 соответственно

Для повышения эффективности алгоритма целесообразно осуществить проце-
дуру нелинейной экстраполяции [2] . Процесс нагружения разбивается на малые
этапы. Количество этапов N равно количеству точек в табличном представлении
экспериментальной зависимости обобщенной силы от обобщенного перемещения.
Столько же точек будет содержать построенная истинная диаграмма деформиро-
вания (зависимость интенсивности напряжений от параметра Одквиста). В конце
каждого этапа n, n = 1, . . . , N, анализируется величина отклонения расчетной
обобщенной силы Fn

c от экспериментальной Fn
e . При превышении заданной по-

грешности производится итерационная корректировка интенсивности напряжений
по формулам

σn
i (κn) = βσn

i (κn), β = Fn
e /Fn

c ,

причем κn соответствует параметру Одквиста в конце этапа n . При достижении
необходимой точности в таблицу истинной диаграммы деформирования заносится
новая точка σn

i (κn) и выполняется переход на следующий этап n + 1 . Для этого
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Рис. 3. Процедура экстраполяции (пунктирные линии) зависимости K (2) и диаграммы
деформирования (1)

осуществляется процедура нелинейной экстраполяции с использованием m послед-
них точек построенного участка диаграммы деформирования. Необходимо иметь
не менее трех опорных точек. Сначала выполняется процедура экстраполяции без-
размерного параметра [7]

K(κ) =
1

σi(κ)
dσi(κ)

dκ

в виде степенной функции. Затем вычисляются экстраполяционные значения опор-
ных точек диаграммы деформирования при κ = κn по формуле

σi(κ) = σi(κn) exp




κ∫

κn

Kdκ


 .

Для этапов нагружения n < m принимается m = n . Начальный участок истин-
ной диаграммы деформирования, включающий первые три этапа нагружения n =
= 1, 2, 3 , определяется на основе итерационной процедуры [1] без экстраполяции
(рис. 3). Отметим, что диаграммы деформирования являются монотонно возраста-
ющими функциями с убывающей производной, что позволяет с высокой точностью
определить начальное приближение диаграммы для последующих этапов нагруже-
ния. Максимальная эффективность предложенного алгоритма достигается в слу-
чае, когда количество точек экстраполяции m составляет около 12% от общего
количества точек N , аппроксимирующих диаграмму. С увеличением количества
этапов (точек, аппроксимирующих диаграмму) итерационная процедура построе-
ния диаграммы деформирования практически сводится к однократному прямому
численному расчету без применения итерационной процедуры, что существенно
повышает эффективность (до 10 раз) методик [1] построения диаграммы дефор-
мирования упругопластических материалов.

На основе полученных данных проведено численное исследование и сравни-
тельный анализ процессов деформирования, предельных состояний и разрушения
цилиндрических оболочек и стержней с различным профилем поперечного сечения
(круг, квадрат, прямоугольник) при растяжении [7, 8], цилиндрической оболочки
под действием внутреннего давления, шара при сжатии между пластинами [9] и др.
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2. Построение истинной диаграммы
деформирования при кручении образцов

Для построения истинной диаграммы деформирования из эксперимента необ-
ходимо знать зависимость крутящего момента от угла закручивания торцевого
сечения образца Me(θ) . При численном моделировании выбирается поперечное
сечение образца с наибольшими величинами интенсивности напряжений и пара-
метра Одквиста. Это позволяет учесть неоднородность НДС не только по радиусу
поперечного сечения рабочей части, но и по длине образца. Крутящий момент
в этом сечении представляется в виде суммы двух моментов от касательных на-
пряжений во внутренних M1 и внешних M2 волокнах. При кручении касательные
напряжения являются монотонно возрастающей функцией от радиуса и времени.
Полагая, что для данного угла закручивания часть диаграммы деформирования,
используемая для вычисления момента во внутренних волокнах, известна, можно
найти касательные напряжения во внешних волокнах: σβz = (Me−M1)(2πR2δ)−1 ,
где δ – толщина внешнего волокна (конечного элемента, примыкающего к поверх-
ности). Найденные напряжения пересчитываются в интенсивность напряжений и
используются для построения следующего участка неизвестной части диаграммы
деформирования.

Разработан алгоритм с экстраполяцией диаграммы деформирования по значе-
ниям, полученным на предыдущих шагах. Он заключается в построении «проб-
ного» участка диаграммы деформирования и его использовании для продолжения
стандартного вычислительного процесса вплоть до превышения расхождения меж-
ду экспериментальным и расчетным моментами заданной величины ε . В итоге од-
нократного прямого численного расчета в дискретном виде с заданной точностью
выстраивается диаграмма деформирования материала, соответствующая экспери-
ментальной зависимости крутящего момента от угла закручивания [10]. Методика
позволяет, в отличие от метода П. Людвика, учесть изменение радиуса поперечного
сечения по длине образца и влияние захватных частей.

Методика применялась для построения диаграмм деформирования сталей
12Х18Н10Т, 09Г2С. На основе полученных истинных диаграмм деформирования
при растяжении и кручении проведено исследование процессов деформирова-
ния и предельных состояний конструкционных материалов, находящихся в усло-
виях неоднородного напряженного состояния, при комбинированных нагружениях
кручением-растяжением с учетом вида НДС [10–12].

3. Истинные диаграммы деформирования
с учетом вида напряженного состояния

Экспериментально установлено, что некоторые материалы обладают зависи-
мостью пластических свойств от вида напряженного состояния [3, 10, 13–15].
В теоретических исследованиях при описании процессов деформирования и раз-
рушения таких материалов физические соотношения дополняются зависимостями
от параметров вида напряженного состояния, выраженных через главные напря-
жения [16–18]: параметр «жесткости» напряженного состояния (параметр трех-
осности напряжений), параметр вида напряженного состояния, параметр Надаи –
Лоде по напряжениям и др. При построении истинных диаграмм деформирова-
ния в условиях больших деформаций и неоднородного НДС применяются ите-
рационные экспериментально-расчетные методы [1, 7, 19, 20]. Они основаны на
итерационной процедуре корректировки зависимости интенсивности напряжений
от интенсивности деформаций пропорционально относительному различию значе-
ний осевых сил, полученных в расчете и эксперименте при неоднородном НДС
с учетом образования шейки до разрыва. На основе экспериментов по кручению
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Рис. 4. Истинные диаграммы деформирования сталей 12Х18Н10Т (1), 09Г2С (2), 10ХСНД
(3) и 10Г2ФБЮ (4) при растяжении (пунктирные линии) и кручении (сплошные линии)

и растяжению стальных образцов с цилиндрической рабочей частью с применением
предложенных алгоритмов построены истинные диаграммы деформирования для
сталей 12Х18Н10Т, 09Г2С, 10ХСНД и 10Г2ФБЮ (рис. 4, кривые 1–4 соответст-
венно). На рис. 4 сплошными линиями отмечены истинные диаграммы деформи-
рования, построенные из экспериментальных данных по монотонному кручению
до разрушения образца, штриховыми – по одноосному растяжению с учетом обра-
зования шейки.

Для стали 12Х18Н10Т «гипотеза единой кривой» подтверждается при больших
деформациях, поскольку диаграммы деформирования при кручении и растяжении
образцов из этого материала практически совпали при деформациях до 80% (рис. 4,
кривые 1). Это согласуется с результатами исследования [19]. Для сталей 09Г2С
и 10ХСНД «гипотеза единой кривой» выполняется при деформациях до 15% и 4%
соответственно и не выполняется при больших деформациях. Диаграммы растя-
жения и кручения стали 10Г2ФБЮ (рис. 4, кривые 4), построенные при двух видах
нагружения, отличаются друг от друга на всем интервале деформирования. При
величине параметра Одквиста κ = 0.09 (момент начала образования шейки при од-
ноосном растяжении) расхождение между кривыми составляет 4%, при κ = 1–16%.
В испытаниях сталей 12Х18Н10Т, 09Г2С и 10Г2ФБЮ максимальное значение пара-
метра Одквиста до разрушения достигается при кручении. Для стали 12Х18Н10Т
оно вдвое выше, чем при растяжении, а для сталей 09Г2С и 10Г2ФБЮ больше на
20%. Для стали 10ХСНД максимальное значение параметра Одквиста достигается
при растяжении (в шейке), оно на 40% больше, чем при кручении.

Для численного моделирования процессов деформирования образцов при про-
порциональном комбинированном нагружении растяжением-кручением реализо-
вана зависимость диаграммы деформирования от вида напряженного состояния.
Уточненная диаграмма деформирования является линейной комбинацией диа-
грамм растяжения σten

i = σten
i (κ) и кручения σtor

i = σtor
i (κ) , коэффициенты ко-

торой зависят от параметра вида напряженного состояния Π [11, 12, 17]:

σi =

{
|Π|σten

i (κ) + (1 + |Π|)σtor
i (κ), |Π| ≤ 1,

σten
i (κ), 1 ≤ |Π| ≤ √

3,

4. Построение истинных диаграмм
деформирования при кинетическом индентировании

шара в образец (проба Бринелля)

Для построения истинной диаграммы деформирования из эксперимента необ-
ходимо знать только зависимость нагружающей силы от глубины внедрения
шара [21]. Методика построения диаграмм в этом случае аналогична описанной
выше при растяжении образцов. В процессе численного решения задачи инденти-
рования шара в образец осуществляется итерационная корректировка диаграммы
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Рис. 5. Диаграммы вдавливания, полученные в эксперименте и при численном решении
задачи с учетом и без учета сил трения между шаром и пластиной

деформирования пропорционально отношению значений нагружающей силы, по-
лученных из эксперимента и расчета при одинаковой глубине проникания шара.
Для сходимости итерационной процедуры в качестве начального приближения
также достаточно задать любую диаграмму деформирования упрочняющегося
материала. Но в данном случае, в отличие от задачи растяжения, скорость сходи-
мости сильно зависит от начального приближения. Для его выбора целесообразно
воспользоваться известными аналитическими методами.

Для оценки влияния эффекта Баушингера и сил трения проводились числен-
ные и экспериментальные исследования внедрения стального шара диаметром 5 мм
в пластину из сплава меди. Учет кинематического упрочнения (эффекта Баушин-
гера) не оказывает значительного влияния на зависимость силы сопротивления от
глубины внедрения шара. На рис. 5 представлены диаграммы вдавливания, по-
лученные в эксперименте и при численном решении задачи с учетом и без учета
трения между шаром и пластиной (F – нагружающая сила, h – глубина внедре-
ния шара, D – диаметр шара). При развитых деформациях заметную роль играет
учет сил трения. Максимальное значение интенсивности деформаций в расчете
достигает 45%. Результаты расчета с коэффициентом трения k = 0.3 хорошо со-
гласуются с экспериментальными данными, что подтверждает близость диаграмм
деформирования, полученных при растяжении образцов и при кинетическом ин-
дентировании.

5. Построение диаграмм деформирования
и определение коэффициента сухого и вязкого трения

при различных скоростях сжатия

Интегральные характеристики (силы и перемещения от времени) берутся из
эксперимента на ударное сжатие образцов-таблеток из испытуемого материала,
а коэффициент трения находится в результате итерационного процесса при чис-
ленного моделирования задачи в осесимметричной постановке. Многочисленные
расчеты, проведенные для различных материалов, чувствительных и нечувстви-
тельных к скорости деформации, показали, что изменения истинной диаграммы
деформирования за счет учета сил трения мало влияют на бочкообразное формо-
изменение (высоту арки) образца-таблетки. Поэтому коэффициент трения можно
определять без уточнения диаграммы деформирования, а затем строить истин-
ную диаграмму деформирования с учетом сил трения при неоднородном НДС
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образца. Разработанный алгоритм нахождения сил трения по Кулону позволяет
определять силы трения на каждой контактной поверхности в соответствии с неко-
торой несимметрией бочкообразования по высоте таблетки, которая наблюдается
в экспериментах на ударное сжатие [22]. Исследована зависимость коэффициентов
сухого и вязкого трения при различных скоростях деформаций для различных ма-
териалов [23, 24]. Данный подход применим к обработке результатов испытаний
на ударное сжатие как методом Гопкинсона, так и прямого удара.

6. Идентификация параметров динамической
сжимаемости и сопротивления сдвигу грунтовой среды

при внедрении ударников

На основе сочетания физического и математического моделирования процессов
удара и проникания цилиндрических стержней разработан расчетно-эксперимен-
тальный метод идентификации деформационных и прочностных характеристик
грунтовых сред в широком диапазоне изменения давлений. В результате опреде-
ляются параметры уравнения состояния, при которых рассогласование экспери-
ментальных и теоретических результатов гарантированно не превосходит ошибку
эксперимента. Эффективность метода демонстрируется решением задачи иденти-
фикации параметров сопротивления песчаного грунта сжатию и сдвигу при скоро-
стях внедрения до 1 км/с [25].

Заключение

Разработанный экспериментально-расчетный метод идентификации деформа-
ционных свойств упругопластических материалов имеет широкую область приме-
нимости. Он позволяет определять истинные диаграммы деформирования и другие
параметры (например, коэффициент трения) при различных видах неоднородного
НДС и больших деформациях испытуемых образцов. Интенсивность напряжений
при построении диаграммы деформирования корректируется пропорционально от-
ношению экспериментального и расчетного интегрального силового параметра.
При этом распределение параметров неоднородного НДС в образце берется из рас-
чета, а интегральные параметры измеряются экспериментально. Возможны два
варианта практической реализации подхода: итерационный процесс определения
диаграммы деформирования с многократным решением прямой задачи с помо-
щью любого вычислительного пакета и однократный процесс прямого расчета с
разбиением на этапы нагружения и нелинейной экстраполяцией, требующий моди-
фикации программного кода.
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Abstract

Based on the experimental-computational approach, a method for identifying deformation
diagrams of elastoplastic materials by considering the inhomogeneity of the stress-strain state
and large deformations was developed. Examples of the application of this method for vari-
ous types of loading of the tested samples were presented: tension and torsion of cylindrical
rods, kinetic indentation of a ball and a cylinder, dynamic compression of tablet samples, etc.
A technique for interpolating the deformation diagram to take into account the type of stress
state was proposed.

Keywords: experimental-computational approach, elastoplastic material, numerical tech-
nique, tension, torsion, compression, static and dynamic indentation, construction of true
deformation diagrams, large plastic deformations

Figure Captions

Fig. 1. Iterative process of constructing a deformation diagram: 1 – initial approximation;
2–10 – iterations 1–9, respectively.

Fig. 2. Changes in the axial forces obtained by the iterative procedure: 1 – initial approx-
imation; 2–10 – iterations 1–9, respectively.

Fig. 3. Extrapolation procedure (dashed lines) of dependence K (2) and deformation
diagrams (1).

Fig. 4. True deformation diagrams of steels 12Kh18N10T (1), 09G2S (2), 10KhSND (3),
and 10G2FBYu (4) under tension (dashed lines) and torsion (solid lines).

Fig. 5. Indentation diagrams obtained in the experiment and in the numerical solution of
the problem with and without taking into account the forces of friction between the ball and
the plate.
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