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Введение 

 

 

Одной из наиболее актуальных задач современной науки является 

создание квантового компьютера – вычислительного устройства, 

использующего в своей работе квантово-механические эффекты, такие как 

квантовый параллелизм и квантовая запутанность. Исследования ведут многие 

научные коллективы по всему миру. Многообещающей физической системой, 

которую можно использовать для квантовых вычислений, являются электроны 

на поверхности сверхтекучего гелия. Гипотеза о том, что состояния электрона 

на поверхности квантовой жидкости – жидкого гелия – могут быть 

использованы для создания кубита (единицы квантовой информации), была 

выдвинута около 15 лет назад [1]. В настоящее время перед учеными стоит 

задача научиться контролировать состояния электронов на поверхности 

сверхтекучего гелия. Это возможно при условии создания специфических 

конфигураций электрического поля через систему электродов микро- и 

субмикрометрового масштаба и приложения к ней определенных 

электрических потенциалов. 

 

Целями данной работы являлись: 

 

1) Создание модели системы электродов микрометрового масштаба и 

подбор их геометрии для получения требуемого потенциала электрического 

поля. 

2) Построение модели встречно-штыревого конденсатора (IDC) и 

подбор геометрии устройства для измерения в дальнейшем уровня жидкого 

гелия в экспериментальной ячейке. 

3) Получение навыков работы с программами Freefem++ и Gmsh. 
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Глава 1. Электроны на поверхности жидкого гелия 

 

 

Впервые поверхностные состояния электронов над жидким гелием были 

предсказаны в работах Коэна и Коула [2] и Шикина [3]. После работ этих 

ученых начались активные исследования двумерной электронной системы над 

жидким гелием. Данная система обладает рядом достоинств и особенностей:  

1) обладает однородностью и чистотой; 

2) подчиняется классической больцмановской статистике; 

3) состоит из частиц с сильным неэкранированным кулоновским 

взаимодействием (этот факт приводит к ряду особенностей, например, к 

вигнеровской кристаллизации); 

4) поверхность жидкого гелия, на которой происходит формирование 

двумерного электронного слоя, сама по себе является "мягкой", электроны 

могут деформировать её. 

В дополнении к вышесказанному можно добавить, что данная система 

является одной из наиболее простых сильно коррелированных физических 

систем. Так же в последнее время повысился интерес к изучению систем, 

обладающих более низкой размерностью - одномерные и нуль-мерные 

зарядовые системы. В системах с пониженной размерностью, полученных с 

использованием поверхностных электронов, из-за слабого взаимодействия 

электронов с поверхностью жидкого гелия можно ожидать: 

1) малых диссипативных потерь носителей; 

2) высокой подвижности зарядов, которая ограничивается лишь 

электрон-риплонными взаимодействиями при T ≤ 0.8 К.   

Одним из плюсов низкой размерности электронной системы на 

поверхности жидкого 4He является возможность легкого управления такими 

свойствами данных систем, как концентрация носителей и характеристики 

потенциальных ям, в которых находятся частицы [4]. 
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1.1 Поверхностные электроны над плоской границей жидкого гелия 

 

 

Поверхностные электронные состояния над жидким гелием возникают 

из-за: 

1) наличия электростатических сил притяжения, которые действуют 

на электрон со стороны жидкого гелия (эти силы имеют поляризационный 

характер); 

2) потенциального барьера, который не даёт электрону проникнуть в 

жидкость.  

Таким образом, происходит захват электрона в одномерную 

потенциальную яму. Движение частицы свободное вдоль поверхности и 

квантованное в направлении, перпендикулярном поверхности жидкости 

(см.рисунок 1).  

 

 

Рисунок 1 - Схематическое расположение электронных уровней вблизи поверхности 

жидкого гелия. 

 

Потенциальная энергия электрона вблизи поверхности жидкого гелия 

имеет следующий вид: 

 

                                          V(z) = {
− ʌ

𝑧
, 𝑧 ≥ 0

 𝑉0, 𝑧 < 0  
                                                 (1.1.1) 
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где ʌ =  
𝑒2(𝜖−1)

4(𝜖+1)
 . Здесь z -  координата, перпендикулярная поверхности 

гелия, e - заряд электрона, ϵ - диэлектрическая проницаемость жидкости.  

ʌ  оказывается малой для жидкого гелия из-за того, что диэлектрическая 

проницаемость данной жидкости близка к единице, а именно ϵ = 1,057. 

Величина потенциального барьера V0 достаточно велика (около 1эВ), поэтому в 

расчетах полагают V0 → ∞.  

Энергетический спектр поверхностных электронов (при решении 

уравнения Шредингера с допущением, что V0 = ∞ ) имеет вид: 

 

         ϵl (k) =Δl
(0) + ћ2k2/2m,  Δl

(0) = -Δ/l2, Δ = m ʌ2/2 ћ2,            (1.1.2) 

где ћ -постоянная Планка, m - масса свободного электрона, k - двумерный 

волновой вектор электрона вдоль поверхности жидкости, l = 1,2,3... - номер 

состояния. Первое слагаемое описывает движение частицы вдоль направления, 

перпендикулярного поверхности жидкости, второе же слагаемое описывает 

свободное движение электрона вдоль поверхности жидкого гелия. Спектр, 

который описывает движение частицы вдоль перпендикулярного направления, 

является водородоподобным.  

   Волновые функции основного и первого возбужденного состояний: 

       ѱl(r,z) = fl(z)eikr;   f1(z)=2ɣ3/2z exp(-ɣz),   f2(z)=
1

√2
 ɣ3/2z(1 -

ɣ𝑧

2
)exp(-ɣz/2) ,   

                                         ɣ = m ʌ/ ћ2                                          (1.1.3) 

Энергия связи электрона в основном состоянии Δ≈ 8K. Среднее 

расстояние электрона в основном энергетическом состоянии от поверхности 

жидкости для жидкого 4He составляет <z1> = 114 нм [5]. 
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1.2 Микроэлектронные устройства 

 

 

Квазиодномерные электронные системы над жидким гелием можно 

получить различными способами. Современные методы и разработки в технике 

литографии позволяют изготовлять микроэлектронные устройства, с помощью 

которых может быть исследована физика взаимодействия частиц в 

низкоразмерных системах. Рассмотрим одно из микроэлектронных устройств, 

описанная в работе [6].  

Устройство имеет 2 области, состоящих из 25 микроканалов, (размеры 

каждого из которых составляют: ширина - 20 мкм, глубина -  1.9±0.1мкм), 

которые используются в качестве резервуаров (см.рисунок 2).  

Геометрия микроканала сформирована верхним и нижними электродами, 

изготовленными из золота и разделенными диэлектрическим слоем. Две 

области резервуаров связаны между собой меньшим по размеру центральным 

микроканалом CM (длина - 100 мкм, ширина - 7 мкм). Геометрия центрального 

микроканала определяется двумя электродами: затвором Side-Gate (SG) и 

нижним электродом Bottom-Gate (BG). Микроэлектронное устройство 

помещается в измерительную ячейку, которая прикрепляется к криостату 3He. 

В экспериментах, проводившихся с этим микроэлектронным устройством, 

температура составляла 0.6 К. Устройство располагалось выше уровня жидкого 

4He примерно на H = 0,5мм. Микроканалы заполнялись за счет капиллярных 

сил сверхтекучего жидкого гелия. Заряд поверхности жидкого гелия 

происходит за счет термоэлектронной эмиссии из вольфрамовой нити. 

Электронная система имеет емкостную связь с электродами резервуара под 

жидким гелием, где находятся электроны. Напряжения Vres = 0.5 V и Vgu = 0 V 

прикладываются к резервуарам RES и к ограждающим электродам GU, 

соответственно. Электростатическое ограничение в центральном микроканале 

было достигнуто путём приложения напряжений Vsg, Vbg к электродам side-gate 

(SG) и bottom-gate (BG), соответственно.  
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Рисунок 2 а) - Схематический вид микроэлектронного устройства (вид сверху), который был 

использован в работе [6] для исследования транспорта электронов на поверхности гелия 

через узкий микроканал; b) - Вид микроканала с жидким гелием сбоку, верхний и нижний 

электроды разделены диэлектрическим слоем; с) - Изображение области центрального 

микроканала (CM) микроустройства, использованные в эксперименте [6] 

(w=7μm,d=1.9±0.1μm). 

 

Исследование транспортных свойств электронов проводились 

прикладывая небольшое переменное управляющее напряжение при частоте f = 

201кГц на один из электродов резервуара RES, который в последствии 

индуцирует электрический ток через СМ. 

Упрощенная емкостно-резистивная схема представлена на рисунке 2a.  

Для лучшего понимания транспорта поверхностных электронов в 

микроканальной геометрии была разработана электростатическая модель 

электронов в квазиодномерном ограничении [6]. Электростатический 

потенциал φ в микроканале был получен путем решения уравнения Лапласа     

Δφ=0 с использованием моделирования методом конечных элементов (МКЭ). 

Расчеты были выполнены для сечения СМ вдоль линии AB (см. рисунок 2c) в 

предположении бесконечной длины микроканала в направлении оси X 

(см.рисунок 3) [6]. 
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Рисунок 3 – Результаты моделирования электростатического потенциала φ методом 

конечных элементов в поперечном сечении CM для Vbg=1 V и Vsg =−0.1 V. Пунктирной 

линией указан уровень жидкого гелия.[6].    

 

В этом эксперименте не учитывалось уменьшение глубины жидкости 

вследствие кривизны поверхности сверхтекучего гелия. Было показано, что 

уровень гелия в центре микроканала уменьшается на величину δ = ( ρgH + n2
s 

e2/(2εε0)) W
2 / (8αt) = 22нм (для плотности электронов ns = 2 × 109 см−2), которая 

составляет примерно 1% от глубины самого микроканала, и, следовательно, 

пренебрежительно мала (αt = 3.7×10−4 N m−1  - поверхностное натяжение 

жидкого гелия, ρ = 145 кг/м3 - плотность жидкого гелия) [6] . 

В других экспериментах всегда нужно учитывать искривления 

поверхности жидкого гелия и измерять уровень жидкого гелия в ячейке. Для 

измерений уровня жидкости широко применяются структуры типа встречно-

штыревого конденсатора (или Interdigitated capacitor, IDC). Об их применении и 

примере аналитического расчета IDC с покрытием из диоксида гафния 

рассказано в последующей главе.   
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Глава 2.  Встречно-штыревой конденсатор (IDC) 

 

 

Встречно-штыревые конденсаторы (IDC) для технологических 

применений изучались многими учеными с начала 1970-х годов. Применение 

этих структур включает в себя их использование в: 

1) сосредоточенных элементах для СВЧ интегральных схем. [7, 8]; 

2) устройствах на оптических и поверхностных акустических волнах 

[9]; 

3) оптически управляемых СВЧ устройствах [10];  

4) тонкопленочных акусто-электронных преобразователях [11]; 

5) исследованиях тонких диэлектрических пленок [12]; 

6) устройствах для измерения уровня различных жидкостей.  

Также данные устройства используют в качестве химических и 

биологических датчиков, где изменение емкостного сопротивления измеряется 

реакцией между анализируемым веществом и чувствительным слоем. IDC 

широко используются для оценки приповерхностных электрических свойств, 

например, электропроводности, магнитной проницаемости, диэлектрической 

проницаемости материалов, а также для повышения добротности резонаторов.  
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2.1 Пример аналитического расчета ёмкости IDC с покрытием из HfO2 

 

 

В качестве примера расчетов емкости рассмотрим никелевый IDC, 

изготовленный поверх кремниевой подложки, описанный в работе [13]. 

Основная геометрия устройства определяется параметрами, указанными 

на рисунке 4. 

Эти параметры включают в себя: 

1) число электродов N; 

2) ширину электрода W; 

3) длину электрода L; 

4) расстояние между электродами G; 

Общая ёмкость устройства зависит от этих параметров и от 

характеристик подложки, на которой находится IDC. Толщина электрода и его 

проводимость тоже будут влиять на ёмкость.  

 

 

Рисунок - 4  Геометрия IDC. 

 

Типичные микроэлектронные процессы изготовления на кремниевых 

подложках используются для миниатюризации IDC. Хорошо известно, что 
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ёмкость конденсатора пропорциональна диэлектрической проницаемости так, 

что диэлектрический материал с более высокой постоянной диэлектрической 

проницаемостью требует увеличение ёмкости. Диоксид кремния используется в 

качестве основного диэлектрического материала для кремниевых устройств на 

протяжении многих лет.  В настоящее время изучаются материалы с более 

высокой постоянной диэлектрической проницаемостью, которые смогут 

заменить оксид кремния. Среди таких материалов с высокой диэлектрической 

проницаемостью и хорошей совместимостью с кремнием найден диоксид 

гафния (HfO2). Диоксид гафния является одним из лучших диэлектрических 

материалов для IDC, благодаря высокой термодинамической стабильности на 

кремнии и высокой диэлектрической проницаемости по сравнению с другими 

диэлектриками (ϵr ≈ 25). Поэтому, емкость была оптимизирована с помощью 

покрытия оксида гафния (HfO2) слоем в 60 нм. 

Аналитическая модель 

Несколько теоретических моделей IDC были разработаны на основе 

конформного отображения и технологии частичной емкости для получения 

конечного выражения емкости. Метод конформного отображения позволяет 

анализировать распределение электрического потенциала внутри IDC точно так 

же, как и в параллельных пластинах конденсатора, но в новой координатной 

системе. Решение общей ёмкости между отрицательным и положительным 

электродами IDC в конечном виде равна: 

                      C total = (N-3)
𝐶𝐼 

2
 + 2 

𝐶𝐼 ∗𝐶𝐸

𝐶𝐼 +𝐶𝐸
  , для N >3                            (2.1.1) 

  

где N - число электродов, а CI и CE определяются, как: 

 

CI  = ϵ0L ( 
𝐾(𝑘𝐼∞ )

𝐾(𝑘′
𝐼∞ )

 + (ϵ1 - 1) 
𝐾(𝑘𝐼,1 )

𝐾(𝑘′
𝐼,1 )

 + ϵs  

𝐾(𝑘𝐼∞ )

𝐾(𝑘′
𝐼∞ )

 ) 
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CE  = ϵ0L ( 
𝐾(𝑘𝐸∞ )

𝐾(𝑘′
𝐸∞ )

 + (ϵ1 - 1) 
𝐾(𝑘𝐸,1 )

𝐾(𝑘′
𝐸,1 )

 + ϵs  

𝐾(𝑘𝐸∞ )

𝐾(𝑘′
𝐸∞ )

 ) , 

где K(k) - полный эллиптический интеграл первого рода с модулем k и 

взаимодополняющим модулем k' = √1 − 𝑘2 , 𝑘𝐼∞ =  𝑠𝑖𝑛(
𝜋𝜂

2
 ) , 𝑘𝐸∞ = 

2√𝜂

1+𝜂
 , 

η = 2𝑊/𝝀, 𝜆 = 2(𝑊 + 𝐺), ϵ0 - диэлектрическая проницаемость свободного 

пространства, ϵ1 - относительная диэлектрическая проницаемость верхнего 

слоя, ϵs - относительная диэлектрическая проницаемость подложки.  

На рисунке 5 показана зависимость емкости как функции от 

безразмерного параметра η для случая IDC на кремниевой подложке. Из 

рисунка 5 видно, что происходит увеличение емкости при увеличении числа 

электродов. [13] 

 

Рисунок 5 - Зависимость емкости от η для N = 32 (черный), N = 40 (красный) и N = 50 

(синий). ϵ0 = 8.8 × 10−12 F/m, L = 8 × 10−3 m, ϵs = 11.7 F/m, ϵ1= 1 y λ = 400 × 10−6 m. 
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Глава 3. Метод конечных элементов 

 

3.1 Основы метода конечных элементов 

 

 

Законы физики для пространственно-временных задач обычно 

описываются дифференциальными уравнениями в частных производных 

(ДУвЧП). Эти уравнения не могут быть решены аналитическими методами для 

подавляющего большинства задач. Вместо этого, аппроксимация таких 

уравнений может быть основана, как правило, на различных типах 

дискретизации. Данные методы дискретизации сводят ДУвЧП к 

алгебраическим уравнениям, которые могут быть решены численными 

методами. Решение алгебраических уравнений, в свою очередь, есть 

приближение настоящего решения дифференциальных уравнений в частных 

производных.  Метод конечных элементов (МКЭ /FEM - Finite Element Method) 

используется для решения таких приближений.  

Одним из преимуществ данного метода является его способность решать 

ДУвЧП практически на любой произвольно заданной области с разбиением на 

элементы практически любого размера. Также его применяют в широком 

классе ДУвЧП. Благодаря этим свойствам, метод конечных элементов 

применяется в различных областях и для решения многих задач: 

1) Cтруктурный анализ: мосты, нефтяные платформы. 

2) Механика твёрдого тела: зубчатая передача (привод), 

автомобильная трансмиссия. 

3) Динамика: землетрясения, расчет ударов пули, вибрации различных 

небоскребов. 

4) Термический анализ: тепловой расчет обребренных поверхностей, 

расчет распространения тепла. 

5) Электрический анализ: распределение электрического поля. 

6) Биоматериалы: органы и ткани человека и т.д. 
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Для решения дифференциальных уравнений в частных производных 

методом конечных элементов необходимы три компоненты: 

1) дискретное представление области, другими словами, сетка (mesh); 

2) дифференциальное уравнение в частых производных; 

3) граничные условия; 

Анализ, который производится с помощью метода конечных элементов, 

включает в себя несколько этапов реализации: 

Этап 1. Как говорилось ранее, на этом этапе происходит дискретизация 

области, то есть задается сетка (mesh) на выбранном пространстве и 

обозначаются размеры, число и свойства каждого элемента в разбиении. 

Cвойcтва материалов смежных элементов могут быть различными, это является 

еще одним преимуществом МКЭ. 

 Форма каждого элемента выбирается наиболее простой. К примеру, для 

двумерной области это чаще всего треугольная или прямоугольная форма, а для 

трёхмерной области – тетраэдрическая. Непересекающиеся подобласти, на 

которые оказывается разбита выбранная область, называются конечными 

элементами. Введём ещё одно понятие – узлы, которые представляют собой 

вершины конечных элементов. Они необходимы для описания геометрии 

элемента и для задания компонент решения. 

Этап 2. На данном этапе выбираются аппроксимирующие функции. Как 

правило, используют полиномы. Причем, порядок аппроксимирующих 

функций может быть различным. Из вышесказанного следует, что 

пространство, где происходит поиск решения, есть пространство кусочно-

полиномиальных функций.  

Этап 3. В этом шаге происходит формирование системы линейных 

алгебраических уравнений, учитывая вклады от всех элементов и узлов. 

Вводятся граничные условия в систему уравнений. 

Этап 4. Решение вышеописанной системы. 

Этап 5. Определяются расчетные величины в элементах. 
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Приближенное решение должно удовлетворять дифференциальному 

уравнению в узлах сетки [14]. 

Для задач на областях и в пространстве со сложной геометрией часто 

используются различные программы, осуществляющие решение 

дифференциальных уравнений в частных производных методом конечных 

элементов. На данный момент существует огромное множество подобных 

приложений, позволяющих произвести быстрый расчет. В данной работе 

использовались две программы: Freefem ++ и Gmsh.  
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3.2 Программы для решения задач методом конечных элементов (МКЭ) 

 

Для решения задач МКЭ с областями сложной формы, как уже 

говорилось ранее, чаще всего используют специальные программы. Рассмотрим 

программы, которые использовались в данной работе, а именно Freefem++ и 

Gmsh.  

Freefem++ 

Freefem++ представляет собой программное обеспечение для численного 

решения дифференциальных уравнений в частных производных на основе 

метода конечных элементов.  Программа имеет свой собственный, С++ - 

подобный язык программирования. На входе Freefem++ принимает файл со 

скриптом [15].  Является бесплатным программным обеспечением. Работает на 

таких операционных системах, как: MacOS 10, Windows (XP,Vista,7,8/8.1,10), 

Unix (с G++ 3.3 или более поздней версии и OpenGL).  

Особенности  Freefem++: 

1) Описание задач (в реальных или комплексных переменных) по их 

вариационным формулировкам, с доступом к внутренним векторам и матрицам 

при необходимости. 

2) Системы со многими переменными, системы уравнений, двумерные 

и трехмерные, статические или с зависимостью от времени, линейные или 

нелинейные связанные системы; однако, пользователь обязан описывать 

повторяющиеся процедуры, которые сводят задачи к ряду линейных задач. 

3) Простота геометрического ввода, осуществляющаяся с помощью 

аналитического описания границы по частям; не является CAD (computer-

aided design) системой. 

4) Автоматический генератор сетки (mesh), основанный на методе 

Вороного-Делоне; внутренняя плотность точек пропорциональна плотности 

точек на границе. 

5) Анизотропная сеточная адаптация на основе метрики. 
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6) Имеет высокоуровневый язык программирования с набором 

функций аналитической алгебры и конечно-элементных функций, что делает 

его быстрым и удобным для использования пользователем. 

7) Несколько конечно-элементных сеток (meshes) внутри одной 

программы с автоматической интерполяцией данных на разных сетках и 

возможным хранением интерполированных матриц. 

8) Большое разнообразие треугольных конечных элементов: 

линейные, квадратичные Лагранжевы элементы, дискретные P1, нескалярные 

элементы, мини-элементы и т.д. 

9) Возможность подключения огромного числа подпрограмм и 

библиотек для решения больших разреженных систем и систем 

несимметричных линейных уравнений (LU, Cholesky, Crout, CG, GMRES, 

UMFPACK, MUMPS, SuperLU, ...) и для нахождения собственных значений и 

собственных векторов. 

10) Построение графики в режиме реального времени, создание файлов 

в форматах .txt,.eps,.gnu, mesh для последующей обработки входных и 

выходных данных. 

11) Оптимальная скорость выполнения (по сравнению с 

непосредственным программированием на С++). 

12) Множество примеров и учебных материалов: эллиптические, 

параболические и гиперболические задачи, уравнение Навье-Стокса, 

эластичность, взаимодействие жидких структур, метод Шварца, задачи на 

нахождение собственных значений и т.д.. 

13) Параллельные вычисления на основе mpi [16]. 

Рассмотрим в качестве примера задачу из электростатики. В первую 

очередь произведем постановку данной задачи и опишем физику процесса. 

Предполагаем, что в изучаемой области нет тока и зависящего от времени 

распределения зарядов. Тогда электрическое поле E удовлетворяет условию: 
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                    div E = 
1

4𝜋𝜖0

𝜌

𝜖
      rot E = 0                                 (3.2.1)  

где 𝜌 - объемная плотность заряда и 𝜖 - диэлектрическая проницаемость 

свободного пространства. Из второго уравнения (3.2.1) вводим 

электростатический потенциал такой, что E =  −∇ φ. Получаем уравнение 

Пуассона −∆φ = f , f = - 
𝜌

𝜖
 . Определим эквипотенциальную линию, которая 

удовлетворяет условию φ=const в области без электрических зарядов. 

Определим К проводников C1, ..., CK, находящихся внутри границы C0. 

Каждый из них обладает потенциалом ϕi. Предполагаем, что граница С0 

обладает нулевым потенциалом. Для того, чтобы определить ϕ(x) в любой 

точке x области  Ω, мы должны решить  

                                            −∆ϕ = 0 в области  Ω,                           (3.2.2)         

где Ω - внутренняя область С0 с вычетом проводников Ci , и Г - граница Ω, 

которая является ∑ 𝐶𝑖𝑁
𝑖=0 . Граничные уравнения в сокращенной форме имеют 

вид [17]: 

                                         ϕ = ϕi на Ci , i = 1...N, ϕ = 0 на C0             (3.2.3)           

Обратимся непосредственно к самому примеру. 

Пример 1. Сперва определим геометрическую информацию; C0 = {(x, y); 

x2 + y2 = 52}, C1 = {(x, y) : 
1

0.32
(x − 2)2 + 

1

32
y2 = 1}, C2 = {(x, y) : 

1

0.32
(x + 2)2 + 

1

32
y2 = 

1}. Пусть Ω - пластина, заключенная в C0 с эллиптическими отверстиями, 

огражденными C1 и C2 . C0 описывается против часовой стрелки, в то время как 

эллиптические отверстия описываются по часовой стрелке, потому что границы 
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должны быть ориентированы так, чтобы расчетная область была слева от них 

[18]. 

//описание границ фигур (круга и двух эллипсов)  

border C0(t=0,2*pi) { x = 5 * cos(t); y = 5 * sin(t); }  

border C1(t=0,2*pi) { x = 2+0.3 * cos(t); y = 3*sin(t); }  

border C2(t=0,2*pi) { x = -2+0.3 * cos(t); y = 3*sin(t); }  

 

mesh Th = buildmesh(C0(60)+C1(-50)+C2(-50));  // триангуляция области Th  

plot (Th,ps="electroMesh"); // вывод фигуры (см. рисунок 6 ) 

fespace Vh (Th,P1); // определение P1(непрерывное кусочно-линейное) FE-

пространства 

Vh uh, vh; // неизвестная и тестируемая функции  

problem Electro(uh,vh) = // объявление проблемы  

int2d (Th) ( dx(uh) * dx(vh) + dy(uh) * dy(vh) ) // двойной интеграл 

+ on (C0,uh=0) // задание граничных условий на С0  

+ on (C1,uh=1) // +1Вольт на С1 

+ on (C2,uh=-1) ; // -1Вольт на С2 

Electro; // решение задачи, (см. рисунок 7)   

plot (uh,ps="electro.eps",wait=true); // вывод на экран рисунка 7. 

Листинг 1 - Исходный код создания модели примера 1. 
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Рисунок 6 - Пластина с двумя эллиптическими отверстиями, и сгенерированная сетка 

конечных элементов. 

 

Рисунок 7 - Эквипотенциальные линии, полученные в результате численных расчетов. 
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Подводя итог, можно сказать, что программа Freefem++ не только 

помогает производить расчеты на любых заданных областях  и при различных 

граничных условиях, но и является лёгкой и удобной в использовании.  

Теперь перейдем к рассмотрению программы Gmsh, которая так же 

использовалась в данной работе. Примеры построений будут рассмотрены в 

следующей главе, в данной главе будет дано лишь небольшое описание 

программы и её функций.  

Gmsh 

Gmsh - трёхмерный генератор конечно-элементной сетки с встроенным 

CAD механизмом и последующей обработкой. Его цель - предоставить 

пользователю быстрый, простой и удобный инструмент для создания сетки с 

параметрическими входными данными и дополнительными возможностями 

визуализации. 

Программа построена четырьмя модулями: модуль геометрии, генератор 

сетки (mesh), решающее устройство и модуль пост-обработки. Ниже приведём 

краткое описание этих модулей. 

Модуль геометрии  

Программа использует граничное представление для описания геометрии. 

Модели создаются в восходящем потоке, последовательно определяя точки, 

ориентированные линии (отрезки, окружности, эллипсы и т.д.), 

ориентированные поверхности (плоскости, триангулированные поверхности и 

т.д.) и объемы. Исходя из этих элементарных геометрических объектов, могут 

быть определены группы геометрических объектов (так называемые 

"физические группы"). Скриптовый язык gmsh позволяет всем геометрическим 

объектам быть полностью параметризованными. У каждых геометрических 

объектов имеется идентификационный номер, который присваивается им при 

создании. [19] 
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Модель генерации сетки 

Генерация сетки происходит с помощью модуля сеток Mesh. Для каждой 

размерности предусмотрен свой режим генерации сетки (1D, 2D, 3D). В 

программе можно сгустить сетку, используя Refine by splitting. По умолчанию, 

сохранение сетки происходит в формате .msh, с таким же именем, какое было 

присвоено геометрическому объекту.  

Для генерации сетки в программе Gmsh предусмотрены алгоритмы: 

1) MeshAdapt — собственный метод Gmsh, основанный на локальной 

модификации сетки. (Исключительно для создания двумерных сеток). 

2) Delaunay — метод, основанный на критерии Делоне. 

3) Frontal — метод исчерпывания. 

Алгоритмы выбираются с помощью добавления в файл геометрии 

определенных команд. Также, их можно выбрать непосредственно в самой 

программе при построении геометрических объектов в режиме реального 

времени ( Tools | Options | Mesh |General ) [20]. 

Модуль программы, осуществляющей решение 

Внешние программы, осуществляющие решение могут быть сопряжены с 

программой Gmsh через Unix или TCP/IP, которые позволяют модифицировать 

параметры расчета, запуска внешних расчетов и обработки результатов 

непосредственно в модуле пост-обработки. Программы, осуществляющие 

решение по умолчанию сопряжено с Gmsh – GetDP.   

Модуль пост-обработки 

Программа Gmsh может загружать и управлять несколькими пост-

обработками скалярных, векторных или тензорных карт вместе с геометрией и 

сеткой (mesh). Скалярные поля представлены iso-значениями 

линий/поверхностей или цветными картами, а векторные поля представлены 

трехмерными стрелками или смещением карт. Ко всем опциям последующей 

обработки можно получить доступ либо в интерактивном режиме, либо через 

водные файлы скрипта. Определенные пользователем операции могут 
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выполняться при представлении пост-обработки с помощью динамически 

загружаемых плагинов.   

В данной работе использовались обе программы (Gmsh и Freefem++). 

Обработка данных, вычисления и полученные результаты представлены в 

следующей главе. 
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Глава 4. Экспериментальная часть. Расчет и моделирование 

 

 

На первом этапе реализации квантового бита необходимо научиться 

располагать электроны на поверхности жидкого гелия заданным образом. Идея 

заключается в создании системы электродов нано-,микрометрового масштаба, 

которая будет помещаться в резервуар с жидким гелием, для получения 

требуемого потенциала электрического поля.  

Одна из задач, которую требовалось решить в данной курсовой работе, 

состояла в подборе геометрии электродов таким образом, чтобы распределение 

потенциала в перпендикулярном микроканалу направлении имело практически 

прямоугольную форму. 

 Другая же задача заключалась в моделировании IDC и подборе 

геометрии устройства таким образом, чтобы с его помощью можно было 

осуществлять измерения уровня жидкого гелия в экспериментальной ячейке.  

По данным моделям, полученным с помощью использования программ 

Freefem++ и Gmsh, были созданы микроэлектронные устройства (МЭУ), 

которые в дальнейшем будут использованы в эксперименте.  

 

 

  



26 

 

4.1 Моделирование электродов  

 

 

 

Как говорилось ранее, первой целью данной работы было подобрать 

геометрию электродов таким образов, чтобы распределение 

электростатического потенциала в перпендикулярном СМ направлении имело 

практически прямоугольную форму. За исходную модель системы электродов 

микрометрового масштаба была взята модель, описанная в главе 1, пункте 1.2. 

В качестве моделирования и программы для расчета была использована 

программа Freefem++. 

Для решения поставленной задачи была изучена схема со сплошным 

нижним электродом (см. рисунок 2). Исследование показало, что в этом случае 

при постоянном напряжении между электродами потенциал поля имеет 

практически параболическую форму (см. рисунок 3). 

Для получения формы потенциала близкой к прямоугольной было 

решено разбить нижний электрод на 9 малых частей и подать на них 

определенного набора напряжений: V1=1В, V2=0.8В, V3=0.6В, V4=0.6В, V5=0.6В, 

V6=0.6В, V7=0.6В, V8=0.8В, V9=1В,. При разбиении размер малых электродов 

составил 1 мкм, расстояние между ними также составило 1 мкм.  

Для построения модели была использована программа Freefem++. 

Разбиение заданной области методом конечных элементов с помощью 

программы Freefem++ представлено на рисунке 8. 

Полученная модель распределения электростатического потенциала, 

поперек микроканала, формы, близкой к прямоугольной представлена на 

рисунке 9. 
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Рисунок 8 - Разбиение заданной области методом конечных элементов с помощью 

программы Freefem++ в поперечном сечении центрального микроканала (CM). Случай 

формы потенциала близкой к прямоугольной.  

 

 

Рисунок 9 - Моделирование электростатического потенциала φ методом конечных 

элементов в поперечном сечении CM. Случай формы потенциала близкой к 

прямоугольной. 
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Рисунок 10 – Распределение потенциала вдоль поверхности жидкого гелия φ(y,z = d). 
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4.2 Моделирование IDC 

 

 

На этом шаге необходимо было построить модель IDC, которая в 

дальнейшем будет использована для измерения уровня жидкого гелия в ячейке. 

При построении модели данного МЭУ были использованы две программы, 

реализующие метод конечных элементов (МКЭ), а именно - Frefem++ (для 

описания физической задачи и расчета емкости IDC) и Gmsh (для построения 

трехмерной модели IDC и генерации мэша). Совмещение данных, полученных 

от каждой из программ происходило непосредственно в программе Freefem++ 

вызовом файла с форматом .msh (модель IDC с разбиением МКЭ в программе 

Gmsh) и подключением его в дальнейший расчет.  

Одна из моделей, полученных в данной работе показана на рисунке 11. 

 

 

Рисунке 11 - Трехмерная модель IDC, построенная в программе Gmsh. Количество 

электродов N = 39, ширина электрода - 0,2мкм, длина - 15,8мкм, расстояние между 

электродами - 0,2 мкм. 

 

 

Для проведения дальнейших экспериментов были созданы МЭУ в 

лаборатории Quantum Condensed Phases Research Team, RIKEN CEMS. 
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Электроды были сформированы электронно-лучевым напылением 5 нм 

титана и золота 45 нм. 

 

Рисунок 12 - Образец 1, ширина электродов - 30 мкм. 

 

Рисунок 13 - Образец 2, ширина электродов - 2 мкм. 
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Заключение 

 

 

В ходе проделанной работы были достигнуты поставленные цели, а 

именно: 

1) Освоена методика расчета конфигурации электрического поля с 

использованием программы Freefem++. 

2)  Используя численный метод конечных элементов, была подобрана 

геометрия электродов таким образом, чтобы распределение потенциала в 

перпендикулярном микроканалу направлении имело прямоугольную форму. 

Полученные результаты указывают на возможность управлять состояниями 

электронов. 

3) Были построены несколько моделей IDC. По полученным данным 

были созданы МЭУ для проведения дальнейших экспериментов. 

Результаты данной работы представлены на: 

1) Международной школе-конференции студентов, аспирантов и 

молодых ученых «Биомедицина, материалы и технологии XXI века», 27 ноября 

2015 года, секция: Перспективные материалы, название работы: "Расчет 

топологии чипа для контроля электронов на поверхности жидкого гелия". 

2) Итоговой научно-образовательной конференции студентов 

Казанского Федерального Университета, 4 апреля 2016 года, название 

работы: "CALCULATION OF TOPOLOGY OF THE CHIP FOR CONTROL OF ELECTRONS ON A 

SURFACE OF LIQUID HELIUM " 
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