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ÓÄÊ 514.172.45+514.174.5ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÉ ÍÅÏÎ�ÎÆÄÀÅÌÛÉ ÂÅÅ�Ì.Í. ÌàòâååâÀííîòàöèÿÎïðåäåëåíî ïîíÿòèå ïîðîæäàåìîãî âîçìîæíî íåïîëíîãî âååðà êàê ÷àñòè ïîðîæäà-åìîãî ïîëíîãî âååðà. Ïðåäëîæåí êðèòåðèé ïîðîæäàåìîñòè âîçìîæíî íåïîëíîãî âååðà.Èñïîëüçîâàíèå äàííîãî êðèòåðèÿ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü â ïðîñòðàíñòâå R

3 ìèíèìàëüíûéíåïîðîæäàåìûé âååð èç òðåõ äâóõìåðíûõ êîíóñîâ, ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ â íà÷àëåêîîðäèíàò.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîãðàííèêè, êîíóñû, âååðû, ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èíåðàâåíñòâ. ÂâåäåíèåÎ ïîðîæäåíèè âååðà ìíîãîãðàííèêîì ãîâîðÿò â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñ ïîìîùüþìíîãîãðàííèêà ñòðîèòñÿ âååð, òî åñòü ñåìåéñòâî êîíóñîâ, ïåðåñå÷åíèåì ëþáûõ äâóõèç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ èõ îáùàÿ ãðàíü. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, âûïóêëûé ïîëíîìåð-íûé ìíîãîãðàííèê, ñîäåðæàùèé âî âíóòðåííîñòè íà÷àëî êîîðäèíàò. Ëþáîå ñåìåé-ñòâî êîíóñîâ, ÿâëÿþùèõñÿ êîíè÷åñêèìè îáîëî÷êàìè ãðàíåé ýòîãî ìíîãîãðàííèêà,ÿâëÿåòñÿ âååðîì. À òàê êàê ýòîò âååð ïîñòðîåí ïî ìíîãîãðàííèêó, òî ìîæíî ñêàçàòü,÷òî ìíîãîãðàííèê ïîðîæäàåò âååð.Ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññà ïîðîæäåíèÿ. çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþòâååðû, íå ïîðîæäàåìûå ìíîãîãðàííèêàìè, âïåðâûå âîïðîñ î èõ ñóùåñòâîâàíèè áûëïîñòàâëåí â [1℄. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áûë âñêîðå äàí â [2℄, ãäå ïðèâåäåí ïðèìåðâååðà, íå ïîðîæäàåìîãî íèêàêèì ìíîãîãðàííèêîì. Â ýòîé æå ðàáîòå ïîÿâèëñÿ èêðèòåðèé ïîðîæäàåìîñòè âååðà â âèäå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéè íåðàâåíñòâ âèäà














∑

aijxj > 0,
∑

bijxj = 0,

xj > 0,

(1)ãäå aij , bij � êîý��èöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå ñòðóêòóðîé âååðà, à xj � ïåðåìåííûå,îïðåäåëÿþùèå ìíîãîãðàííèê, ïîðîæäàþùèé âååð.Êðèòåðèé ðàáîòû [2℄ áûë ïîëó÷åí äëÿ ïîëíûõ âååðîâ â R
3 . Â [3℄ ýòîò êðèòåðèéáûë îáîáùåí íà ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè è íà âîçìîæíî íåïîëíûåâååðû, ñîñòîÿùèå èç ïîëíîðàçìåðíûõ êîíóñîâ. Çäåñü æå â [3℄ ñ ïîìîùüþ îáîáùåí-íîãî êðèòåðèÿ áûë ïîñòðîåí ïðèìåð ìèíèìàëüíîãî íåïîðîæäàåìîãî âååðà â R

3 .Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ðàçâèâàåò ðåçóëüòàòû [3℄ â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ.Âî-ïåðâûõ, ìû ðàññìîòðèì âååðû, êîòîðûå ìîãóò ñîäåðæàòü êîíóñû íåïîëíîéðàçìåðíîñòè. Âî-âòîðûõ, ïîêàæåì, ÷òî äëÿ áîëüøîãî ïîäìíîæåñòâà âååðîâ ðàçðå-øèìîñòü ñèñòåìû (1) ðàâíîñèëüíà ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû
{

∑

aγjxj > 0,

xj > 0,
(2)



ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÉ ÍÅÏÎ�ÎÆÄÀÅÌÛÉ ÂÅÅ� 203ãäå aγj îïÿòü-òàêè îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðîé âååðà, à xj � òå æå ñàìûå, ÷òî è â ñè-ñòåìå (1). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñèñòåìà (2) íå èìååò îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâ,íî ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé.Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ ñèñòåìó (2), ìû ïîñòðîèì ìèíèìàëüíûé íåïîðîæäàåìûéâååð â R
3 ñî ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè: êîíóñû ýòîãî âååðà ÿâëÿþòñÿ äâóõìåðíûìèè ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå � èõ îáùåé âåðøèíå, ðàñïîëîæåííîéâ íà÷àëå êîîðäèíàò. 1. ÎïðåäåëåíèÿÂñå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðèâåäåíû äëÿ ïðîñòðàíñòâà

R
n ðàçìåðíîñòè n > 0 . Ïðè ýòîì îáúåêòû, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â äàííîìïðîñòðàíñòâå, ìîãóò èìåòü ðàçìåðíîñòü d , d 6 n .Êîíóñîì áóäåì íàçûâàòü êîíè÷åñêóþ îáîëî÷êó êîíå÷íîãî íåíóëåâîãî ÷èñëà âåê-òîðîâ aj . Áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî íè îäèí èç ýòèõ âåêòîðîâ íå ÿâëÿåòñÿ íåîòðè-öàòåëüíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ: â ýòîì ñëó÷àå ëó÷è, çàäàâàåìûå âåêòîðàìè aj ,íàçûâàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè ëó÷àìè êîíóñà. Áóäåì ïîäðàçóìåâàòü òàêæå, ÷òî ëþ-áàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïóñòàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ aj ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé: â ýòîìñëó÷àå êîíóñ íàçûâàåòñÿ îñòðûì.Îïðåäåëåíèå 1. Êîíå÷íîå ñåìåéñòâî êîíóñîâ íàçûâàåòñÿ âååðîì, åñëè ïåðåñå-÷åíèå ëþáûõ äâóõ êîíóñîâ èç ýòîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ èõ îáùåé ãðàíüþ.Âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì áóäåì íàçûâàòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó êîíå÷íîãîìíîæåñòâà òî÷åê. Îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ ê âûïóêëîìó ìíîãîãðàííèêó P íà-çûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòü H òàêàÿ, ÷òî H è P èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå è Pöåëèêîì ëåæèò â îäíîì èç çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, çàäàâàåìûõ ãèïåðïëîñêî-ñòüþ H . Ïåðåñå÷åíèå îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè H è âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà Píàçûâàåòñÿ ãðàíüþ P . Åñëè ïðè ýòîì P íå ñîäåðæèòñÿ â H , òî ãðàíü íàçûâàåòñÿñîáñòâåííîé.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå êðèòåðèÿ íåïîðîæäàåìîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-ùóþ õàðàêòåðèçàöèþ ãðàíè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà: çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîä-ìíîæåñòâî F âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà P ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ P òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ëþáîé îòðåçîê [a, b] â P , ãäå b íå ïðèíàäëåæèò F , íå èìååò ïåðåñå-÷åíèÿ ñ F â òî÷êå, îòëè÷íîé îò a .Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ëþáîé êîíóñ âååðà F ÿâëÿåòñÿ êîíè÷åñêîé îáîëî÷êîéñîáñòâåííîé ãðàíè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà P , ñîäåðæàùåãî âî âíóòðåííîñòè íà-÷àëî êîîðäèíàò O . Òîãäà âååð F íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàåìûì, à ìíîãîãðàííèê P �ïîðîæäàþùèì ìíîãîãðàííèêîì âååðà F .Âååð íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè îáúåäèíåíèå åãî êîíóñîâ ïîêðûâàåò âñå ïðî-ñòðàíñòâî, â êîòîðîì äàííûé âååð ñîäåðæèòñÿ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2 âíóòðåí-íîñòü ïîðîæäàþùåãî ìíîãîãðàííèêà ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò è, ñëåäîâàòåëüíî,ÿâëÿåòñÿ íåïóñòîé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîðîæäàþùèé ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿïîëíîìåðíûì, à êîíè÷åñêèå îáîëî÷êè âñåõ ñîáñòâåííûõ ãðàíåé ïîðîæäàþùåãî ìíî-ãîãðàííèêà �îðìèðóþò ïîëíûé âååð. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå 2 ýêâèâàëåíòíîîïðåäåëåíèþ ïîðîæäàåìîãî (âîçìîæíî íåïîëíîãî) âååðà êàê ïîäâååðà ïîðîæäàå-ìîãî ïîëíîãî âååðà.Óñòàíîâèì êðèòåðèé ïîðîæäàåìîñòè äëÿ ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âñåõ âîç-ìîæíî íåïîëíûõ âååðîâ. Â îáùåì ñëó÷àå âååð ýòîãî ïîäìíîæåñòâà ìîæíî ïðåä-ñòàâëÿòü ñåáå êàê íåïîëíûé, íî â òî æå âðåìÿ ðàñïîëîæåííûé ¾âåçäå¿ èëè ïîêðàéíåé ìåðå ¾äîñòàòî÷íî øèðîêî¿ â îêðóæàþùèì ïðîñòðàíñòâå. Áëàãîäàðÿ òà-êîé âèçóàëüíîé õàðàêòåðèçàöèè èìååò ñìûñë íàçûâàòü âååðû ýòîãî ïîäìíîæåñòâà



204 Ì.Í. ÌÀÒÂÅÅÂíåîñòðûìè. Åñëè áûòü áîëåå òî÷íûì, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âååð ÿâëÿåòñÿ íåîñòðûì,åñëè âûïóêëàÿ îáîëî÷êà åãî êîíóñîâ ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó ïðÿìóþ.2. Êðèòåðèé�àññìîòðèì â R
n ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó p è à��èííóþ ãèïåðïëîñêîñòü H , íåïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïóñòü ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè p ðàçëîæåí ïîðàäèóñ-âåêòîðàì íåêîòîðîãî íàáîðà òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ H . Îáîçíà÷èì ñóììóêîý��èöèåíòîâ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ÷åðåç s . Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî s = 1 òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà p ïðèíàäëåæèò H . Â òî æå âðåìÿ íåòðóäíî çàìåòèòü,÷òî s < 1 , åñëè òî÷êà p ëåæèò ¾ïî òó æå ñòîðîíó¿ îò H , ÷òî è íà÷àëî êîîðäèíàò,è s > 1 , åñëè òî÷êà p ëåæèò ¾ïî ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó¿.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî òî÷êà p ëåæèò íèæå ãèïåðïëîñêîñòè H ,åñëè îíà ïðèíàäëåæèò îòêðûòîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó, ñîäåðæàùåìó íà÷àëî êîîð-äèíàò, è âûøå ãèïåðïëîñêîñòè H , åñëè îíà ïðèíàäëåæèò äîïîëíèòåëüíîìó îò-êðûòîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òî÷êà p � ýòî âåðøèíà ïî-ðîæäàþùåãî ìíîãîãðàííèêà, à ãèïåðïëîñêîñòü H � ýòî îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü,îïðåäåëÿþùàÿ íåêîòîðóþ ãðàíü F òîãî æå ñàìîãî ïîðîæäàþùåãî ìíîãîãðàííèêà.Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà p ìîæåò ëåæàòü òîëüêî èëè â ãèïåðïëîñêîñòè H , åñëè îíàïðèíàäëåæèò ãðàíè F , èëè íèæå ãèïåðïëîñêîñòè H â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Ýòî ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå íàáëþäåíèå ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ êðèòåðèÿ ïî-ðîæäàåìîñòè íåîñòðîãî âååðà. Ïóñòü ýêñòðåìàëüíûå ëó÷è êîíóñîâ âååðà F çàäàíûâåêòîðàìè a1, . . . , am . Òîãäà ëþáîé êîíóñ C âååðà F ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàêêîíè÷åñêàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ aj , j ∈ J(C) , ãäå J(C) � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî

{ 1, . . . , m } . Îïðåäåëèì D+(C) êàê ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ γ = (γ1, . . . , γm) òà-êèõ, ÷òî m
∑

j=1

γjaj = 0 , γj > 0 äëÿ âñåõ j /∈ J(C) è ñóùåñòâóåò i /∈ J(C) òàêîé,÷òî γi > 0 . Îïðåäåëèì D+(F) êàê ⋃

C∈F

D+(C) . Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî, ÷òî âñåêîìïîíåíòû íåêîòîðîãî âåêòîðà x áîëüøå íóëÿ, áóäåì ïèñàòü x > 0 .Òåîðåìà 1. Íåîñòðûé âååð F ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð x = (x1, . . . , xm) > 0 òàêîé, ÷òî
〈γ, x〉 > 0 (3)äëÿ âñåõ γ ∈ D+(F) .Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü P � ïîðîæäàþùèé ìíîãîãðàííèêâååðà F . Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ xj > 0 , j = 1, . . . , m , òî÷êè pj = aj/xj ÿâëÿ-þòñÿ âåðøèíàìè P . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé êîíóñ C âååðà F è îáîçíà÷èì ÷åðåç

F âûïóêëóþ îáîëî÷êó òî÷åê pj , j ∈ J(C) . Îïðåäåëèì x êàê (x1, . . . , xm) è ðàñ-ñìîòðèì γ = (γ1, . . . , γm) ∈ D+(C) . Ìû èìååì
∑

j∈J(C)

γjxjpj +
∑

j /∈J(C)

γjxjpj = 0.Ïóñòü s =
∑

j /∈J(C)

γjxj > 0 è ïóñòü p =
∑

j /∈J(C)

γj(xj/s)pj . Òîãäà p ∈ P , p /∈ F è
p =

∑

j∈J(C)

−γj(xj/s)pj .



ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÉ ÍÅÏÎ�ÎÆÄÀÅÌÛÉ ÂÅÅ� 205Òàê êàê p ∈ P , p /∈ F , òî p ëåæèò íèæå îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè ê P , ïðîõîäÿùåé÷åðåç pj , j ∈ J(C) . Èìååì
∑

j∈J(C)

−γj(xj/s) < 1 =
∑

j /∈J(C)

γj(xj/s).Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî 〈γ, x〉 > 0 .Äîñòàòî÷íîñòü. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x = (x1, . . . , xm) > 0 , óäîâëå-òâîðÿþùèé (3). Îí çàäàåò íåêîòîðûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê P êàê âûïóêëóþîáîëî÷êó íà÷àëà êîîðäèíàò O è òî÷åê pj = aj/xj , j = 1, . . . , m . �àññìîòðèì êîíóñ
C ∈ F è îáîçíà÷èì ÷åðåç F âûïóêëóþ îáîëî÷êó òî÷åê pj , j ∈ J(C) . Òàê êàê Fÿâëÿåòñÿ íåîñòðûì, òî

∑

j∈J

µjaj = 0,ãäå J � íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî { 1, . . . , m } è µj > 0 äëÿ âñåõ j ∈ J .Ââèäó òîãî, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ îñòðûì, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî D+(C) íåïóñòî.Ïóñòü d îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü êîíóñà C , à L(C) � ïðîèçâîëüíîå d-ýëåìåíò-íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà J(C) òàêîå, ÷òî âåêòîðû aj , j ∈ L(C) , ÿâëÿþòñÿëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà i ∈ J(C) , i /∈ L(C) . Òîãäà
ai =

∑

j∈L(C)
θjaj èëè xipi =

∑

j∈L(C)
θjxjpj .Ïóñòü κ = (κ1, . . . , κm) , ãäå κj = −1 äëÿ j = i , κj = θj äëÿ j ∈ L(C) è κj = 0 âîñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð γ ∈ D+(C) , òîãäà äëÿ ëþáîãîñêàëÿðà s âåêòîð γ + sκ òàêæå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó D+(C) . Ñëåäîâàòåëüíî,

〈γ + sκ, x〉 > 0äëÿ âñåõ s . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 〈κ, x〉 = 0 . Ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî pi ïðèíàäëåæèòà��èííîé îáîëî÷êå pj , j ∈ L(C) . Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàëè, ÷òî F = C
⋂

H , ãäå
H � íåêîòîðàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî F íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ P . Òîãäà â P ñóùåñòâóþòòî÷êè p , a è b òàêèå, ÷òî

p = ζa + ηb,ãäå p ∈ F , b /∈ F è ζ, η > 0 , ζ + η = 1 . Ïóñòü λ = (λ1, . . . , λm) , α = (α1, . . . , αm)è β = (β1, . . . , βm) � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:
p =

m
∑

j=1

λjpj, λj > 0, j ∈ J(C), λj = 0, j /∈ J(C),

m
∑

j=1

λj = 1,

a =

m
∑

j=1

αjpj , αj > 0, j = 1, . . . , m,

m
∑

j=1

αj 6 1,

b =

m
∑

j=1

βjpj , βj > 0, j = 1, . . . , m,

m
∑

j=1

βj 6 1.Äëÿ âñåõ j = 1, . . . , m îïðåäåëèì γj = (ζαj + ηβj − λj)/xj è ðàññìîòðèì âåêòîð
γ = (γ1, . . . , γm) . Ïî ïîñòðîåíèþ 〈γ, x〉 =

m
∑

j=1

γjxj 6 0 .Èç íåðàâåíñòâà 〈γ, x〉 6 0 íàõîäèì, ÷òî γj = 0 äëÿ âñåõ j /∈ J(C) , òàê êàêâ ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷àëîñü áû, ÷òî γ ∈ D+(F) è 〈γ, x〉 > 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
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a4
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a6
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�èñ. 1. Âååð F1 , âñòðîåííûé â òðåóãîëü-íóþ ïðèçìó

a1

a2

a3

a4

a5

a6

O

a8 a7

a9

�èñ. 2. Íåïîðîæäàåìûå âååðû F1 è F2

αj , βj = 0 äëÿ âñåõ j /∈ J(C) è a, b ∈ C . Áîëåå òîãî, òàê êàê âñå pj , j ∈ J(C) ,ïðèíàäëåæàò ãèïåðïëîñêîñòè H , òî a, b òàêæå ïðèíàäëåæàò ãèïåðïëîñêîñòè H .Íî òîãäà a, b ∈ F . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó b è äîêàçûâàåò, ÷òî F ÿâëÿåòñÿãðàíüþ P .Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ïðîèçâîëüíûé äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèé ìíîãîãðàííèê, ñîäåð-æàùèé âî âíóòðåííîñòè íà÷àëî êîîðäèíàò O . Òàê êàê êîíóñ C ÿâëÿåòñÿ îñòðûì,òî íà÷àëî êîîðäèíàò O íå ïðèíàäëåæèò F . Ñëåäîâàòåëüíî, F ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþâûïóêëîé îáîëî÷êè P è G . Ïî îïðåäåëåíèþ 2 âûïóêëàÿ îáîëî÷êà P è G ÿâëÿåòñÿïîðîæäàþùèì ìíîãîãðàííèêîì äëÿ F .Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå êðèòåðèÿ ïîðîæäàåìîñòè, èñïîëüçóþ-ùåãî èñêëþ÷èòåëüíî íåðàâåíñòâà, î÷åíü ìàëîâåðîÿòíî äëÿ íåïîëíûõ âååðîâ îá-ùåãî âèäà. Äåëî â òîì, äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìû 1 ñòàíîâèòñÿ íåâåð-íûì, åñëè ìíîæåñòâî D+(C) ïóñòî. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì âååð F , ñîñòîÿùèé èçåäèíñòâåííîãî êîíóñà C . Äëÿ òàêîãî âååðà ìíîæåñòâî D+(C) ñîâïàäàåò ñ D+(F)è ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîé ïîëîæèòåëüíûé âåêòîð x óäîâëåòâî-ðÿåò (3). Î÷åâèäíî, ÷òî x ìîæåò íå ñîîòâåòñòâîâàòü íèêàêîìó ïîðîæäàþùåìóìíîãîãðàííèêó äëÿ F , òàê êàê òî÷êè pj = aj/xj íåîáÿçàòåëüíî ëåæàò â îäíîéïëîñêîñòè. 3. Ïðèìåð�àññìîòðèì êîí�èãóðàöèþ øåñòè òî÷åê a1, . . . , a6 â ïðîñòðàíñòâå R
3 , ïîêàçàí-íóþ íà ðèñ. 1. Ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ðåãóëÿðíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû,ñîäåðæàùåé âî âíóòðåííîñòè íà÷àëî êîîðäèíàò. Îïðåäåëèì F1 êàê âååð, ñîñòîÿ-ùèé èç êîíóñîâ 16 , 24 è 35 (ñì. ðèñ. 1, 2). Äëÿ êðàòêîñòè çäåñü è äàëåå êîíóñûîáîçíà÷àþòñÿ íîìåðàìè j âåêòîðîâ aj , çàäàþùèõ ýêñòðåìàëüíûå ëó÷è ýòîãî êî-íóñà. Íàïðèìåð, êîíóñ 16 îáîçíà÷àåò êîíè÷åñêóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ a1 è a6 .Åñëè âååð F1 äîïîëíèòü êîíóñàìè 123 , 456 , 124 , 245 , 235 , 356 , 136 è 146 , òîïîëó÷èòñÿ âååð, ÿâëÿþùèéñÿ, ïîæàëóé, íàèáîëåå èçâåñòíûì ïðèìåðîì íåïîðîæäà-åìîãî ïîëíîãî âååðà. Â ÷àñòíîñòè, ýòîò ïðèìåð èñïîëüçóåòñÿ â [2, 4�6℄ è îñîáåííîàêòèâíî � â [7℄.Òåîðåìà 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïîðîæäàåìîñòè âååðà F1 íè-êàêèå äîïîëíåíèÿ íå òðåáóþòñÿ: âååð F1 óæå ÿâëÿåòñÿ íåïîðîæäàåìûì. ×òîáûóáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âååð F1 ÿâëÿåòñÿ íåîñòðûì, à ñóììà
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γ1 = ( 0, 1,−1, 0,−1, 1 ) ∈ D+(F1),

γ2 = (−1, 0, 1, 1, 0,−1 ) ∈ D+(F1),

γ3 = ( 1,−1, 0,−1, 1, 0 ) ∈ D+(F1)ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ýòè âåêòîðû íå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü (3).Òàê êàê âñå âååðû â R
2 è âñå âååðû, ñîñòîÿùèå èç äâóõ êîíóñîâ, ÿâëÿþòñÿïîðîæäàåìûìè, òî F1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì íåïîðîæäàåìûì âååðîì. Èíòåðåñ-íî, ÷òî êîíóñû âååðà F1 ÿâëÿþòñÿ äâóõìåðíûìè è ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ â íà÷àëåêîîðäèíàò. Ïåðâàÿ èç ýòèõ îñîáåííîñòåé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íà áàçå F1 äðóãèå íåïî-ðîæäàåìûå âååðû, êîíóñû êîòîðûõ òàêæå ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ â íà÷àëå êîîðäè-íàò. Íàïðèìåð, ïóñòü a7 , a8 , a9 ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ [a2, a3] , [a1, a2] ,

[a1, a3] (ñì. ðèñ. 2), òîãäà âååð F2 , ñîñòîÿùèé èç êîíóñîâ 169 , 248 è 357 , òàêæåÿâëÿåòñÿ íåïîðîæäàåìûì.Äðóãèå ïðèìåðû íåïîðîæäàåìûõ âååðîâ, ñîñòîÿùèõ âñåãî èç òðåõ êîíóñîâ, ìî-ãóò áûòü ïîëó÷åíû îïÿòü-òàêè èç òðåóãîëüíîé ïðèçìû (ñì. [3℄) â ïðîñòðàíñòâå R
3è ëåíòû Ì¼áèóñà (ñì. [8℄ è [6, ïðèìåð 5.16℄) â ïðîñòðàíñòâå R

4 . Îäíàêî êîíóñûýòèõ âååðîâ íå ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèìèñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò.SummaryM.N. Matveev. A Minimal Nonpolytopal Fan.The paper de�nes a polytopal inomplete fan as a subfan of a polytopal omplete fan.A riterion for a not neessarily omplete fan to be polytopal is proved. Using this riterion,a minimal nonpolytopal fan of three two-dimensional ones pairwise meeting in the origin isfound in R
3 .Key words: polytopes, ones, fans, systems of linear equations and inequalities.Ëèòåðàòóðà1. Cains S.S. Isotropi deformation of geodesi omplexes on the 2-sphere and on the plane //Ann. Math. � 1944. � V. 45. � P. 207�217.2. Supnik F. On the perspetive deformation of polyhedra. II. Solution of the onvexityproblem // Ann. Math. � 1951. � V. 53, No 3. � P. 551�555.3. Ìàòâååâ Ì.Í.Íåâèäèìûå ãðàíè è ïîðîæäàþùèå ìíîãîãðàííèêè // Òðóäû ÌÔÒÈ. �2011. � Ò. 3, � 1, � C. 102�106.4. Aurenhammer F. A riterion for the a�ne equivalene of ell omplexes in R
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