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Аннотация

Исследовано взаимодействие нагнетательной и откачивающей скважин, а также
батареи нагнетательных скважин с потоком загрязненных подземных вод. Найдена
концентрация загрязнения в откачивающей скважине при рециркуляции жидкости из
скважины в скважину с ее очисткой на поверхности земли. Показано, что при умень-
шении расхода скважины в батарее эффективность защиты чистых подземных вод от
загрязнения может резко снизиться.
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Введение

Сложность проблемы защиты подземных вод от загрязнения со временем
лишь возрастает. В насыщенных водой пластах возможны природные регио-
нальные потоки, которые способны переносить загрязнения на большие рас-
стояния, в результате чего образуются крупные ареалы загрязнений. Одним из
способов защиты подземных вод является воздействие на поток через скважи-
ны путем закачки в пласт или откачки из пласта воды. В частности, таким об-
разом на пути потока можно создать гидродинамические барьеры, препятст-
вующие продвижению загрязнений [1, 2].

Как указывается в [1], может представлять интерес сооружение ряда нагне-
тательных скважин вниз по потоку загрязненных вод с последующей непре-
рывной закачкой в них чистой воды, подводимой из независимого внешнего
источника. Там же отмечается, что возможно сочетание нагнетательной сква-
жины с откачивающими, при этом откачиваемая вода, предварительно пройдя
очистку, непрерывно подается в нагнетательные скважины.

Согласно распространенной схематизации процесса далее считается, что
скважины расположены в однородном и изотропном пласте единичной толщи-
ны, где существует прямолинейно-параллельный природный поток, жидкость
однородна и несжимаема, справедлив закон Дарси, фильтрация стационарна и
двумерна, скважины имитируются источниками и стоками.

В этих предположениях рядом авторов развивались аналитические и полу-
аналитические методы оценки воздействия скважин на поток. Результаты ис-
следования нескольких схем расположения скважин в потоке стали широко
известными и вошли в монографии [3–9]. В [10] изучалась рециркуляция меж-
ду нагнетательной и эксплуатационной скважинами, размещенными поперек
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направления набегающего потока. В работе [11] определены огибающие зоны
захвата в случаях двух, трех и четырех скважин в прямолинейных батареях,
расположенных поперек потока. При этом варианты с прорывом течения меж-
ду скважинами не рассматривались. В статье [2] в связи с активным развитием
технологий локальной очистки подземных вод дан анализ течения при разме-
щении в потоке пар источников и стоков. При этом основное внимание обра-
щено на определение отношения доли жидкости, поступающей из источника в
сток, к полному расходу источника, и ширины защищаемой зоны. В работе [12]
представлено аналитическое решение задачи об определении границы зоны
захвата в случае пары эксплуатационных скважин, расположенных произволь-
но в потоке. Прорыв потока между скважинами с разделением границы зоны
захвата на две не исследовался. В [13] определены те значения безразмерного
критического расхода скважины в батарее скважин (до ста), при которых про-
исходит первый в числе возможных прорыв потока между скважинами. В ра-
боте [14] предложен полуаналитический метод для определения критического
расхода в случае расположения в потоке трех скважин с одинаковыми расхо-
дами в вершинах равнобедренного треугольника.

Анализ результатов приведенного выше обзора работ показывает, что, не-
смотря на значительное внимание к данной тематике, течения со взаимодейст-
вием природного потока и скважин, как правило, изучались не во всем диапа-
зоне изменения безразмерных параметров расхода скважин, от которых зависит
решение задачи, и без исследования возможного перехода от одной гидроди-
намической схемы к другой. А между тем такой переход может повлечь за со-
бой перестройку течения с прорывами загрязненной жидкости в области, заня-
тые чистой жидкостью.

В цикле работ [15–19] проведено исследование ряда течений со взаимодей-
ствием прямолинейно-параллельного потока и скважин во всем диапазоне изме-
нения их безразмерных расходов, найдены линии тока течения (гидродинами-
ческие барьеры для загрязненной жидкости) и определены безразмерные харак-
терные расходы скважин, по достижении которых происходит перестройка тече-
ния с переходом от одной его схемы к другой. Данная работа является развитием
этих исследований.

В зависимости от постановки конкретной задачи определение характерных
расходов отвечает на следующие вопросы:

– при каких расходах следует ожидать тех или иных прорывов загрязнен-
ной жидкости между нагнетательными скважинами, с помощью которых соз-
даются гидродинамические барьеры для загрязненного потока;

– в случае использования способа рециркуляции жидкости между откачи-
вающей и нагнетательной скважинами в загрязненном потоке с целью очистки
жидкости на поверхности и повторной закачки ее в пласт какова концентрация
загрязнителя в откачивающей скважине и при каких расходах она достигает
максимума.

В соответствии с принятой в работе схематизацией исследуемого фильтра-
ционного течения оно потенциально и описывается комплексным потенциа-
лом. Общий подход к анализу течения изложен в [18]. Ниже рассматриваются
две задачи: нагнетательная и откачивающая скважины, а также батарея нагне-
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тательных скважин в потоке загрязненных подземных вод. Скважины имити-
руются источниками и стоками.

1. Источник и сток в потоке

Рассмотрим задачу о рециркуляции жидкости, извлекаемой на поверхность
через сток, с ее очисткой и закачкой в пласт через источник, когда сток и ис-
точник взаимодействуют с загрязненным потоком. Такая задача представляет
интерес в связи с используемым практически способом извлечения загрязнен-
ной воды через откачивающую скважину, ее очисткой и последующей закач-
кой в пласт через нагнетательную скважину. При подобной рециркуляции не
требуется подводить к нагнетательной скважине воду из независимого поверх-
ностного источника.

Пусть загрязненный прямолинейно-параллельный поток со значением ско-
рости v взаимодействует со стоком расхода q  и источником расхода q− , рас-
положенными на прямой симметрично относительно начала координат на рас-
стояниях c , а эта прямая составляет с осью ординат угол α . Введем безраз-
мерный расход 2Q q vcπ= .

Характерные линии тока течения для трех его возможных вариантов изо-
бражены на рис. 1, где штрихами отмечены области течения от источника, за-
щищенные от загрязнения. Если величина Q  достаточно велика, источник и
сток гидродинамически связаны. Такой вариант течения иллюстрирует рис. 1,
a, где изображены линии тока, проходящие через точки нулевой скорости 1N  и

2N . При некотором характерном значении 0Q Q=  одна из ветвей границы те-
чения от источника проходит через начало координат, и на ней находятся обе
точки 1N  и 2N  (см. рис. 1, b). Если 0Q Q< , то струя естественного потока про-
ходит между источником и стоком, и гидродинамическая связь между ними
прерывается (см. рис. 1, c).

Используя геометрические соображения, можно получить уравнение для
определения величины 0 0 ( )Q Q α= :

1 1

0 0
tg

sin
y y
Q Q α

= −
+

,

где
1 21 2

2 2
1 0 0 0

1 1sin sin sin .
4 2

y Q Q Qα α α
⎡ ⎤⎛ ⎞= + + − + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

Найдем аналитическое решение этого уравнения, рассматривая варианты,
когда 0 sin 0Q α+ ≤  и 0 sin 0.Q α+ >

При 0 sin 0Q α+ ≤  введем параметр

1

0
,  0 .

2
ys s
Q

π= ≤ ≤
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Рис. 1. Схема характерных линий тока, проходящих через точки нулевой скорости: a –
при расходе 0Q Q> , b – при расходе 0Q Q= , c – при расходе 0Q Q<

Это позволяет выразить величины 0Q  и α  явно через параметр s :

0
sin sin cos,  arcsin .

sin cos sin cos
s s s sQ

s s s s s s
α += = −

+ +
При 0 sin 0Q α+ >  введем параметр u  такой, что

1

0
,  0 2.yu u

Q
π π− = ≤ ≤

Искомые величины могут быть представлены через этот параметр:

( )
0

cos sinsin ,  arcsin .
sin cos sin cos

u u uuQ
u u u u u u

π
α

π π
− −

= =
− − − −

На рис. 2 изображена кривая зависимости ( )0 0Q Q α= , построенная по ука-
занным формулам (в работе [17] эта зависимость определялась численно). Об-
ласть, заключенная между отрезками осей 0 0Q = , 0α =  и кривой ( )0 0Q Q α= ,
соответствует случаю отсутствия гидродинамической связи между источником
и стоком (см. рис. 1, с).
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Рис. 2. Зависимость характерного расхода стока 0Q  от угла α  при взаимодействии
потока с системой источник-сток

Рис. 3. Зависимости концентрации ( ),C C Q α=  загрязнителя в жидкости, извлекаемой
на поверхность через сток. Кривым 1–16 соответствуют значения угла / 2 / 20kα π π= −
( 1k = –13), arcsin 2 /π− , 9 / 2π− , / 2π−

Концентрация попадающего в сток загрязнителя может быть определена
как доля загрязненной жидкости в общем расходе стока, равном 2 Qπ . Эта доля

( ),C C Q α=  определяется по разности значений функций тока на линиях тока,
проходящих через точки 1N  и 2N  нулевой скорости (см. рис. 1, a, b). Для каж-
дого фиксированного значения угла α  концентрация ( ),C Q α  при 00 Q Q< < ,
где 0Q  – характерное значение расхода, равна единице (при этом потоки от
источника и к стоку гидродинамически не связаны). При 0Q Q<  величина кон-
центрации с ростом Q  убывает, стремясь к нулю. На рис. 3 изображены кри-
вые ( ),C C Q α=  для фиксированных значений α . В соответствии с поведени-

ем функции ( )0 0Q Q α= (см. рис. 2) при угле ( )arcsin 2 /α π= −  величина 0Q
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достигает максимума 0 2 /Q π=  и при стремлении α  к / 2π−  убывает до зна-
чения 0 0.5Q = . Это отражается на виде кривых 14–16 рис. 3.

Полученные результаты дают возможность по заданному расходу (дебиту)
скважины определить концентрацию загрязнителя в жидкости, извлекаемой
через эксплуатационную скважину на поверхность с целью ее очистки и закач-
ки в пласт через нагнетательную скважину.

2. Батарея источников в потоке.

Рассмотрим взаимодействие загрязненного потока с батареей источников
одинакового расхода, расположенных на прямой поперек направления потока
на равных расстояниях один от другого. Эта задача привлекала внимание ис-
следователей, но решения для произвольного числа n  источников не получила.
Достаточно полно изучены лишь случаи 2,  3,  4,  5.n =

При n > 5 возможны три и более прорыва загрязненного потока между ис-
точниками, и представляет интерес выяснить, где и в какой последовательно-
сти при уменьшении безразмерного расхода источника возникают такие про-
рывы. Течения при четном и нечетном числе источников имеют свои особен-
ности и потому рассматриваются отдельно.

Пусть в загрязненном потоке на прямой 0x =  симметрично прямой 0y =
на равных расстояниях l  один от другого расположены n  источников одина-
кового расхода q . Ниже учитывается симметрия течения относительно оси x  и
вводятся безразмерные величины ( ) / 2Q q vlπ= , ( ) ( )( ) /w z i W Z vlϕ ψ= + = ,

( )/ ,  vlψ = Ψ  /z Z l=  при нечетном числе источников и ( ) ( )( ) 2 /w z W Z vl= ,

( )2 / vlψ = Ψ , 2 /z Z l=  при их четном числе.
При четном числе источников 2n m= , 1,  2,m = …  комплексный потенциал

течения записывается следующим образом:

( ) ( )22

1
2 ln 2 1

m

j
w z z Q z j

=

⎡ ⎤= − − + −⎣ ⎦∑ , (1)

а уравнение для определения координат точек нулевой скорости jN  имеет вид

( )
( )22

1

1, 1 4 0.
2 1

m

j
f z Q Qz

z j=
= + =

+ −
∑ (2)

Отсюда находятся корни уравнения jz , соответствующие точкам jN . При дос-

таточно большом значении Q  точки 1N  и 2N  располагаются на оси x , осталь-
ные точки jN  – попарно симметрично относительно оси x , и существует еди-
ный гидродинамический барьер Γ  для загрязненного потока.

Пусть далее jQ  – критические значения безразмерного расхода, при кото-
рых происходят прорывы барьера потоком между источниками, причем

1 2 mQ Q Q> > >… . Значение 1Q , соответствующее первому прорыву, находится
из условия слияния двух действительных корней 1 1z x=  и 2 2z x=  уравнения (2).
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Согласно (1) функцию тока ψ можно представить в виде

( )2 arctg ,my Q x y kψ ρ π⎡ ⎤= − − ±⎣ ⎦ , (3)

где

( )
1

0 22 2
1

2, 0, , 0,1.
1 2 1

j j
j j

j j

r xyr k
r x y j

ρ
ρ ρ

ρ
−

−

+
= = = =

− − + −
(4)

Уравнение границы Γ  при 1Q Q≥  имеет вид 2m Qψ π= − . Из него и формул
(3), (4) следует алгебраическое уравнение степени 2m  относительно x  при за-
данных значениях y  и Q , описывающее границу Γ :

( ), tg , 0 2 .
2m
yx y y m Q
Q

ρ π= − < < (5)

Дальнейший анализ течения проиллюстрируем на случае 3m =  (см.
рис. 4).

Вычисления показывают, что при 1 0.383Q Q= =  точки нулевой скорости,
располагающиеся в верхней полуплоскости 0y > , находятся внутри границы Γ
(см. рис. 4, b). При 2 1Q Q Q≤ <  возникает струйка загрязненной жидкости,
примыкающая к оси x , точка 2N ( )2 2,x y  располагается в области 0y >  на гра-
нице Γ , координаты которой удовлетворяют уравнению

( ) 2
3 , tg .

2
yx y

Q
ψρ += − (6)

Здесь ( )2 2 2 2, ,x y Qψ ψ= , при этом область изменения координаты y  определя-
ется автоматически из условия существования действительных корней уравне-
ния (6).

Где будет осуществляться второй прорыв барьера, – между первым и вто-
рым либо между вторым и третьим источниками, – заранее неизвестно. При
прорыве между первым и вторым источниками на границу Γ  должна выйти
точка 3N  и, следовательно, должен существовать действительный корень сис-
темы уравнений

( ) ( ) ( )3 2 2 2 2
3 2 3 3 3 2

2

, ,
, 0, , , tg .

2
y x y Q

f z Q x y Q
Q

ψ
ρ

+
= = −

Расчет показывает, что такой корень 2 0.351Q =  существует. Положение
границы Γ  при 2Q Q=  находится в соответствии с уравнением (6). При

3 2Q Q Q≤ <  возникает вторая струйка загрязненной жидкости, прорывающая
барьер (см. рис. 4c), граница Γ  разделяется на две: 1Γ  и 2Γ . Кривая 1Γ  строит-
ся по уравнению (6), кривая 2Γ  – по уравнению

( ) 3
3 , tg

2
yx y

Q
ψρ +

= − , (7)
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причем соответствующий диапазон изменения ординаты y  определяется авто-
матически.

При выходе точки 4N  на кривую 2Γ  (см. рис. 4) справедлива система
уравнений

( ) ( ) ( )4 3 3 3 3
4 3 3 4 4 3

3

, ,
, 0, , , tg .

2
y x y Q

f z Q x y Q
Q

ψ
ρ

+
= = −

Отсюда находится значение 3 0.346Q = . При 3Q Q<  возникает третья струйка
загрязненной жидкости (см. рис. 4). Границами незагрязненной жидкости слу-
жат кривые 1Γ , 2Γ  и 3Γ , причем граница 3Γ  строится по уравнению

( ) 4
3 , tg .

2
yx y

Q
ψρ += − (8)

На рис. 5 изображены построенные по формулам (5)–(8) границы гидроди-
намических барьеров для загрязненной жидкости при различных значениях
величины Q , в частности, при ( )1,  2,  3jQ Q j= = .

Описанный выше подход к определению критических расходов источников
при 6n =  может быть аналогичным образом применен и к общему случаю

2n m= . При этом число теоретически возможных вариантов реализации про-
рывов загрязненной жидкости между источниками возрастает.

Вместе с тем расчеты показывают, что при 4m = , 8n =  первый, второй,
третий и четвертый прорывы соответственно осуществляются сначала вдоль
оси x , затем между первым и вторым, вторым и третьим, третьим и четвертым
источниками, а критические расходы таковы: 1 0.368Q = , 2 0.344Q = , 3Q =

4 0.339Q= = . Таким образом, прослеживается тенденция последовательного
осуществления прорывов от середины батареи источников к ее периферии, при
этом соответствующие величины критических расходов постепенно сближаются.

Батарее из n  источников можно поставить в соответствие галерею той же
длины с тем же суммарным расходом, равномерно распределенным по галерее.
В работе [9] показано, что при этом критический расход источника в батарее,
когда число источников неограниченно растет, стремится к величине 1Q π= .
Приведенные выше величины критических расходов источников при 8n =  уже
довольно близки к этому значению.

В случае нечетного числа источников в отличие от предыдущего случая
первый прорыв барьера, когда 1Q Q= , происходит между первым и вторым
источниками. В остальном анализ течения от приведенного выше принципи-
ально не отличается. Расчет для 7n =  и 9n =  подтверждает предположение о
том, что при последовательном уменьшении расхода Q  реализуется такой
«сценарий» возникновения каждого очередного прорыва исходного барьера,
при котором сначала появляется прорыв между первым и вторым источниками,
далее – между вторым и третьим, третьим и четвертым и т. д.
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Рис. 4. Схема течения в случае шести источников

Рис. 5. Границы для потока в случае батареи шести источников. Кривые 1–5 соответст-
вуют значениям параметра Q = 0.5, 1Q = 0.383, 2Q = 0.351, 3Q = 0.346, 0.3
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Рис. 6. Границы для потока в случае батареи семи источников: кривые 1–4 соответст-
вуют значениям Q = 0.39, 1Q = 0.357, 2 3Q Q= = 0.343, 0.15

На рис. 6 показаны границы барьеров для случая 7n =  при различных зна-
чениях Q , в частности при 1 0.357Q = , 2 3 0.343Q Q= = . Для случая 9n =  рас-
чет дает значения критических расходов 1 0.349Q = , 2 3 4 0.338Q Q Q= = = . Как и
в случае четного числа источников, величины критических расходов с ростом
n  сближаются, стремясь к значению 1/Q π= .

Таким образом, анализ течений, возникающих при взаимодействии загряз-
ненного потока и прямолинейной батареи источников (нагнетательных сква-
жин), показывает, что при росте числа источников в батарее и последователь-
ном уменьшении расхода источника ниже критической величины 1Q  эффек-
тивность гидродинамических барьеров, создаваемых такой батареей, резко
снижается из-за появления множественных прорывов барьера загрязненным
потоком.

Заключение

Исследовано взаимодействие потока загрязненной жидкости с откачиваю-
щей и нагнетательной скважинами при их произвольном расположении в пото-
ке. Определена концентрация загрязнителя в откачивающей скважине при ре-
циркуляции жидкости из одной скважины в другую и очистке жидкости на по-
верхности земли.
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Проанализировано взаимодействие загрязненного потока с прямолинейной
батареей нагнетательных скважин. Показано, что эффективность защиты чис-
тых подземных вод путем создания гидродинамических барьеров на пути за-
грязненного потока резко снижается из-за появления множественных прорывов
барьера загрязненным потоком.

Summary

E.V. Skvortsov, D.T. Suyucheva. The Interaction of Contaminated Groundwater Flow
with Wells.

The interaction of contaminated groundwater flow with a pair of single extraction and
injection wells and with a perpendicular line of regularly spaced, equal wells (“regular barrier
line”) was studied. The capture zone border was calculated using the complex analyzes
method in the frame of potential flow scheme. The critical flow rates at which capture zone
gaps appear were found out. The consecution of capture zone gaps appearance was deter-
mined.

Key words: groundwater, contaminated flow, wells, regular barrier line.
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