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Аннотация. В статье получена версия почти наверное предельной теоремы для случайных
сумм мультииндексных случайных величин, принадлежащих области притяжения p-устой-
чивого закона.
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Abstract. In this paper we obtain an almost sure version of a limit theorem for random sums of
multiindex random variables that belong to the domain of attraction of a p-stable law.
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1. Введение

Предположим, что 0 < p ≤ 2. Далее символом d−−→ будем обозначать сходимость по
распределению, w−−→ — слабую сходимость мер, µζ — распределение случайной величи-
ны ζ, R — множество вещественных чисел и R+ — действительную полупрямую [0,∞),
Rd

+ = (R+)d, N — множество натуральных чисел, N = N ∪ {0}. Будем предполагать, что∑
i∈∅

ai = 0 и
∏
i∈∅

ai = 1.

Пусть ζn, n ∈ N, — последовательность случайных величин, определенных на вероят-
ностном пространстве (Ω,A,P). Рассмотрим меры

Qn(ω) = Qn((ζn))(ω) =
1

log n

n∑
k=1

1
k

δζk(ω),

где ω ∈ Ω, n ∈ N и δx — мера единичной массы, сосредоточенной в точке x.
Классические предельные теоремы имеют дело со сходимостью по распределению слу-

чайных величин: ζn
d−−→ ζ при n → ∞. Во многих случаях сходимость ζn

d−−→ ζ при n → ∞
влечет слабую сходимость мер Qn(ω) w−−→ µζ (при n → ∞) для почти всех ω ∈ Ω. Такие
предельные теоремы называются версиями почти наверное обычных предельных теорем.
Впервые версии почти наверное предельных теорем появились в статьях G.Brosamler [1] и
P. Schatte [2], где была получена версия почти наверное центральной предельной теоремы.
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Впоследствии I. Berkes в [3] и И.А.Ибрагимов в [4] обобщили эти результаты на норми-
рованные суммы одинаково распределенных случайных величин, принадлежащих области
притяжения p-устойчивого закона. В [5] I. Berkes и E.Csáki показали, что каждая слабая
предельная теорема для случайных величин, удовлетворяющих некоторому условию, имеет
почти наверное версию. В работе I. Fazekas и Z.Rychlik [6] получены условия, обеспечива-
ющие версию почти наверное мультииндексной предельной теоремы.
В данной статье предполагаем, что случайные величины ξi, ξ, определенные на вероят-

ностном пространстве (Ω,A,P), независимы, одинаково распределены и принадлежат об-
ласти притяжения p-устойчивого закона, т. е. для некоторой числовой последовательности
Bn такой, что Bn −→ ∞ при n → ∞, имеет место сходимость

Sn
d−−→ γp, n → ∞, (1)

где Sn = 1
Bn

n∑
i=1

(ξi − αn), αn = Eξ · I∣∣ ξ
Bn

∣∣<1
и γp — невырожденная случайная величина

(p-устойчивая случайная величина).
Рассмотрим последовательность двумерных случайных векторов Vn = (Sn, Wn), n ∈

N, где Wn = 1
B2

n

n∑
i=1

(ξi − αn)2. Cледующая теорема является частным случаем теоремы

В.М.Круглова и Г.Н.Петровской [7].

Теорема A. Пусть Sn
d−−→ γp при n → ∞, где γp является p-устойчивой случайной

величиной с характеристической функцией

f(t) = exp
{∫ 0

−∞

(
eitx − 1 − it

x

1 + x2

)
d

(
c1

|x|p
)

+
∫ ∞

0

(
eitx − 1 − it

x

1 + x2

)
d

(
− c2

xp

)}
,

t ∈ R, где c1, c2 ≥ 0, c1 + c2 > 0.
Тогда распределения случайных векторов (Sn, Wn), n ∈ N, слабо сходятся к распределе-

нию с характеристической функцией

f(s, t) = exp
{ ∫ 0

−∞

(
eisx+itx2 − 1 − is

x

1 + x2

)
d

(
c1

|x|p
)

+

+
∫ ∞

0

(
eisx+itx2 − 1 − is

x

1 + x2

)
d

(
− c2

xp

)}
, s, t ∈ R. (2)

Рассмотрим суммы независимых случайных величин со случайным индексом суммиро-
вания

Sν
n =

1
Bn

νn∑
i=1

(ξi − αn) =
1

Bn

∞∑
i=1

( i∑
k=1

(ξk − αn)
)
· I{νn=i},

где νn, n ∈ N, — последовательность неотрицательных целочисленных случайных величин,
определенных на вероятностном пространстве (Ω,A, P ).
А. Реньи [8] исследовал сходимость по распределению последовательности Sν

n (см. также
[9], с. 52, теорема 2.2.1).
Целью данной работы является доказательство аналога теоремы А для случайных сумм

мультииндексных последовательностей независимых случайных величин, принадлежащих
области притяжения p-устойчивого закона, получение версии почти наверное этого резуль-
тата, а также версии почти наверное мультииндексной предельной теоремы для статистики
Стьюдента.



88 А.Н.ЧУПРУНОВ, Л.П.ТЕРЕХОВА

Заметим, что полученные в статье результаты являются новыми также и для случайных
сумм обыкновенных (не мультииндексных) случайных величин.

2. Основные результаты

Здесь и далее k = (k1, . . . , kd), n = (n1, . . . , nd), 0 = (0, . . . , 0), 1 = (1, . . . , 1) ∈ Nd.
Отношения ≤, +, → ∞, min, max определяются покоординатно. Например, выражение
n → ∞ означает, что ni → ∞ для каждого i = 1, . . . , d. Обозначим n

k =
(

n1
k1

, . . . , nd
kd

)
,

Mn = (Mn1, . . . , Mnd), где M — константа.

Пусть log+ x = log x, если x ≥ e, и log+ x = 1, если x < e. Пусть |n| =
d∏

i=1
ni и | log n| =

d∏
i=1

log+ ni, n ∈ Nd.

Пусть ζn, n ∈ Nd, — последовательность случайных величин, определенных на вероят-
ностном пространстве (Ω,A,P). Рассмотрим меры

Qn(ω) = Qn((ζn))(ω) =
1

| log n|
∑
k≤n

1
|k| δζk(ω).

Версия почти наверное мультииндексной предельной теоремы имеет вид

Qn((ζn))(ω) w−−→ µζ при n → ∞
для почти всех ω ∈ Ω.
Рассмотрим мультииндексную последовательность независимых одинаково распределен-

ных случайных величин ξk, k ∈ Nd, принадлежащих области притяжения p-устойчивого
закона. Пусть ξk имеет такое же распределение, как и случайная величина ξ.
Теорема A остается справедливой для случая мультииндексных последовательностей

Vn = (Sn, Wn), n ∈ Nd, где

Sn =
1

B|n|

∑
i≤n

(ξi − α|n|), Wn =
1

B2
|n|

∑
i≤n

(ξi − α|n|)2.

Пусть νn = (ν1n, ν2n, . . . , νdn), где ν1n, ν2n, . . . , νdn : Ω −→ N, — мультииндексная после-
довательность неотрицательных целочисленных случайных векторов. Рассмотрим мульти-
индексную последовательность двумерных случайных векторов V ν

n = (Sν
n, W ν

n), n ∈ Nd,
где

Sν
n =

1
B|n|

∑
i≤νn

(ξi − α|n|), W ν
n =

1
B2

|n|

∑
i≤νn

(ξi − α|n|)2.

Обозначим через τn и τ распределения случайных векторов
(

ν1n
n1

, ν2n
n2

, ..., νdn
nd

)
и (ν1, ν2, ..., νd)

соответственно.
Справедливо следующее обобщение теоремы A на случай мультииндексных последова-

тельностей.

Теорема 1. Предположим, что τn
d−−→ τ при n → ∞, n ∈ Nd, Sn

d−−→ γp при n → ∞, где
γp — p-устойчивая случайная величина. Пусть семейства {νn} и {ξn} независимы.
Тогда V ν

n
d−−→ V ν при n → ∞, где V ν — случайный вектор с характеристической функ-

цией

fν(s, t) =
∫ ∞

Rd
+

f |u|(s, t)dτ(u), s, t ∈ R, (3)
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и f(s, t) определяется формулой (2).

Приведем версию почти наверное теоремы 1.

Теорема 2. Пусть Sn
d−−→ γp при n → ∞, где γp — p-устойчивая случайная величина.

Предположим, что νn — независимые случайные векторы, семейства {νn} и {ξn} незави-
симы, i = 1, d, и τn

d−−→ τ при n → ∞.
Тогда для почти всех ω ∈ Ω имеет место сходимость

Qn((V ν
n ))(ω) w−−→ µV ν при n → ∞.

Переходя к проекциям случайного вектора V v
n на каждую координату, из теоремы 2

получаем

Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 2.
(a) Пусть Qn(ω) = Qn((Sν

n))(ω). Тогда

Qn(ω) w−−→ µV1 при n → ∞ для почти всех ω ∈ Ω.

(b) Пусть Qn(ω) = Qn((W ν
n))(ω). Тогда

Qn(ω) w−−→ µV2 при n → ∞ для почти всех ω ∈ Ω.

Здесь V1 и V2 — координаты случайного вектора V ν из теоремы 2, распределения которых
определяются проекциями характеристической функции (3) на первую и вторую координа-
ты соответственно, т. е. характеристическими функциями f(s, 0) и f(0, t).

Следующим результатом является версия почти наверное мультииндексной предельной
теоремы для статистики Стьюдента.
Пусть функция h : R × R+ −→ R определяется следующим образом: h(x, y) = x/

√
y,

если y �= 0, и h(x, y) = 0, если y = 0. Рассмотрим последовательность случайных самонор-
мированных сумм T ν

n = h(Sν
n, W ν

n).

Теорема 3. Пусть P{ω : ν(ω) = 0} = 0. Тогда при выполнении условий теоремы 2 для
почти всех ω ∈ Ω имеем

Qn((T ν
n ))(ω) w−−→ µT ν при n → ∞,

где µT ν — образ меры µV ν при отображении h.

3. Доказательства

Доказательство теоремы 1. Пусть (s, t) ∈ R2 и ϕn(s, t) — характеристическая функция
случайного вектора

( ξ−α|n|
B|n|

,
(ξ−α|n|)2

B2
|n|

)
. Заметим, что характеристическая функция вектора

Vn имеет вид

fn(s, t) = EeisSn+itWn =
∏

0≤i≤n

Ee

is
B|n|

(ξi−α|n|)+ it

B2
|n|

(ξi−α|n|)2

= ϕ
|n|
n (s, t).

Поэтому

fν
n(s, t) = EeisSν

n+itW ν
n =

=
∑
k≤∞

∏
0≤i≤k

Ee

is
B|n|

(ξi−α|n|)+ it

B2
|n|

(ξi−α|n|)2 · P{ν1n = k1, ν2n = k2, . . . , νdn = kd} =
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=
∫
Rd

+

ϕ
|u|·|n|
n (s, t) dτn(u) =

∫
Rd

+

f
|u|
n (s, t) dτn(u).

Из условия τn
d−−→ τ при n → ∞ следует

lim
n→∞

∣∣∣∣
∫
Rd

+

f
|u|
l (s, t) dτn(u) −

∫
Rd

+

f
|u|
l (s, t) dτ(u)

∣∣∣∣ −→ 0

для любого l ∈ Nd.
Так как τn

d−−→ τ при n → ∞, то семейство τn плотно, и можно выбрать 0 < θ < ∞ такое,
что ∫

u>θ
dτn(u) < ε/6

для любого n ∈ Nd, где θ = (θ, . . . , θ).
Так как f

|u|
n (s, t) → f |u|(s, t) при n → ∞, то существует такое n1 ∈ Nd, что для любого

n > n1

max
0≤u≤θ

∣∣f |u|
n (s, t) − f |u|(s, t)

∣∣ < ε/3, s, t ∈ R.

Тогда для любого n > n1∫
0≤u≤θ

∣∣f |u|
n (s, t) − f |u|(s, t)

∣∣dτn(u) < ε/3.

Так как τn
d−−→ τ при n → ∞, то существует n2 ∈ Nd такое, что для любого n > n2∣∣∣∣

∫
Rd

+

f |u|(s, t) dτn(u) −
∫
Rd

+

f |u|(s, t) dτ(u)
∣∣∣∣ < ε/3.

Обозначим n0 = max(n1,n2). Тогда для любого n > n0∣∣∣∣
∫
Rd

+

f
|u|
n (s, t) dτn(u) −

∫
Rd

+

f |u|(s, t) dτ(u)
∣∣∣∣ ≤

≤
∫
Rd

+

∣∣f |u|
n (s, t) − f |u|(s, t)

∣∣ dτn(u) +
∣∣∣∣
∫
Rd

+

f |u|(s, t) dτn(u) −
∫
Rd

+

f |u|(s, t) dτ(u)
∣∣∣∣ ≤

≤
∫

0≤u≤θ

∣∣f |u|
n (s, t) − f |u|(s, t)

∣∣ dτn(u) + 2
∫

u>θ
dτn(u)+

+
∣∣∣∣
∫
Rd

+

f |u|(s, t) dτn(u) −
∫
Rd

+

f |u|(s, t) dτ(u)
∣∣∣∣ < ε. �

Доказательство теоремы 2. Пусть M > 0. Сначала докажем теорему 2 при дополнитель-
ном предположении ν1n

n1
≤ M , ν2n

n2
≤ M, . . . , νdn

nd
≤ M . Тогда V ν

n = V ν,M
n = (Sν

n, W ν
n) имеет

следующие координаты:

Sν
n =

1
B|n|

∑
0≤k≤∞

∑
0≤i≤k

(ξi − α|n|) · I{νn=k} =
1

B|n|

∑
0≤k≤Mn

∑
0≤i≤k

(ξi − α|n|) · I{νn=k},

W ν
n =

1
B2

|n|

∑
0≤k≤∞

∑
0≤i≤k

(ξi − α|n|)2 · I{νn=k} =
1

B2
|n|

∑
0≤k≤Mn

∑
0≤i≤k

(ξi − α|n|)2 · I{νn=k}.

Обозначим через V ν,M = (γν,M,1
p , γν,M,2

p ) предельный вектор для V ν,M
n .
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Рассмотрим случайные векторы (Sν
ln, W ν

ln), l < n, l,n ∈ Nd, где

Sν
ln =

1
B|n|

∑
0≤i≤νn·I{νn>Ml}

(ξi − α|n|) =
1

B|n|

∑
M l+1≤k≤Mn

∑
0≤i≤k

(ξi − α|n|) · I{νn=k},

W ν
ln =

1
B2

|n|

∑
0≤i≤νn·I{νn>Ml}

(ξi − α|n|)2 =
1

B2
|n|

∑
M l+1≤k≤Mn

∑
0≤i≤k

(ξi − α|n|)2 · I{νn=k}.

Заметим, что случайные величины Sν
ln и Sν

l , а также W ν
ln и W ν

l независимы. Возьмем слу-
чайные суммы

Sn(l) = Sν
n − Sν

ln =
1

B|n|

∑
0≤k≤M l

∑
0≤i≤k

(ξi − α|n|) · I{νn=k},

Wn(l) = W ν
n − W ν

ln =
1

B2
|n|

∑
0≤k≤M l

∑
0≤i≤k

(ξi − α|n|)2 · I{νn=k}.

Разобьем случайные величины ξi на сумму двух случайных величин: ξi = ξ′i + ξ′′i , где
ξ′i = ξi · I∣∣ ξi

B|n|

∣∣<1
и ξ′′i = ξi − ξ′i = ξi · I∣∣ ξi

B|n|

∣∣≥1
. Тогда

Sn(l) =
1

B|n|

∑
0≤k≤M l

∑
0≤i≤k

(ξ′i − α|n|) · I{νn=k} +
1

B|n|

∑
0≤k≤M l

∑
0≤i≤k

ξ′′i · I{νn=k} = S′
n(l) + S′′

n(l),

Wn(l) =
1

B2
|n|

∑
0≤k≤M l

∑
0≤i≤k

(ξ′i−α|n|)2 ·I{νn=k}+
1

B2
|n|

∑
0≤k≤M l

∑
0≤i≤k

(
(ξ′′i )2−2α|n|ξ′′i

)·I{νn=k} =

= W ′
n(l) + W ′′

n(l).

Будем рассматривать метрику ρ(x, y) =
√

(x−y)2

1+(x−y)2
, x, y ∈ R. Имеем

Eρ(Sν
n, Sν

ln) = E

√√√√ S2
n(l)

1 + S2
n(l)

≤

√√√√√E

(
S′

n(l) + S′′
n(l)

)2

1 +
(
S′

n(l) + S′′
n(l)

)2 ≤

≤
√

2

√√√√√E

(
S′

n(l)

)2

1 +
(
S′

n(l)

)2 + E

(
S′′

n(l)

)2

1 +
(
S′′

n(l)

)2 .

Оценим слагаемые в подкоренном выражении отдельно. Для этого приведем два полез-
ных неравенства ([10], c. 117). Существуют такие константы C1 и C2, что

sup
n

|n|E(ξ′i − α|n|)2

B2
|n|

= C1 < ∞ (4)

и

sup
n

|n|P (|ξi| > B|n|) ≤ C2 < ∞. (5)
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Пусть P (νn = k) = pnk. Тогда

E

(
S′

n(l)

)2

1 +
(
S′

n(l)

)2 =
∑

0≤k≤M l

E

(
1

B|n|

∑
0≤i≤k

(ξi − α|n|) · I{|ξi|<B|n|}
)2

1 +
(

1
B|n|

∑
0≤i≤k

(ξi − α|n|) · I{|ξi|<B|n|}
)2 pnk ≤

≤
∑

0≤k≤M l

|k|
B2

|n|
E

(
ξ · I{|ξ|<B|n|} − α|n|

)2
pnk =

=
∑

0≤k≤M l

|k|
|n|

(
|n|

E
(
ξ · I{|ξ|<B|n|} − α|n|

)2

B2
|n|

)
pnk ≤ C1M

d |l|
|n|

и

E

(
S′′

n(l)

)2

1 +
(
S′′

n(l)

)2 =
∑

0≤k≤M l

E

(
1

B|n|

∑
0≤i≤k

ξi · I{|ξi|>B|n|}
)2

1 +
(

1
B|n|

∑
0≤i≤k

ξi · I{|ξi|>B|n|}
)2 pnk ≤

≤
∑

0≤k≤M l

∑
0≤i≤k

P (|ξi| > B|n|) · pnk ≤

≤
∑

0≤k≤M l

|k|P (|ξ| > B|n|) pnk ≤ |n|P (|ξ| > B|n|)Md |l|
|n| ≤ C2M

d |l|
|n| .

Следовательно,

Eρ(Sν
n, Sν

ln) ≤
√

2

√
C1Md

|l|
|n| + C2Md

|l|
|n| = C

( |l|
|n|

)1/2

,

где C =
√

2Md(C1 + C2).
Для оценки Eρ(W ν

n , W ν
ln) используем неравенство (a+b)2

1+(a+b)2
≤ 2

(
a2

1+a2 + b2

1+b2

)
.

Получаем

Eρ(W ν
n , W ν

ln) ≤
√

2

√√√√E
(W ′

n(l))
2

1 + (W ′
n(l))

2
+ E

(W ′′
n(l))

2

1 + (W ′′
n(l))

2
. (6)

Для того чтобы оценить слагаемые в (6), воспользуемся неравенствами (4) и (5). Имеем

E
(W ′

n(l))
2

1 + (W ′
n(l))

2
=

∑
0≤k≤M l

E

(
1

B2
|n|

∑
0≤i≤k

(ξi − α|n|)2 · I{|ξi|<B|n|}
)2

1 +
(

1
B2

|n|

∑
0≤i≤k

(ξi − α|n|)2 · I{|ξi|<B|n|}
)2 pnk ≤

≤
∑

0≤k≤M l

E

(
1

B2
|n|

∑
0≤i≤k

(ξi − α|n|)2 · I{|ξi|<B|n|}

)
pnk =

=
∑

0≤k≤M l

|k|
|n|

(
|n|

E(ξ · I{|ξ|<B|n|} − α|n|)2

B2
|n|

)
· pnk ≤ C1M

d |l|
|n|
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и

E
(W ′′

n(l))
2

1 + (W ′′
n(l))

2
=

∑
0≤k≤M l

E

(
1

B2
n

∑
0≤i≤k

(ξ2
i − 2α|n|ξi) · I{|ξi|>B|n|}

)2

1 +
(

1
B2

n

∑
0≤i≤k

(ξ2
i − 2α|n|ξi) · I{|ξi|>B|n|}

)2 · pnk ≤

≤
∑

0≤k≤M l

∑
0≤i≤k

P (|ξi| > B|n|) · pnk ≤

≤
∑

0≤k≤M l

|k|P (|ξ| > B|n|) · pnk ≤ |n|P (|ξ| > B|n|) · Md |l|
|n| ≤ C2M

d |l|
|n| .

Поэтому

Eρ(W ν
n , W ν

ln) ≤
√

2

√
C1Md

|l|
|n| + C2Md

|l|
|n| = D

( |l|
|n|

)1/2

,

где D =
√

2Md(C1 + C2).
В двумерном случае в качестве метрики для векторов x = (x1, x2), y = (y1, y2) выберем

ρ(x, y) =
√

(x1−y1)2

1+(x1−y1)2
+

√
(x2−y2)2

1+(x2−y2)2
.

Тогда

Eρ
(
(Sν

n, W ν
n), (Sν

ln, W ν
ln)

) ≤ Eρ
(
(Sν

n, 0), (Sν
ln, 0)

)
+ Eρ

(
(0, W ν

n), (0, W ν
ln)

) ≤

≤ C

( |l|
|n|

)1/2

+ D

( |l|
|n|

)1/2

= K

( |l|
|n|

)1/2

,

где K = C + D.
Условия теоремы 2.1 (I. Fazekas, Z.Rychlik [6]) выполнены. Следовательно, для почти всех

ω ∈ Ω
1

| log n|
∑
k≤n

1
|k|δV ν,M

k (ω)

w−−→ µV ν,M при n → ∞.

Теперь обратимся к доказательству общего случая.
Пусть BL(R2) — пространство липшицевых ограниченных функций g : R2 → R с нормой

‖g‖BL = ‖g‖∞ + ‖g‖L < ∞, где ‖g‖∞ — супремум-норма, а

‖g‖L = sup
x �=y

|g(x) − g(y)|
ρ(x, y)

.

Пусть L ⊂ BL(R2) — счетное, всюду плотное множество. Далее предположим, что g ∈ L.
Так как для некоторых констант C, A < ∞ выполняются соотношения

|g(x) − g(y)| ≤ C|x − y|, x, y ∈ R2,

и
|g(x) − g(y)| ≤ 2 sup

x∈R2

g(x) = 2A,

то
|g(x) − g(y)| ≤ G min(|x − y|, 1), x, y ∈ R2,

где G ≥ max(2A, C). Будем считать, что G ≥ 1.
Рассмотрим последовательность Mm −→ ∞, m → ∞, такую, что Mm является точкой

непрерывности функции распределения случайного вектора ν для любого m ∈ N. Обозна-
чим Mm = (Mm, . . . , Mm), ν = (ν, . . . , ν).
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Покажем, что для почти всех ω ∈ Ω имеет место сходимость
1

| log n|
∑
k≤n

1
|k|I

{
νk
k

>Mm

}(ω) −→ P (ν > Mm)

при n → ∞, m ∈ N.
Обозначим pkm = P

(
νk
k > Mm

)
, k ∈ Nd, m ∈ N. Тогда

1
| log n|

∑
k≤n

1
|k|I

{
νk
k

>Mm

}(ω) =

=
(

1
| log n|

∑
k≤n

1
|k|

(
I{ νk

k
>Mm

}(ω) − pkm

))
+

1
| log n|

∑
k≤n

1
|k|pkm.

Пусть ηk = I{ νk
k

>Mm

}(ω)−pkm. Так как случайные величины ηk и ηl, k �= l, независимы,
то

Eηkηl = E
(
I{ νk

k
>Mm

}(ω) − pkm

)(
I{ νl

l
>Mm

}(ω) − plm

)
= 0 <

( |l|
|k|

)1/2

, l < k.

Таким образом, согласно мультииндексному закону больших чисел [6] получаем
1

| log n|
∑
k≤n

1
|k|ηk −→ 0 почти наверное при n → ∞.

Из сходимости νn
n

d−−→ ν при n → ∞ следует сходимость
1

| log n|
∑
k≤n

1
|k|pkm −→ P (ν > Mm)

для почти всех ω ∈ Ω при n → ∞.
Выберем Ω′ ∈ Ω такие, что

1) P (Ω′) = 1,
2) 1

| log n|
∑
k≤n

1
|k|g(V ν,Mm

k (ω)) −→ Eg(V ν,Mm) при n → ∞ для всех ω ∈ Ω′, m ∈ N,

3) 1
| log n|

∑
k≤n

1
|k|I

{
νk
k

>Mm

}(ω) −→ P (ν > Mm) при n → ∞ для всех ω ∈ Ω′, m ∈ N.

Пусть ω ∈ Ω, ε > 0. Рассмотрим∣∣∣∣ 1
| log n|

∑
k≤n

1
|k|g(V ν

k (ω)) − Eg(V ν)
∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣ 1
| log n|

∑
k≤n

1
|k|g(V ν,Mm

k (ω)) − Eg(V ν,Mm)
∣∣∣∣+

+
∣∣∣∣ 1
| log n|

∑
k≤n

1
|k|(g(V ν

k (ω)) − g(V ν,Mm

k (ω)))
∣∣∣∣ +

∣∣Eg(V ν,Mm) − Eg(V ν)
∣∣ = Σ1 + Σ2 + Σ3. (7)

В соответствии с условием 2) существует номер n1 такой, что

Σ1 =
∣∣∣∣ 1
| log n|

∑
k≤n

1
|k|g(V ν,Mm

k (ω)) − Eg(V ν,Mm)
∣∣∣∣ < ε/3

для всех n > n1.
Оценим вторую сумму в выражении (7). Имеем
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Σ2 =
∣∣∣∣ 1
| log n|

∑
k≤n

1
|k|

(
g(V ν

k (ω)) − g(V ν,Mm

k (ω))
)∣∣∣∣ ≤

≤ 1
| log n|

∑
k≤n

1
|k| G min

(|V ν
k (ω) − V ν,Mm

k (ω)|, 1) ≤ 1
| log n|

∑
k≤n

1
|k| GI{ νk

k
>Mm

}(ω).

Используя условие 3), получаем

lim
n→∞Σ2 ≤ GP (ν > Mm). (8)

В силу (8) найдется m ∈ N такой, что

P (ν > Mm) < ε/3G.

Cуществует n2 ∈ Nd такой, что
1

| log n|
∑
k≤n

1
|k|I

{
νk
k

>Mm

} < ε/3

для любого n > n2.
Так как V ν,Mm

d−−→ V ν при Mm → ∞, то существует такой n3, что

Σ3 = |Eg(V ν,Mm) − Eg(V ν)| < ε/3

для всех n > n3.
Пусть n0 = max(n1,n2,n3). Тогда∣∣∣∣ 1

| log n|
∑
k≤n

1
|k|g(V ν

k (ω)) − Eg(V ν)
∣∣∣∣ < ε

при n > n0. �
Доказательство следствия теоремы 2. Пусть g : R −→ R — ограниченная непрерывная
функция.
Заметим, что Sν

n является проекцией случайного вектора V ν
n на первую координату, а

W ν
n — на вторую координату. Тогда для почти всех ω ∈ Ω сходимость Qn((V ν

n ))(ω) w−−→ µV ν

при n → ∞ влечет сходимость

lim
n→∞

∫
g(x) dQn(Sν

n)(ω)(x) = Eg(V1),

а также сходимость

lim
n→∞

∫
g(x) dQn(W ν

n)(ω)(x) = Eg(V2). �

Доказательство теоремы 3. Пусть D = {(x, y) ∈ R × R+, y = 0}. Из условия P{ω :
ν(ω) = 0} = 0 следует, что мера множества точек разрыва функции h(x, y) равна нулю (т. е.
P (ν ∈ D) = 0). Тогда по теореме 5.1 ([11], c. 49) имеем

lim
n→∞

∫
g(x) dQn(T ν

n )(ω)(x) = lim
n→∞

∫
g(x) dQn(h(V ν

n ))(ω)(x) =

= lim
n→∞

∫
g(h(z)) dQn(V ν

n )(ω)(z) = Eg(h(V ν)) = Eg(T ν). �
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[8] RényiA. On the theory of order statistics // Acts Math. Acad. Sci. Hung. – 1953. – V. 4. – P. 191–231.
[9] Круглов В.М., Королев В.Ю. Предельные теоремы для случайных сумм. – М.: Изд-во Моск. ун-та,
1990. – 269 с.

[10] Гнеденко Б.В., Колмогоров А.Н. Предельные распределения для сумм независимых случайных величин.
– М.–Л.: ГИТТЛ, 1949. – 264 с.

[11] Биллингсли П. Сходимость вероятностных мер. – М.: Наука, 1977. – 352 с.

А.Н.Чупрунов

ведущий научный сотрудник,
НИИ математики и механики им. Н.Г.Чеботарева,
Казанский государственный университет,
420008, г.Казань, ул. профессора Нужина, д. 1/37,

e-mail: achuprunov@mail.ru

Л.П.Терехова
аспирант, НИИ математики и механики им. Н.Г.Чеботарева,
Казанский государственный университет,
420008, г.Казань, ул. профессора Нужина, д. 1/37,

e-mail: t-lidia@yandex.ru

A.N.Chuprunov
Leading Researcher,
Chebotarev Research Institute of Mathematics and Mechanics,
Kazan State University,
1/37 Professor Nuzhin str., Kazan, 420008 Russia,

e-mail: achuprunov@mail.ru

L.P.Terekhova
Postgraduate, Chebotarev Research Institute of Mathematics and Mechanics,
Kazan State University,
1/37 Professor Nuzhin str., Kazan, 420008 Russia,

e-mail: t-lidia@yandex.ru



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


