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Аннотация

Настоящая работа посвящена построению одного класса функционалов области в евк-
лидовом пространстве и доказательству для них неравенства типа Брунна –Минковского.
При построении функционалов области используется точка минимума функции многих
переменных, связанной с функционалами, доказательство существования которой явля-
ется существенным моментом предложенных исследований. Приведены частные случаи
функционалов, когда точку минимума удается найти в явном виде. Полученное в работе
неравенство Брунна –Минковского обобщает соответствующее неравенство для моментов
относительно центра масс и гиперплоскостей, доказанное Х. Хадвигером, на случай сте-
пенных моментов. Следует отметить, что точка минимума функционала в общем случае
не совпадает с центром масс; совпадение имеет место только в частных случаях, что
подтверждено в работе конкретными примерами.

Ключевые слова: неравенство Брунна –Минковского, неравенство Прекопа –Лайнд-
лера, вогнутый функционал, выпуклая область

Введение

Классическое неравенство Брунна –Минковского позволяет сравнить меры Ле-
бега областей, а именно справедливо неравенство

|Ω0 + Ω1|1/n ≥ |Ω0|1/n + |Ω1|1/n, (1)

где |Ω| – мера множества Ω , Ω0, Ω1 – выпуклые тела в Rn , Ω0 + Ω1 := {z0 +
+ z1 ∈ Rn : z0 ∈ Ω0, z1 ∈ Ω1} – векторная сумма (сумма Минковского). В 1887 г.
неравенство (1) было получено Брунном в случае n = 3 . В 1910 г. Минковский ука-
зал Брунну на ошибку в доказательстве, которую тот исправил, а также придумал
свое доказательство. И Брунн, и Минковский показали, что равенство достигается
тогда и только тогда, когда Ω0 и Ω1 являются равными с точностью до переноса
и расширения.

Долгое время считалось, что неравенство Брунна –Минковского относится
только к геометрии, где его значение широко известно. Но в середине XX века
Л.А. Люстерник [1] доказал, что неравенство (1) верно для произвольных огра-
ниченных измеримых множеств Ω0 и Ω1 . Неравенство (1) при произвольных Ω0

и Ω1 принято называть общим неравенством Брунна –Минковского. C тех пор
неравенство начало свой путь в область анализа. В 1956 г. Х. Хадвигер [2] дока-
зал неравенство типа Брунна –Минковского для двух моментов выпуклой области,
а именно для момента относительно центра масс и для момента относительно ги-
перплоскости. В 1971–1972 гг. А. Прекопа [3] и Л. Лайндлер [4] доказали следую-
щую функциональную версию неравенства Брунна –Минковского.
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Теорема 1. Путь 0 < t < 1 , f0, f1, h – неотрицательные интегрируемые
функции в Rn, удовлетворяющие условию

h((1− t)x + ty) ≥ f0(x)1−tf1(y)t (2)

для всех x, y ∈ Rn. Тогда

∫

Rn

h(x)dx ≥



∫

Rn

f0(x) dx




1−t 


∫

Rn

f1(x) dx




t

.

Последние 30–40 лет тематика, связанная с неравенством Брунна –Минков-
ского, стремительно развивается. Неравенство широко используется в геометриче-
ском анализе, математической физике и теории вероятностей. Усиления теоремы 1
и ряд новых результатов можно найти в статьях [5, 6]. Литература по неравен-
ствам типа Брунна –Минковского и основные результаты, появившиеся до 2006 г.,
содержатся в обзорных статьях [7, 8]. В 2010 г. Г. Кэди [9] доказал неравенство
типа Брунна –Минковского для функционала, введенного Ф.Г. Авхадиевым [10].
Развитие результата Г. Кэди, а также неравенства для новых типов функциона-
лов были получены в работе [11]. Отметим также ряд статей [12–14], появившихся
в последние годы

Приведем формулировку результата Х. Хадвигера [2].
Пусть Ω – ограниченная выпуклая область в Rn . Через s обозначим центр

масс области Ω . Определим функционал

I(Ω) =
∫

Ω

|s, p|2 dp, p ∈ Ω,

где |s, p| – расстояние от точки s до p .

Теорема 2. Пусть Ω0, Ω1 – ограниченные выпуклые области в Rn . Тогда
функционал I(Ωt)1/(n+2) вогнут по t :

I(Ωt)1/(n+2) ≥ (1− t)I(Ω0)1/(n+2) + tI(Ω1)1/(n+2), (3)

где Ωt = {(1− t)p0 + tp1|p0 ∈ Ω0, p1 ∈ Ω1}, 0 ≤ t ≤ 1.

Целью настоящей работы является обобщение неравенства (3).

1. Основной результат

Пусть Ω – ограниченная область в Rn . Определим функционал

I(k, Ω)=
∫

Ω

(
α1|x1 − s1|k + α2|x2 − s2|k + · · ·+ αn|xn − sn|k

)
dx, k ∈ (1, +∞), (4)

где s1, s2, . . . , sn – координаты точки минимума функции

I(y)=
∫

Ω

(
α1|x1 − y1|k + α2|x2 − y2|k + · · ·+ αn|xn − yn|k

)
dx, dx = dx1dx2 · · · dxn

переменных y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn , где x1, x2, . . . , xn – декартовы координаты
точки x ∈ Ω , k ∈ (1, +∞) , αi > 0, i = 1, 2, . . . , n, – произвольные действительные
числа.

Основным результатом настоящей статьи является следующая
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Теорема 3. Пусть Ω0, Ω1 – ограниченные области в Rn , представимые в виде
объединения конечного числа выпуклых областей. Тогда функционал I(k, Ω)1/(k+n)

вогнут:
I(k, Ωt)1/(k+n) ≥ (1− t)I(k, Ω0)1/(k+n) + tI(k, Ω1)1/(k+n), (5)

где Ωt = {(1− t)z0 + tz1 | z0 ∈ Ω0, z1 ∈ Ω1}, 0 ≤ t ≤ 1, k ∈ (1,+∞).

Отметим, что метод, разработанный Г. Кэди в [9], не подходит для получения
неравенства (5), но используется нами при получении вспомогательных результа-
тов, а именно лемм 4 и 5.

2. Построение функционала

Данный раздел посвящен доказательству существования точки минимума
функции I(y) .

Пусть Ω – ограниченная выпуклая область точек x = (x1, x2, . . . , xn) простран-
ства Rn . Через Ωj обозначим проекцию области Ω на гиперплоскость xj = 0 .
Условие выпуклости области Ω равносильно тому, что существуют непрерыв-
ные на Ωj функции ϕj(xj), ψj(xj), xj = (x1, x2, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn) ∈ Ωj , что
область Ω состоит из точек x , для которых xj ∈ Ωj , ϕj(xj) ≤ xj ≤ ψj(xj) : Ω =
= {x ∈ Rn |xj ∈ Ωj , ϕj(xj) ≤ xj ≤ ψj(xj), j = 1, 2, . . . , n} .

Обозначим

Ij(yj) = αj

∫

Ω

|xj − yj |k dx = αj

∫

Ω

[
(xj − yj)2

]k/2
dx, j = 1, 2, . . . , n. (6)

Тогда I(y) =
n∑

j=1

Ij(yj). Заметим, что

∂I(y)
∂yj

=
∂Ij(yj)

∂yj
, j = 1, 2, . . . , n.

Непосредственным дифференцированием под знаком интеграла в (6) находим

I ′j(yj) = (−αj)k
∫

Ω

|xj − yj |k−2(xj − yj) dx, j = 1, 2, . . . , n.

Следовательно, для нахождения стационарных точек y = (y1, . . . , yn) функции
I(y) имеем систему

∫

Ω

|xj − yj |k−2(xj − yj)dx = 0, j = 1, 2, . . . , n, (7)

которая представляет собой систему алгебраических уравнений относительно
y1, . . . , yn . Займемся исследованием ее разрешимости. С этой целью систему (7)
запишем в другой форме. Так как

∫

Ω

|xj − yj |k−2(xj − yj) dx =
∫

Ωj

dxj

ψj(x
j)∫

ϕj(xj)

[(xj − yj)2]k/2−1(xj − yj) dxj =

=
1
k

∫

Ωj

(|ψj − yj |k − |ϕj − yj |k
)

dxj , k ∈ (1, +∞),
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то система (7) примет вид

∫

Ωj

(|ψj − yj |k − |ϕj − yj |k
)
dxj = 0, ψj = ψj(xj), ϕj = ϕj(xj), xj ∈ Ωj ,

dxj = dx1dx2 · · · dxj−1dxj+1 · · · dxn, j = 1, 2, . . . , n. (8)

Заметим, что

|ψj − yj |k − |yj − ϕj |k =
k

2

(ψj−yj)
2∫

(yj−ϕj)2

tk/2−1 dt. (9)

Сделав в (9) замену переменной t = (yj−ϕj)2+τ
(
(ψj − yj)2 − (yj − ϕj)2

)
, получим

формулу (9) в виде

|ψj − yj |k − |yj − ϕj |k =

= h(|yj − ϕj |; |ψj − yj |; k)
(
(ψj − yj)2 − (yj − ϕj)2

)
, j = 1, 2, . . . , n, (10)

где принято обозначение

h(|yj − ϕj |; |ψj − yj |; k) =

=
k

2

1∫

0

(
(yj − ϕj)2 + τ

(
(ψj − yj)2 − (yj − ϕj)2

))k/2−1
dτ, j = 1, 2, . . . , n. (11)

Подставляя (10) в систему (8), получаем
∫

Ωj

h(|yj − ϕj |; |ψj − yj |; k)
(
ψ2

j − ϕ2
j − 2yj(ψj − ϕj)

)
dxj = 0, j = 1, 2, . . . , n. (12)

Так как

ψ2
j − ϕ2

j = 2

ψj∫

ϕj

xj dxj , ψj − ϕj =

ψj∫

ϕj

dxj ,

то система (12) примет вид
∫

Ω

h(|yj − ϕj |; |ψj − yj |; k)xj dx− yj

∫

Ω

h(|yj − ϕj |; |ψj − yj |; k) dx = 0, j = 1, 2, . . . , n,

которую, в свою очередь, перепишем в виде

yj =

∫

Ω

h(|yj − ϕj |; |ψj − yj |; k)xj dx

∫

Ω

h(|yj − ϕj |; |ψj − yj |; k) dx

, j = 1, 2, . . . , n. (13)

Представление (13) системы (7) позволяет доказать ее разрешимость. Действи-
тельно, заметим, что h(|yj − ϕj |; |ψj − yj |; k) , определенная формулой (11), как
функция переменных xj = (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn) , положительна в Ωj , а зна-
чит, и в Ω . Тогда, применяя к интегралу в числителе (13) теорему о среднем,
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получаем, что существуют такие числа µj ∈ [min
Ω

xj , max
Ω

xj ] , что справедливы

формулы
∫

Ω

h(yj − ϕj ; ψj − yj ; k)xj dx = µj

∫

Ω

h(yj − ϕj ; ψj − yj ; k) dx, j = 1, 2, . . . , n. (14)

Теперь, если (14) подставить в (13), получим

yj = µj , j = 1, 2, . . . , n, (15)

то есть система (13) имеет решение вида (15).
Таким образом, функция I(y) имеет стационарную точку вида (15). Заметим,

что эта стационарная точка может и не принадлежать области Ω . Однако гипер-
плоскости xj = µj , j = 1, 2, . . . , n имеют с Ω непустое пересечение.

Пусть y = (y1, y2, . . . , yn) – стационарная точка функции I(y) . Покажем, что
она является точкой минимума. Для второй производной функции I(y) легко по-
лучаем выражение

I ′′j (yj) = αjk

∫

Ωj

(|ψj − yj |k−1sign (ψj − yj)−

− |ϕj − yj |k−1sign (ϕj − yj)
)
dxj , j = 1, 2, . . . , n. (16)

Покажем, что имеют место неравенства

I ′′j (yj) > 0, j = 1, 2, . . . , n. (17)

С этой целью проекцию Ωj области Ω на гиперплоскость xj = 0 разобьем на две
части двумя способами в зависимости от расположения точки y : Ωj = Ω0

j +Ω1
j или

Ωj = Ω0
j + Ω2

j , где
Ω0

j = {xj ∈ Ωj |ψj(xj) ≥ yj ≥ ϕj(xj)},
Ω1

j = {xj ∈ Ωj | yj > ψj(xj) ≥ ϕj(xj)},
Ω2

j = {xj ∈ Ωj |ψj(xj) ≥ ϕj(xj) > yj}, j = 1, 2, . . . , n.

В соответствии с этими разбиениями соотношения (16) можно представить одним
из следующих способов:

I ′′j (yj) = αjk

∫

Ω0
j

(
(ψj − yj)k−1 + (yj − ϕj)k−1

)
dxj+

+ αjk





∫

Ω1
j

(
(yj − ϕj)k−1 − (yj − ψj)k−1

)
dxj ,

∫

Ω2
j

(
(ψj − yj)k−1 − (ϕj − yj)k−1

)
dxj ,

j = 1, 2, . . . , n. (18)

Заметим, что первое слагаемое в правой части (18) положительно. Так как
yj − ϕj(xj) ≥ yj − ψj(xj) для любых xj ∈ Ω1

j и ψj(xj) − yj ≥ ϕj(xj) − yj для
любых xj ∈ Ω2

j , вторые слагаемые в (18) при k ∈ (1, +∞) также положительны.
Таким образом, условия (17) выполняются. Кроме того, отметим, что в случае
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0 < k < 1 условия (17) могут выполняться за счет малости частей Ω1
j , Ω2

j . Напри-
мер, если Ω – n-мерный параллелепипед, то легко видеть, что Ω1

j = ∅ , Ω2
j = ∅ ,

то есть при 0 < k < 1 вторые слагаемые в (18) отсутствуют и тем самым условия
(17) будут выполнены.

Принимая во внимание (17) и
∂2I(y)
∂yi∂yj

= 0 , i 6= j, получаем, что полный диффе-

ренциал второго порядка d2I(y) представляет собой положительно определенную
квадратичную форму dy1, . . . , dyn . Следовательно, стационарная точка y является
точкой минимума I(y) . В дальнейшем точку минимума будем обозначать через s =
= (s1, . . . , sn) .

Таким образом, доказана

Лемма 1. Пусть Ω – ограниченная выпуклая область в Rn . Тогда функция
I(y) переменных y1, y2, . . . , yn в Rn имеет точку минимума s = (s1, . . . , sn), ко-
ординаты которой определяются из системы уравнений (7) или (13).

Общий случай. Пусть теперь Ω – ограниченная область в Rn такая, что ее
можно представить в виде объединения конечного числа областей Ω1,Ω2, . . . , Ωm

(Ω =
m⋃

i=1

Ωi) таких, что каждая область Ωi является выпуклой, то есть Ωi пред-
ставима в виде

Ωi = {x ∈ Rn |xj ∈ Ωi
j , ϕi

j(x
j) ≤ xj ≤ ψi

j(x
j), j = 1, 2, . . . , n}, i = 1, 2, . . . ,m,

где Ωi
j – проекция Ωi на гиперплоскость xj = 0 , ϕi

j(x
j), ψi

j(x
j) – непрерывные

функции в Ωi
j , j = 1, 2, . . . , n , i = 1, 2, . . . , m . Тогда функцию Ij(yj) можно пред-

ставить в виде

Ij(yj) = αj

m∑

i=1

∫

Ωi

|xj − yj |k dx, k ∈ (1, +∞).

Применяя к ней предыдущие рассуждения, для определения стационарных точек
функции I(y) получим систему

yj =

m∑

i=1

∫

Ωi

h(|yj − ϕi
j |; |yj − ψi

j |; k)xj dx

m∑

i=1

∫

Ωi

h(|yj − ϕi
j |; |yj − ψi

j |; k) dx

, j = 1, 2, . . . , n. (19)

Обозначим

H(yj ; x; k) =
m∑

i=1

χΩi(x)h(|yj − ϕi
j |; |yj − ψi

j |; k),

где h(|yj −ϕl
j |; |yj −ψl

j |; k) определен формулой (11), χΩi(x) – характеристическая
функция области Ωi .

Тогда систему (19) можно записать в виде

yj =

∫

Ω

H(yj ; x; k)xj dx

∫

Ω

H(yj ; x; k) dx

, j = 1, 2, . . . , n. (20)
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Заметим, что функция H(yj ;x; k) положительна в области Ω . Тогда, рассуждая
как и выше, получаем, что система (20) разрешима.

Пусть y = (y1, . . . , yn) – стационарная точка функции I(y) . Через i1, i2, i3 обо-
значим подмножества множества номеров {1, 2, . . . , m} , обладающих следующими
свойствами:

1) для всех i ∈ i1 область Ωi имеет непустое пересечение с гиперплоскостью
xj = yj ;

2) для всех i ∈ i2 справедливы неравенства yj > ψi
j ≥ ϕi

j ;
3) для всех i ∈ i3 справедливы неравенства ψi

j ≥ ϕi
j > yj .

Отметим, что i2, i3 могут быть и пустыми множествами. Тогда для второй
производной функции Ij(yj) имеем выражение

I ′′j (yj) = αjk
∑

i∈i1

∫

Ωi
j

(|ψi
j − yj |k−1sign (ψi

j − yj)− |ϕi
j − yj |k−1sign (ϕi

j − yj)
)
dxj+

+ αjk
∑

i∈i2

∫

Ωi
j

(
(yj − ϕi

j)
k−1 − (yj − ψi

j)
k−1

)
dxj+

+ αjk
∑

i∈i3

∫

Ωi
j

(
(ψi

j − yj)k−1 − (ϕi
j − yj)k−1

)
dxj , j = 1, 2, . . . , n, k ∈ (1, +∞). (21)

Так как
yj − ϕi

j(x
j) ≥ yj − ψi

j(x
j) ∀xj ∈ Ωi

j , ∀ i ∈ i2;

ψi
j(x

j)− yj ≥ ϕi
j(x

j)− yj ∀xj ∈ Ωi
j , ∀ i ∈ i3,

то все слагаемые второй и третьей сумм в правой части (21 ) положительны. При
помощи рассуждений, аналогичных проведенным в случае выпуклой области Ω ,
получаем, что все слагаемые первой суммы в правой части (21) также положи-
тельны.

Итак, I ′′j (yj) > 0, j = 1, 2, . . . , n, следовательно, y = (y1, . . . , yn) – точка мини-
мума функции I(y) . Таким образом, доказана

Лемма 2. Пусть ограниченная область Ω представима в виде Ω =
m⋃

i=1

Ωi ,

где области Ωi, (i = 1, 2, . . . , n) являются выпуклыми. Тогда функция I(y) в Rn

имеет точку минимума s = (s1, . . . , sn) , которая определяется из системы (20).

3. Вспомогательные леммы и их доказательства

В дальнейшем нам понадобится следующая известная (см. например, [7])

Лемма 3. Пусть P, P0, P1 – ограниченные области в Rn , F – положитель-
ный однородный первой степени функционал, то есть

F (sP ) = sF (P ) ∀ s > 0,

является квазивогнутым:

F (Pt) ≥ min(F (P0)), F (P1)) ∀ t ∈ [0, 1].

Тогда он вогнут, то есть

F (Pt) ≥ (1− t)F (P0) + tF (P1) ∀ t ∈ [0, 1],

где Pt = {(1− t)z0 + tz1 | z0 ∈ P0, z1 ∈ P1}, 0 ≤ t ≤ 1.
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Для доказательства теоремы 3 нам понадобится ряд вспомогательных резуль-
татов, которые установим ниже.

Пусть E – гиперплоскость размерности n − 1 , содержащая начало координат
O ∈ Rn, u – нормированный вектор с началом в точке O , ортогональный E .
Гиперплоскость E разбивает Rn на два полупространства:

H+ = {x ∈ Rn | (x, u) ≥ 0}, H− = {x ∈ Rn | (x, u) ≤ 0},
где (x, u) – скалярное произведение векторов x, u в Rn .

Пусть Ω – ограниченная область, полностью лежащая в полупространстве H+ .
Определим функционал

J+(k, Ω) = α

∫

Ω

|E, z|k dz, (22)

где k ∈ (0,+∞), α > 0 – произвольные действительные числа, |E, z| – расстояние
между точкой z ∈ Ω и гиперплоскостью E .

Справедлива

Лемма 4. Пусть Ω0, Ω1 ∈ H+ – ограниченные области в Rn . Тогда функцио-
нал J+(k, Ω)1/(n+k) вогнут, то есть

J+(k, Ωt)1/(n+k) ≥ (1− t)J+(k, Ω0)1/(n+k) + tJ+(k, Ω1)1/(n+k),

0 ≤ t ≤ 1, k ∈ (0, +∞). (23)

Доказательство. Пусть Ωt = {zt = (1− t)z0 + tz1 | z0 ∈ Ω0, z1 ∈ Ω1} – сумма
Минковского областей (1 − t)Ω0 и tΩ1 . Заметим, что Ωt ∈ H+ и имеет место
равенство

|E, zt| = (1− t)|E, z0|+ t|E, z1|. (24)

Применим к (24) неравенство о среднем, после чего обе части возведем в сте-
пень k . Получим

|E, zt|k ≥ |E, z0|k(1−t) · |E, z1|tk. (25)

Введем в рассмотрение следующие функции:

h(z) = α|E, z|kχk
Ωt

(z), f0(z) = α|E, z|kχk
Ω0

(z), f1(z) = α|E, z|kχk
Ω1

(z),

где χΩ(z) – характеристическая функция области Ω . Тогда, используя (25) и из-
вестное неравенство для характеристических функций

χΩt(zt) ≥ [χΩ0(z0)]1−t[χΩ1(z1)]t,

получим

h(zt) = α|E, zt|kχk
Ωt

(zt) ≥
≥ α1−t[|E, z0|χΩ0(z0)]k(1−t) · αt[|E, z1|χΩ1(z1)]kt = f1−t

0 (z0) · f t
1(z1),

то есть выполняется условие (2) теоремы 1. Следовательно,

J+(k, Ωt) ≥ J1−t
+ (k, Ω0) · J t

+(k, Ω1) ∀ t ∈ [0, 1].

Обозначим F (Ω) = [J+(k, Ω)]1/(n+k) . Заметим, что функционал F (Ω) квазиво-
гнут. Действительно, в силу (25) для F (Ω) получим

F (Ωt) ≥ F 1−t(Ω0) · F t(Ω1) ∀ t ∈ [0, 1],
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то есть функционал F (Ω) логарифмически вогнут. Поэтому F (Ω) квазивогнут,
то есть

F (Ωt) ≥ min(F (Ω0), F (Ω1)).

Кроме того,

J+(k, λΩ) = λk+n

∫

Ω

|E, z|k dz,

а значит, J+(k, Ω) – однородный функционал степени k+n . Следовательно, F (Ω) –
однородный функционал первой степени. Таким образом, все условия леммы 3
выполнены, поэтому функционал F (Ω) вогнут, то есть справедливо неравенство
(23). Лемма (4) доказана.

Определим функционал

J−(k, Ω) = α

∫

Ω

|E, z|k dz, k ∈ (0, +∞), (26)

где Ω – ограниченная область, полностью лежащая в полупространстве H− . Спра-
ведлива

Лемма 5. Пусть Ω0, Ω1 ∈ H− – ограниченные области в Rn . Тогда функцио-
нал J−(k, Ω)1/(n+k) вогнут, то есть имеет место неравенство

J−(k, Ωt)1/(n+k) ≥
≥ (1− t)J−(k, Ω0)1/(n+k) + tJ−(k, Ω1)1/(n+k), 0 ≤ t ≤ 1, k ∈ (0, +∞).

Доказательство полностью повторяет доказательство леммы 4.

Далее, пусть Ω – ограниченная область в Rn, y = (y1, y2, . . . , yn) – произвольно
фиксированная точка в Rn , E(y) – произвольно фиксированная гиперплоскость
размерности n − 1 , проходящая через точку y . Введем функцию переменных
y1, y2, . . . , yn :

J(y) = α

∫

Ω

|E(y), z|k dz, k ∈ (0, +∞), α > 0.

Предположим, что существует точка минимума ymin функции J(y) . Определим
функционал области Ω

J(k, Ω) = α

∫

Ω

|E(ymin), z|kdz, k ∈ (0, +∞), α > 0.

Заметим, что функционал J(k, Ω) является инвариантным относительно переноса,
то есть J(k, Ω) = J(k, Ω̃) , где Ω и Ω̃ совпадают с точностью до переноса. Поэтому,
не ограничивая общности рассуждений, далее считаем, что точка ymin совпадает
с началом координат O . В этом случае гиперплоскость E(0) будем обозначать
через EΩ , так что для функционала имеем представление

J(k, Ω) ≡ J(k, Ω; EΩ) = α

∫

Ω

|EΩ, z|k dz, k ∈ (0, +∞), α > 0. (27)
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Гиперплоскость EΩ разбивает область Ω на две части: Ω+ = Ω
⋂

H+ и Ω− =
= Ω

⋂
H−. Определим функционалы J+(k, Ω; EΩ) и J−(k, Ω; EΩ) по формулам

J+(k, Ω; EΩ) = J+(k, Ω+), J−(k, Ω; EΩ) = J−(k, Ω−),

где J+(k, Ω+), J−(k, Ω−) заданы соотношениями (22), (26), в которых E = EΩ .
Тогда функционал J(k, Ω; EΩ) в (27) можно представить в виде

J(k, Ω; EΩ) = J+(k, Ω; EΩ) + J−(k, Ω; EΩ). (28)

Справедлива

Лемма 6. Пусть Ω0, Ω1 – ограниченные области в Rn . Тогда функционал
[J(k, Ω; EΩ)]1/(n+k) вогнут, то есть

[J(k, Ωt; EΩt
)]1/(n+k) ≥ (1− t)[J(k, Ω0; EΩ0)]

1/(n+k) + t[J(k, Ω1; EΩ1)]
1/(n+k),

где Ωt = (1− t)Ω0 + tΩ1, 0 ≤ t ≤ 1, k ∈ (0,+∞).

Доказательство. Пусть u – нормированный вектор, ортогональный гипер-
плоскости EΩt

. Отметим, что гиперплоскость EΩt
по определению проходит через

начало координат, которое является точкой минимума функционала J(k, Ωt; EΩt) .
Определим новые области Ωτ

0 , Ωτ
1 так, что точки zτ

0 ∈ Ωτ
0 и zτ

1 ∈ Ωτ
1 будут вычис-

ляться по точкам z0 ∈ Ω0 и z1 ∈ Ω1 согласно формулам

zτ
0 = z0 + tτu, zτ

1 = z1 − (1− t)τu.

Легко видеть, что (1 − t)zτ
0 + tzτ

1 = zt , поэтому Ωt = (1 − t)Ωτ
0 + tΩτ

1 . Введем
вспомогательные функции

ξ(τ) =
J+(k, Ωτ

0 ; EΩt)
J−(k, Ωτ

0 ; EΩt)
, η(τ) =

J+(k, Ωτ
1 ; EΩt)

J−(k, Ωτ
1 ; EΩt)

. (29)

Функции ξ(τ), η(τ) будем рассматривать на конечном интервале (α0, α1) , где α0 –
достаточно малое отрицательное, α1 – достаточно большое положительное числа.
Легко видеть, что на (α0, α1) функция ξ(τ) монотонно возрастает от 0 до +∞ ,
а функция η(τ) монотонно убывает от +∞ до 0 . При достаточно малых отрица-
тельных τ (α0 < τ < β0) получаем, что ξ(τ) = 0 , η(τ) = +∞ , а при достаточно
больших положительных τ (β1 < τ < α1) имеем ξ(τ) = +∞ , η(τ) = 0 . Тогда,
принимая во внимание свойства монотонных и непрерывных функций, получаем,
что существует точка τ0 ∈ (α0, α1) такая, что

ξ(τ0) = η(τ0) = ζ, 0 < ζ 6= ∞.

Так как рассматриваемые нами функционалы инвариантны относительно пере-
носа, не ограничивая общности рассуждений, можем считать, что τ0 = 0, а значит,
Ωτ0

0 = Ω0 , Ωτ0
1 = Ω1 . Следовательно, из (29) будем иметь

J+(k, Ω0; EΩt) = ζJ−(k, Ω0; EΩt), J+(k, Ω1; EΩt) = ζJ−(k, Ω1; EΩt). (30)

Заметим, что (1 − t)Ω0+ + tΩ1+ ⊂ Ωt+, (1 − t)Ω0− + tΩ1− ⊂ Ωt−. Отсюда,
используя леммы 4, 5, получаем

[J+(k, Ωt; EΩt)]
1/(n+k) ≥
≥ (1− t)[J+(k, Ω0; EΩt)]

1/(n+k) + t[J+(k, Ω1; EΩt)]
1/(n+k),

[J−(k, Ωt; EΩt)]
1/(n+k) ≥
≥ (1− t)[J−(k, Ω0; EΩt)]

1/(n+k) + t[J−(k, Ω1; EΩt)]
1/(n+k).

(31)
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Тогда из (28) с учетом (31) получим

J(k, Ωt; EΩt) ≥
(
(1− t)[J+(k, Ω0; EΩt)]

1/(n+k) + t[J+(k, Ω1; EΩt)]
1/(n+k)

)n+k

+

+
(
(1− t)[J−(k, Ω0; EΩt

)]1/(n+k) + t[J−(k, Ω1; EΩt
)]1/(n+k)

)n+k

,

откуда в силу (30)

J(k, Ωt; EΩt)≥(1+ζ)
(
(1− t)[J−(k, Ω0; EΩt)]

1/(n+k)+ t[J−(k, Ω1; EΩt)]
1/(n+k)

)n+k

.

Следовательно, возводя обе части этого неравенства в степень 1/(n + k) , будем
иметь

[J(k, Ωt; EΩt
)]1/(n+k) ≥

≥ (1 + ζ)1/(n+k)
(
(1− t)[J−(k, Ω0; EΩt)]

1/(n+k) + t[J−(k, Ω1; EΩt)]
1/(n+k)

)
=

= (1− t)[J+(k, Ω0; EΩt) + J−(k, Ω0; EΩt)]
1/(n+k)+

+ t[J+(k, Ω1; EΩt) + J−(k, Ω1; EΩt)]
1/(n+k) =

= (1− t)[J(k, Ω0; EΩt)]
1/(n+k) + t[J(k, Ω1; EΩt)]

1/(n+k). (32)

Но по построению для функционалов J(k, Ω; EΩ) имеем неравенства

J(k, Ω0; EΩt) ≥ J(k, Ω0; EΩ0), J(k, Ω1; EΩt) ≥ J(k, Ω1; EΩ1). (33)

Тогда из (32) с учетом (33) сразу получим утверждение леммы.

4. Доказательство основного результата

Без ограничения общности рассуждений будем считать, что точка минимума
s = (s1, s2, . . . , sn) функционала I(k, Ω) совпадает с началом координат O . Через
Ej обозначим гиперплоскость xj = 0. Пусть uj – нормированный вектор с началом
в O , ортогональный Ej , j = 1, 2, . . . , n . Введем функционалы

Jj(k, Ω) = αj

∫

Ω

|Ej , z|k dz, j = 1, 2, . . . , n, k ∈ (1, +∞). (34)

Заметим, что |Ej , z| = |xj | , следовательно,

Jj(k, Ω) = αj

∫

Ω

|xj |k dx, j = 1, 2, . . . , n.

Тогда для функционала I(k, Ω) , определенного формулой (4), получим представ-
ление

I(k, Ω) =
n∑

j=1

Jj(k, Ω). (35)

Покажем, что для доказательства неравенства (5) достаточно того, что из усло-
вия

I(k, Ω0) = I(k, Ω1) = 1 (36)
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следует
I(k, Ωt) ≥ 1 ∀ t ∈ [0, 1]. (37)

Действительно, пусть имеет место (37), то есть I(k, (1 − t)Ω0 + tΩ1) ≥ 1 для
всех t ∈ [0, 1]. В силу (36) последнее неравенство можно записать в виде

I

(
k, (1− t)

Ω0

I1/(n+k)(k, Ω0)
+ t

Ω1

I1/(n+k)(k, Ω1)

)
≥ 1. (38)

Положим

t =
I1/(n+k)(k, Ω1)

I1/(n+k)(k, Ω0) + I1/(n+k)(k, Ω1)
.

Тогда

1− t =
I1/(n+k)(k, Ω0)

I1/(n+k)(k, Ω0) + I1/(n+k)(k, Ω1)
.

Поэтому из (38) получаем

I

(
k,

Ω0 + Ω1

I1/(n+k)(k, Ω0) + I1/(n+k)(k, Ω1)

)
≥ 1.

Отсюда с учетом того, что I(k, Ω) – однородный функционал степени n+k , имеем

I(k, Ω0 + Ω1) ≥
(
I1/(n+k)(k, Ω0) + I1/(n+k)(k, Ω1)

)n+k

,

то есть
I1/(n+k)(k, Ω0 + Ω1) ≥ I1/(n+k)(k, Ω0) + I1/(n+k)(k, Ω1). (39)

Теперь в (39) область Ω0 заменим на (1−t)Ω0 , а Ω1 – на tΩ1 . В результате получим
неравенство (5).

Итак, докажем неравенство (37). Для этого функционалы Jj(k, Ω) , заданные
с помощью формул (34), будем рассматривать как функции от векторов uj . Введем
функции f(uj) = Jj(k, Ω0)− Jj(k, Ω1), j = 1, 2, . . . , n, являющиеся непрерывными
на единичной сфере. Тогда, используя теорему о непрерывных функциях на сфе-
рах, получаем, что существуют попарно ортогональные вектора uj , j = 1, 2, . . . , n ,
такие, что f(u1) = f(u2) = · · · = f(un) . Принимая во внимание соотношения (35)
и (36), получим

n∑

j=1

f(uj) =
n∑

j=1

[Jj(k, Ω0)− Jj(k, Ω1)] = I(k, Ω0)− I(k, Ω1) = 0,

откуда вытекает, что f(uj) = 0, j = 1, 2, . . . , n , следовательно,

Jj(k, Ω0) = Jj(k, Ω1), j = 1, 2, . . . , n. (40)

Заметим, что функционалы Jj(k, Ω), j = 1, 2, . . . , n, k ∈ (1, +∞), в (34) имеют
ту же структуру, что и функционал J(k, Ω, EΩ) в лемме 6. Следовательно, для
них справедливы неравенства

J
1/(n+k)
j (k, Ωt) ≥ (1−t)J1/(n+k)

j (k, Ω0)+tJ
1/(n+k)
j (k, Ω1), j = 1, 2, . . . , n, ∀ t ∈ [0, 1],

откуда с учетом (40) получаем

Jj(k, Ωt) ≥ Jj(k, Ω0), j = 1, 2, . . . , n.

Суммируя обе части последних неравенств по j , приходим к неравенству (37).
Теорема 3 доказана.
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5. Частные случаи функционала I(k, Ω)

Рассмотрим некоторые частные случаи, когда точку минимума s = (s1, . . . , sn)
функционала I(k, Ω) удается определить в явном виде.

1. Пусть k = 2 . Тогда из представлений (11) следует, что H(sj ; x; 2) = 1 .
Следовательно, как видно из (20), точка минимума s совпадает с центром масс
области Ω , и получаем функционал, рассмотренный Х. Хадвигером в [2].

2. Пусть k ∈ (0, +∞) – произвольное число; ϕj = cj = const , ψj = dj = const ,
j = 1, 2, . . . , n , то есть Ω – n -мерный параллелепипед. Тогда из (11) вытекает, что
h(|sj − ϕj |; |ψj − sj |; k) = const, j = 1, 2, . . . , n , и формулы (13) примут вид

sj =

∫

Ω

xj dx

∫

Ω

dx

, j = 1, 2, . . . , n,

то есть точка минимума s также совпадает с центром масс параллелепипеда. Вы-
числяя интегралы, будем иметь

sj =
cj + dj

2
, j = 1, 2, . . . , n.

3. Пусть n = 2, k = 3, Ω – треугольник, ограниченный прямыми x + y = 1,
x = 0, y = 0. В этом случае система (7) примет вид

1−y1∫

0

dx2




y1∫

0

(y1 − x1)(x1 − y1) dx1 +

1−x2∫

y1

(x1 − y1)2 dx1


+

+

1∫

1−y1

dx2

1−x2∫

0

(y1 − x1)(x1 − y1) dx1 = 0,

1−y2∫

0

dx1




y2∫

0

(y2 − x2)(x2 − y2) dx2 +

1−x1∫

y2

(x2 − y2)2 dx2


+

+

1∫

1−y2

dx1

1−x1∫

0

(y2 − x2)(x2 − y2) dx2 = 0,

которая после вычисления интегралов преобразуется к виду

2y4
j − 8y3

j + 6y2
j − 4yj + 1 = 0, j = 1, 2.

Эта система уравнений имеет решение y1 = y2 ≈ 0.359 , которое является точкой
минимума.

Центр масс треугольника имеет координаты (1/3; 1/3) , то есть точка минимума
(0.359; 0.359) не совпадает с центром масс.

4. Пусть n = 2, k = 3, Ω – круг: x2
1 + x2

2 ≤ 1 . Система (7) после несложных
преобразований запишется в виде

1∫

−1

(
3y2

1

√
1− x2

2 + (1− x2
2)

3/2

)
dx2 +

√
1−y2

1∫

−
√

1−y2
1

(
y1 −

√
1− x2

2

)3

dx2 = 0,
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1∫

−1

(
3y2

2

√
1− x2

1 + (1− x2
1)

3/2

)
dx1 +

√
1−y2

2∫

−
√

1−y2
2

(
y2 −

√
1− x2

1

)3

dx1 = 0.

Непосредственной подстановкой убеждаемся в том, что y1 = y2 = 0 является ре-
шением этой системы. Для центра масс круга также получаем (0, 0) , то есть точка
минимума совпадает с центром масс.
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4. Leindler L. On a certain converse of Hölder’s inequality II // Acta Sci. Math. (Szeged). –
1972. – V. 33. – P. 217–223.

5. Brascamp H.J., Lieb E.H. On extensions of the Brunn–Minkowski and Prékopa–Leindler
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Abstract

A class of domain functionals has been built in the Euclidean space. The Brunn–Minkowski
type of inequality has been applied to the said class and proved for it. Functional building has
been performed using the point of minimum of function of n variables bound with functionals,
proof of existence of which is the important part of the proposed research. We have introduced
special cases of functionals for which the point of minimum can be found explicitly. The resul-
ting Brunn–Minkowski type of inequality generalizes the corresponding inequality for moments
of inertia in relation to the center of mass and hyperplanes proven by H. Hadwiger. It is worth
mentioning that the point of minimum of functional in general case does not coincide with
the center of mass. Coincidence occurs only in special cases, which is proven by the particular
examples in this study.
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