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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êîìïàêòà X ïðîñòðàíñòâî Pf (X) ÿâëÿåòñÿ àáñî-
ëþòíûì îêðåñòíîñòíûì ðåòðàêòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì
îêðåñòíîñòíûì ðåòðàêòîì. Ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêòîð Pf ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî êîìïàêòà áûòü
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ãèëüáåðòîâûì êèðïè÷îì (êîíå÷íîé ñóììîé ãèëüáåðòîâûõ êèðïè÷åé).
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Ââåäåíèå

Ïîñòðîåíèå îáùåé òåîðèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ (ìíîãîîáðàçèé) ïîâûñèëî èí-
òåðåñ ê áåñêîíå÷íîìåðíûì îáúåêòàì. Ôóíêòîð P , ïåðåâîäÿùèé ïðîèçâîëüíûå êîìïàêòû
â âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîñòàâëÿåò òàêèå îáúåêòû.
Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå êîâàðèàíòíûõ íîðìàëüíûõ ôóíêòîðîâ âîñõîäèò ê ðàáîòå [1],
ãäå âûäåëåíû ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà ôóíêòîðîâ è ââåäåíî ïîíÿòèå íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà
([1], ñ. 17). Èññëåäîâàíèå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð âåäåòñÿ íà ñòûêå ïî êðàéíåé ìåðå òðåõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí: òîïîëîãèè, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ýòèì
îáúÿñíÿåòñÿ ðàçíîîáðàçèå ïðèìåíÿåìûõ ìåòîäîâ è áîëüøèå âîçìîæíîñòè äëÿ ïðèëîæåíèé
ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû. Íàïîìíèì (íàïðèìåð, [1], [2]), ÷òî äëÿ êîì-

ïàêòà X ÷åðåç C(X) îáîçíà÷àþò áàíàõîâó àëãåáðó íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ϕ : X → R, ñíàá-
æåííóþ ïîòî÷å÷íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè è íîðìîé ‖ϕ‖ = max{|ϕ(x)| : x ∈ X}.
Ôóíêöèîíàë µ : C(X) → R íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì, åñëè µ(cX) = c, ãäå cX � ïîñòî-
ÿííàÿ ôóíêöèÿ, âåçäå íà X ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå c ∈ R. Ëèíåéíûé, íåîòðèöàòåëüíûé è
íîðìèðîâàííûé ôóíêöèîíàë µ : C(X) → R íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé íà X. Ìíî-
æåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà X îáîçíà÷àþò ÷åðåç P (X). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëèíåéíûé
íåîòðèöàòåëüíûé ôóíêöèîíàë (â ÷àñòíîñòè, âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà) µ ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê, ò. å.
íåðàâåíñòâî ϕ ≤ ψ âëå÷åò µ(ϕ) ≤ µ(ψ), ϕ,ψ ∈ C(X). Ïîýòîìó, òàê êàê äëÿ âñÿêîé ϕ ∈ C(X)
ñïðàâåäëèâî −‖ϕ‖ ≤ ϕ ≤ ‖ϕ‖, òî äëÿ êàæäîé µ ∈ P (X) èìååì µ(ϕ) ∈ [−‖ϕ‖, ‖ϕ‖]. Ñëå-
äîâàòåëüíî, P (X) ⊂

∏
ϕ∈C(X)

[−‖ϕ‖, ‖ϕ‖] ⊂ RC(X). Ðàññìîòðèì P (X) êàê ïîäïðîñòðàíñòâî
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òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ RC(X) ÷èñëîâûõ ïðÿìûõ. Áàçó îêðåñòíîñòåé ìåðû µ ∈ P (X)
îáðàçóþò [2] ìíîæåñòâà âèäà

〈µ; ϕ1, . . . , ϕn; ε〉 = {ν ∈ P (X) : |µ(ϕi)− ν(ϕi)| < ε, i = 1, . . . , n},

ãäå ϕi ∈ C(X), i = 1, . . . , n, n ∈ N, ε > 0. Ýòó òîïîëîãèþ íàçûâàþò òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé
ñõîäèìîñòè. Èçâåñòíî [2], ÷òî äëÿ êîìïàêòà X ïðîñòðàíñòâî P (X), ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé
ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè, ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.
Ïóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòîâ. Îòîáðàæåíèå P (f) : P (X) →

P (Y ), îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì P (f)(µ)(ϕ) = µ(ϕ ◦ f), ϕ ∈ C(X), íåïðåðûâíî [1], [2]. Çíà-
÷èò, îïåðàöèÿ P ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì, äåéñòâóþùèì â êàòåãîðèè Comp êîìïàêòîâ è èõ
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Îòìåòèì, ÷òî êîìïàêòû ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè, à íåïðåðûâíûå
îòîáðàæåíèÿ � ìîðôèçìàìè êàòåãîðèè Comp. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêòîð P îáúåêò X êàòå-
ãîðèè Comp ïåðåâîäèò â îáúåêò P (X) ýòîé æå êàòåãîðèè, è ìîðôèçì f : X → Y êàòåãîðèè
Comp � â ìîðôèçì P (f) : P (X)→ P (Y ) ýòîé æå êàòåãîðèè.
Òàê êàê ôóíêòîð P íîðìàëåí, òî ôóíêòîð P âëîæåíèå i : A ↪→ X ïåðåâîäèò âî âëîæåíèå

P (i) : P (A) ↪→ P (X). Èíûìè ñëîâàìè, åñëè A � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà X,
òî P (A) � òàêæå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà P (X). Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ ∈ P (X)
ñîñðåäîòî÷åíà [2] íà çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå A êîìïàêòà X, åñëè µ(ϕ) = 0 äëÿ âñÿêîé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ : X → R òàêîé, ÷òî ϕ(x) = 0 ïðè âñåõ x ∈ A. Âåðîÿòíîñòíàÿ
ìåðà µ ∈ P (X) ñîñðåäîòî÷åíà íà çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå A êîìïàêòà X òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà µ ∈ P (A). Íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ñîñðåäîòî÷åíà ìåðà
µ, íàçûâàåòñÿ åå íîñèòåëåì è îáîçíà÷àåòñÿ suppµ. Íîðìàëüíîñòü P âëå÷åò, ÷òî ôóíêòîð
P ñîõðàíÿåò ïåðåñå÷åíèÿ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ. Îòñþäà

suppµ = ∩{A : A çàìêíóòî â X è µ ∈ P (A)}.

Åñëè íîñèòåëü ìåðû µ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ èç X, òî ãîâîðÿò, ÷òî µ
� ìåðà ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì. Ïóñòü suppµ = {x1, . . . , xn}. Òîãäà îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå àôôèííûõ êîìáèíàöèé ìåð Äèðàêà δx1 , . . . , δxn åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðåñòàíîâîê ñëàãàåìûõ)

µ = α1δx1 + · · ·+ αnδxn .

Çäåñü αi ≥ 0, i = 1, . . . , n, è α1 + · · · + αn = 1. ×èñëî αi íàçûâàåòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêîé
ìàññîé, ðàñïîëîæåííîé â òî÷êå xi, i = 1, . . . , n. Äëÿ òî÷êè x ∈ X ìåðà Äèðàêà δx îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî ïðàâèëó δx(ϕ) = ϕ(x), ϕ ∈ C(X). Ìåðà Äèðàêà δx ñîñðåäîòî÷åíà íà îäíîòî÷å÷íîì
ìíîæåñòâå {x}. ×åðåç δ(X) îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâî âñåõ ìåð Äèðàêà íà X.
Äëÿ êîìïàêòà X, íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Pn(X) = {µ ∈ P (X) : | suppµ| ≤ n}.

Ïîëîæèì Pω(X) =
∞⋃
n=1

Pn(X).

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n êîíñòðóêöèÿ Pn ÿâëÿåòñÿ [3] êîâàðèàíòíûì
ôóíêòîðîì, äåéñòâóþùèì â êàòåãîðèè êîìïàêòîâ è èõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Ïðè
ýòîì äëÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y êîìïàêòîâ îòîáðàæåíèå Pn(f) : Pn(X) →
Pn(Y ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóæåíèå Pn(f) = P (f)B

∣∣∣
Pn(X)

(ïîýòîìó îíî íåïðåðûâíî).

Ïóñòü X � íåêîòîðûé êîìïàêò, F � ôóíêòîð è x ∈ F (X). Ñòåïåíüþ òî÷êè x (îáîçíà÷à-
åòñÿ deg(x)) íàçûâàåòñÿ ([1], ñ. 19, îïðåäåëåíèå 16) òàêîå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n,
÷òî x ïðèíàäëåæèò îáðàçó F (f)(K) äëÿ íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ f : K → X n-òî÷å÷íîãî
ïðîñòðàíñòâà K. Åñëè òàêîå êîíå÷íîå n íå ñóùåñòâóåò, òî ñòåïåíü x ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íîé.
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Ñòåïåíüþ ôóíêòîðà F íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóì ñòåïåíåé âñåâîçìîæíûõ òî÷åê x ∈ F (X) äëÿ
âñåâîçìîæíûõ êîìïàêòîâ X è îáîçíà÷àåòñÿ degF . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà n degPn = n. Å.Â.Ùåïèíûì ââåäåí ôóíêòîð Pf , äëÿ êîòîðîãî degPf =∞.
Ïðèâåäåì êîíñòðóêöèþ ôóíêòîðà Pf . Äëÿ êîìïàêòà X ìíîæåñòâî Pf (X) ñîñòîèò èç ìåð,

íîñèòåëè êîòîðûõ êîíå÷íû, ïðè÷åì åñëè íîñèòåëü ìåðû µ ñîñòîèò èç n òî÷åê x1, . . . , xn, òî
áàðèöåíòðè÷åñêàÿ ìàññà îäíîé èç ýòèõ òî÷åê íå ìåíüøå 1− 1

n+1 . Ïî îïðåäåëåíèþ

Pf (X) =
{
µ ∈ Pω(X) : åñëè suppµ = {x1, . . . , xn},

òî ñóùåñòâóåò i0 ∈ {1, . . . , n} òàêîå, ÷òî αi0 ≥ 1− 1

n+ 1

}
.

Êàòåãîðíûå ñâîéñòâà ôóíêòîðà Pf èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [3]�[6]. Â ÷àñòíîñòè ïîêàçà-
íî, ÷òî ôóíêòîð Pf : Comp → Comp ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ïîäôóíêòîðîì ôóíêòîðà P
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êîìïàêòà X ïðîñòðàíñòâî Pf (X) ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïàêòîì, ëåæàùèì â P (X), è äëÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y îòîáðàæåíèå
Pf (f) : Pf (X)→ Pf (Y ), îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì Pf (f)(ϕ) = µ(ϕ ◦ f), ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-

íûì è ñîâïàäàåò ñ ñóæåíèåì P (f)
∣∣∣
Pf (X)

.

Ïî ïîñòðîåíèþ èìååì δ(X) ⊂ Pf (X) ⊂ Pω(X). Èíûìè ñëîâàìè, êàæäàÿ ìåðà Äèðàêà
íà X ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Pf (X) è êàæäàÿ ìåðà èç Pf (X) ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ñ êîíå÷íûì
íîñèòåëåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, degPf =∞. Ýòî ÿâëåíèå âûçûâàåò èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ
ôóíêòîðà Pf , îäíàêî íå ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèè êîìïàêòîâ âèäà Pn(X), n > 1, íà êîìïàêò
X, õîòÿ êàæäûé êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì êîìïàêòà Pf (X) (ñì. ïðåäëîæåíèå 1).

1. Ñòÿãèâàåìîñòü ïðîñòðàíñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð

Ïóñòü X è Y � äâà êîìïàêòà, ëåæàùèå â ïðîñòðàíñòâàõ M è N ñîîòâåòñòâåííî, ãäå
M,N ∈ AR (ò. å. ïðîñòðàíñòâà M è N ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíûìè ðåòðàêòàìè êîìïàêòíûõ õà-
óñäîðôîâûõ ïðîñòðàíñòâ). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé fk : M → N , k = 1, 2, . . . , íà-
çîâåì [7] ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç X â Y , åñëè äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè
V êîìïàêòà Y (â N) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U êîìïàêòà X (â M), ÷òî fk|U = fk+1|U
â V ïî÷òè äëÿ âñåõ k. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãîìîòîïèÿ fk : U × [0, 1] → V ,
÷òî fk(x, 0) = fk(x) è fk+1(x, 1) = fk+1(x) äëÿ âñåõ x ∈ U . Ýòó ôóíäàìåíòàëüíóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç {fk, X, Y } èëè êîðîòêî ÷åðåç f , è áóäåì ïèñàòü
f : X → Y .
Ñêàæåì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f = {fk, X, Y } ïîðîæäåíà îòîáðàæå-

íèåì f : X → Y , åñëè fk(x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ X è äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . .
Ñêàæåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà X è Y ôóíäàìåíòàëüíî ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå

äâå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f : X → Y è g : Y → X, ÷òî gf = idX è fg = idY .
Îòíîøåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïîýòîìó êëàññ âñåõ ïðîñòðàíñòâ ðàñïàäàåòñÿ íà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ïðî-
ñòðàíñòâ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ øåéïàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, äâà ïðîñòðàíñòâà ïðèíàäëåæàò
îäíîìó è òîìó æå øåéïó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ôóíäàìåíòàëüíî ýêâèâàëåíòíû.
Øåéï, ñîäåðæàùèé ïðîñòðàíñòâî X, íàçûâàþò [8] øåéïîì ïðîñòðàíñòâà X è îáîçíà÷à-
þò ÷åðåç Sh(X). Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ äâóõ îêðåñòíîñòíûõ ðåòðàêòîâ A è B ñïðàâåäëèâî
Sh(A) = Sh(B) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåòíû.
Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íî-ïîäîáíûì (êðàòêî CE) [7],

åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà A ⊂ Y ïðîîáðàç f−1(A) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì è äëÿ êàæäîé òî÷êè
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y ∈ Y ïðîîáðàç f−1(y) èìååò øåéï òî÷êè (ò. å. ïðîîáðàç f−1(y) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí
òî÷êå).
Åñëè r : X → F � ðåòðàêöèÿ è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãîìîòîïèÿ h : X × [0, 1] → F , ÷òî

h(x, 0) = x, h(x, 1) = r(x) äëÿ âñåõ x ∈ X, òî r íàçûâàþò äåôîðìàöèîííîé ðåòðàêöèåé, à
F � äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà X. Äåôîðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ r : X → F
íàçûâàåòñÿ ñèëüíî äåôîðìàöèîííîé ðåòðàêöèåé, åñëè äëÿ ãîìîòîïèè h : X × [0, 1] → F
èìååì h(x, t) = x äëÿ âñåõ x ∈ F è âñåõ t ∈ [0, 1] [8].

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ìåðó µ ∈ Pf (X), µ =
n∑
i=1

miδxi . Ïóñòü mi0 ≥ 1 − 1
n+1 . Ìåðå µ

ñîïîñòàâèì òî÷êó δxi0 èç δ(X). Ïîëó÷åííîå ñîîòâåòñòâèå îáîçíà÷èì ÷åðåç rfδ .

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà X îòîáðàæåíèå rfδ : Pf (X) → δ(X) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé, îòêðûòîé, êëåòî÷íîïîäîáíîé (âñå ñëîè ñòÿãèâàåìûå) ðåòðàêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ
(
rfδ

)−1
(δz) ∩

(
rfδ

)−1
(δy) = ∅ ïðè y 6= z, y, z ∈ X. Ïî-

ýòîìó îòîáðàæåíèå rfδ : Pf (X) → δ(X) îïðåäåëåíî êîððåêòíî. ßñíî, ÷òî rfδ (δx) = δx äëÿ

êàæäîé x ∈ X, ò. å. òî÷êè ïðîñòðàíñòâà δ(X) ïðè îòîáðàæåíèè rfδ : Pf (X)→ δ(X) îñòàþòñÿ

íåïîäâèæíûìè. Ýòèì óñòàíîâëåíî, ÷òî rfδ � ðåòðàêöèÿ.

ßñíî, ÷òî ñëîé
(
rfδ

)−1
(δx) êîìïàêòåí äëÿ êàæäîé x ∈ X . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîé

ìåðû µ ∈
(
rfδ

)−1
(δx) îòðåçîê [µ, δx] = {αδx+(1−α)µ : 0 ≤ α ≤ 1} ëåæèò â ñëîå

(
rfδ

)−1
(δx).

Ôèêñèðóåì ñëîé
(
rfδ

)−1
(δx) è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h :

(
rfδ

)−1
(δx)×[0, 1]→

(
rfδ

)−1
(δx)

ïî ïðàâèëó h(µ, t) = (1− t)δx + tµ, ãäå µ =
n∑
i=1

miδi ∈
(
rfδ

)−1
(δx) è t ∈ [0, 1].

Îòîáðàæåíèå h ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé, ñâÿçûâàþùåé ñòàöèîíàðíîå îòîáðàæåíèå

h0 :
(
rfδ

)−1
(δx)→ {δx}

è òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå h1 = id(
rfδ

)−1
(δx)

. Çíà÷èò, êàæäûé ïðîîáðàç
(
rfδ

)−1
(δx),

x ∈ X, èìååò øåéï òî÷êè, ò. å. ðåòðàêöèÿ rfδ êëåòî÷íîïîäîáíàÿ. Áîëåå òîãî, ýòè ïðîîáðàçû
ñòÿãèâàþòñÿ ê òî÷êå.
Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå rfδ : Pf (X) → δ(X) íåïðåðûâíî. Îòìåòèì, ÷òî ïðè âàðüè-

ðîâàíèè ìåð µ0 ∈ P (X), êîíå÷íûõ {U1, . . . , Un} ñîâîêóïíîñòåé êî-íóëü (ñîîòâåòñòâåííî îò-
êðûòûõ) ìíîæåñòâ Ui ïðîñòðàíñòâà (ñîîòâåòñòâåííî êîìïàêòà) X è ÷èñåë ε > 0 ñåìåéñòâî
ìíîæåñòâ âèäà

〈µ0;U1, . . . , Un; ε〉 = {µ ∈ P (X) : µ(Ui)− µ0(Ui) > −ε, i = 1, . . . , n}

îáðàçóåò [9] áàçó òîïîëîãèè ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïðîñòðàíñòâà P (X).

ßñíî, ÷òî rfδ (〈δx;U1, . . . , Un; ε〉 ∩ δ(X)) = 〈δx;U1, . . . , Un; ε〉 ∩ δ(X), ò. å. rfδ |δ(X) � îòêðûòîå
îòîáðàæåíèå. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåðû, íîñèòåëè êîòîðûõ ñîñòîÿò íå ìåíåå
÷åì èç äâóõ òî÷åê, à òàêæå (íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ε < 1/3.

Ïóñòü µ0 =
k∑
i=1

m0iδxi ∈ Pf (X), m0i0 ≥ 1 − 1
k+1 , r

f
δ (µ0) = δxi0 . Ïóñòü V � îòêðûòîå

ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî rfδ (µ0) ∈ 〈V 〉 = {δx : δx(V ) > 0}.
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Ðàññìîòðèì (ïðåäáàçèñíóþ) îêðåñòíîñòü

〈µ0;V ; ε〉 = {µ ∈ P (X) : µ(V )− µ0(V ) > −ε} ∩ Pf (X)

ìåðû µ0, ãäå 0 < ε < 1/3.

Ïóñòü µ =
l∑

i=1
miδxi ∈ 〈µ0;V ; ε〉. Ïî ïîñòðîåíèþ mi′ ≥ 1− 1

l+1 äëÿ íåêîòîðîãî i
′. ßñíî, ÷òî

µ(V ) ≥ mi′ ≥ 1 − 1
l+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xi′ ∈ V . Ïðè xi′ /∈ V èìååì µ(V ) ≤ 1

l+1 ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, µ(V ) − µ0(V ) ≤ 1
l+1 −

k
k+1 ≤ −

1
3 < −ε, âîïðåêè µ ∈ 〈µ0;V ; ε〉. Îòñþäà

xi′ ∈ V , ò. å. rfδ (µ) = δxi′ ∈ 〈V 〉. Èíûìè ñëîâàìè, óñòàíîâëåíî, ÷òî rfδ (〈µ0;V ; ε〉) ⊂ 〈V 〉.
Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå rfδ íåïðåðûâíî.

Ïîêàæåì, ÷òî rfδ (〈µ0;V ; ε〉) = 〈V 〉 = {δx : δx(V ) > 0}. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ V

ïîñòðîèì ìåðó µx = m0i0δx +
k∑

i=1,
i 6=i0

m0iδxi . Òîãäà µ0(V ) − µx(V ) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, µx ∈

〈µ0;V ; ε〉 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîé δx ∈ 〈V 〉 óñòàíîâëåíî, ÷òî
(rfδ )−1(δx) ∩ 〈µ0;V ; ε〉 6= ∅. Ïîýòîìó rfδ (〈µ0;V ; ε〉) = 〈V 〉 è îáðàç rfδ (〈µ0;V ; ε〉) îòêðûòîãî â
Pf (X) ìíîæåñòâà 〈µ0;V ; ε〉 îòêðûò â δ(X). �

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà X ïîäïðîñòðàíñòâî δ(X) ÿâëÿåòñÿ ñèëü-
íûì äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì êîìïàêòà Pf (X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå h : Pf (X) × [0, 1] → Pf (X), îïðåäåëåííîå êîð-
ðåêòíî ôîðìóëîé

h(µ, t) = ht(µ) = (1− t) · µ+ t · rfδ (µ), (µ, t) ∈ Pf (X)× [0, 1].

Îòìåòèì, ÷òî h0 = idPf (X) è h1 = rfδ , ò. å. h � ãîìîòîïèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ îòîáðàæåíèÿ idPf (X)

è rfδ . Äàëåå, èìååì

h(δx, t) = (1− t) · δx + t · rfδ (δx) = (1− t) · δx + t · δx = δx,

ò. å. ht(δx) = δx äëÿ âñåõ δx ∈ δ(X) è t ∈ [0, 1]. Òàêèì îáðàçîì, δ(X) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì
äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì êîìïàêòà Pf (X). �

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî êîìïàêòà X ìíîæåñòâî Pf (X) ÿâëÿåòñÿ îêðåñò-
íîñòíûì ðåòðàêòîì êîìïàêòà P (X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé ìåðû Äèðàêà δx, x ∈ X, ïîñòðîèì îêðåñòíîñòü〈
δx; 1/2

〉
=
{
µ ∈ P (X) : µ(U) > 1/2 äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U 3 x

}
è ðàññìîòðèì îòêðûòîå â P (X) ìíîæåñòâî

⋃
x∈X
〈δx; 1/2〉. ßñíî, ÷òî Pf (X) ⊂

⋃
x∈X
〈δx; 1/2〉.

Êðîìå òîãî, 〈δx; 1/2〉 ∩ 〈δy; 1/2〉 = ∅ ïðè x 6= y. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x 6= y è µ ∈ 〈δx; 1/2〉 ∩
〈δy; 1/2〉. Òîãäà µ(U) > 1/2 è µ(V ) > 1/2 äëÿ âñåõ îòêðûòûõ U 3 x è V 3 y. Ïóñòü U
è V � íåïåðåñåêàþùèåñÿ, ñîäåðæàùèå ñîîòâåòñòâåííî x è y îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Èìååì
µ(U) > 1/2 è µ(V ) > 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî, µ(X) ≥ µ(U ∪ V ) = µ(U) + µ(V ) > 1/2 + 1/2 = 1
âîïðåêè µ ∈ P (X). Çíà÷èò, 〈δx; 1/2〉 ∩ 〈δy; 1/2〉 = ∅ ïðè x 6= y.
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Ïîêàæåì, ÷òî Pf (X) � ðåòðàêò ìíîæåñòâà
⋃
x∈X
〈δx; 1/2〉. Åñëè ν ∈

⋃
x∈X
〈δx; 1/2〉, ãäå ν =

n∑
i=1

niδxi ,
n∑
i=1

ni = 1, ni ≥ 0, i = 1, . . . , n, òî î÷åâèäíî ni0 > 1/2 äëÿ íåêîòîðîãî (åäèíñòâåí-

íîãî) i0 è, ñëåäîâàòåëüíî, r
f
δ (ν) = δxi0 . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå r :

⋃
x∈X
〈δx;U ; 1/2〉 → Pf (X)

ïî ïðàâèëó

r(ν) =


n
n+1 · δxi0 +

n∑
i=1,
i 6=i0

ni
(n+1)(1−ni0 )

δxi , åñëè ni0 <
n
n+1 ;

n∑
i=1

niδxi , åñëè ni0 >
n
n+1 .

Îòîáðàæåíèå r îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Îíî íåïðåðûâíî. Êðîìå òîãî, r(µ) = µ äëÿ ëþáîé
ìåðû µ ∈ Pf (X). Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå r ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêöèåé. �

Íàïîìíèì [7], ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàåìûì ïî ïðîñòðàíñòâó X âî
ìíîæåñòâî B ⊂ X, åñëè âëîæåíèå iA : A→ X ãîìîòîïíî òàêîìó îòîáðàæåíèþ f : A→ X,
÷òî f(A) ⊂ B. Åñëè ïðè ýòîì B ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, òî ãîâîðÿò, ÷òî A ñòÿãèâàåìî ïî
X.
Åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ h : A× I → A òàêàÿ, ÷òî h(y, 0) = iA, è h(y, 1) = {òî÷êà}, òî

A ñòÿãèâåìî ïî X.
Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìûì â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè âñÿêàÿ îêðåñò-

íîñòü U òî÷êè x0 ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü U0, ñòÿãèâàåìóþ ïî U ê òî÷êå. Ïðîñòðàíñòâî X
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìûì, åñëè îíî ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìî â êàæäîé ñâîåé òî÷êå.

Òåîðåìà 2. Ôóíêòîð Pf ñîõðàíÿåò ñòÿãèâàåìîñòü êîìïàêòîâ, ò. å. åñëè X � ñòÿãèâà-
åìûé êîìïàêò, òî Pf (X) � òàêæå ñòÿãèâàåìûé êîìïàêò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì áîëüøå: ôóíêòîð Pf ñîõðàíÿåò ãîìîòîïíîñòü îòîáðàæåíèé. Ïóñòü
h0, h1 : X → Y � ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ, h : X × [0, 1] → Y � ãîìîòîïèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ
îòîáðàæåíèÿ h0, h1, ò. å. h(x, 0) = h0(x), h(x, 1) = h1(x). Âëîæåíèå it0 : X × {t0} → X × I,
îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì it0(x) = (x, t0), x ∈ X, îïðåäåëÿåò âëîæåíèå Pf (it0) : Pf (X ×
{t0}) → Pf (X × I). Äëÿ êàæäîãî t0 ∈ [0, 1] ïðîñòðàíñòâî Pf (X × {t0}) åñòåñòâåííî ãîìåî-
ìîðôíî Pf (X)×{t0}. Ýòîò ãîìåîìîðôèçì ìîæíî îñóùåñòâèòü, êàê ëåãêî âèäåòü, ñ ïîìîùüþ

ñîîòâåòñòâèÿ µt0 ↔ (µ, t0), ãäå µt0 =
n∑
i=1

miδ(xi,t0) ∈ Pf (X × {t0}) è µ =
n∑
i=1

miδxi ∈ Pf (X).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Pf (h) : Pf (X)× [0, 1]→ Pf (Y ) ðàâåíñòâîì

Pf (h)

(
n∑
i=1

miδxi , t

)
=

n∑
i=1

miδh(xi,t).

Èìååì

Pf (h)

(
n∑
i=1

miδxi , 0

)
=

n∑
i=1

miδh(xi,0) =

n∑
i=1

miδh0(xi) = Pf (h0)

(
n∑
i=1

miδxi

)
,

Pf (h)

(
n∑
i=1

miδxi , 1

)
=

n∑
i=1

miδh(xi,1) =
n∑
i=1

miδh1(xi) = Pf (h1)

(
n∑
i=1

miδxi

)
,

ò. å. Pf (h)(µ, 0) = Pf (h0)(µ) è Pf (h)(µ, 1) = Pf (h1)(µ) äëÿ ëþáîé µ ∈ Pf (X). Èíûìè ñëîâàìè,
Pf (h) � ãîìîòîïèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ îòîáðàæåíèÿ Pf (h0) è Pf (h1). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêòîð
Pf ñîõðàíÿåò ãîìîòîïíîñòü îòîáðàæåíèé. �
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2. Àáñîëþòíûå îêðåñòíîñòíûå ðåòðàêòû êîìïàêòîâ è ôóíêòîð Pf

Ëåììà. Äëÿ êîìïàêòà X ìíîæåñòâî Pf (X) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòíûì ðåòðàêòîì ïðî-
ñòðàíñòâà Pω(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà:

Pδ/2(X) = {δx/2 + δy/2 : x, y ∈ X,x 6= y} ⊂ P2(X),

Pω/2(X) =

{
n∑
i=1

miµi : µi ∈ Pδ/2(X);

n∑
i=1

mi = 1,mi ≥ 0

}
⊂ Pω(X).

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ êîìïàêòà X ìíîæåñòâî P δ
2
(X) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ = θδx+(1−θ)δy ∈
[
P δ

2
(X)

]
P2(X)

, 0 < θ < 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñåòü

{ξα = δxα/2 + δyα/2} ⊂ Pδ/2(X), ñõîäÿùàÿñÿ ê ξ îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè ñëàáîé ñõîäèìîñòè,
ò. å. ξα(ϕ) −→

α
ξ(ϕ) äëÿ âñåõ ôóíêöèé ϕ ∈ C(X). Òàê êàê x 6= y, òî â ñèëó õàóñäîðôîâîñòè

ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè Ox è Oy òàêèå, ÷òî Ox ∩ Oy = ∅. Ïîýòîìó, íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {xα} ⊂ Ox è {yα} ⊂ Oy. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
ϕ ∈ C(X) òàêóþ, ÷òî ϕ(x) = ϕ(xα) = 1, ϕ(y) = ϕ(yα) = 0 ïðè âñåõ α. Äëÿ êàæäîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ α(ε), ÷òî |(ξ − ξα)(ϕ)| < ε, ïðè âñåõ α � α(ε). Îòñþäà

|(θδx + (1− θ)δy − δxα/2− δyα/2) (ϕ)| = |θ − 1/2| < ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε è èç òîãî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íå çàâèñèò
îò α, âûòåêàåò ðàâåíñòâî θ = 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî, ξ = δx/2 + δy/2 ∈ Pδ/2(X). Îòñþäà[
Pδ/2(X)

]
P2(X)

⊂ Pδ/2(X), ò. å. Pδ/2(X) çàìêíóòî â P2(X). Òàê êàê P2(X) � êîìïàêò, òî

Pδ/2(X) � òàêæå êîìïàêò. �

Óòâåðæäåíèå 2. Ìíîæåñòâî Pω/2(X) çàìêíóòî â Pω(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ =
s∑

k=1

mkδxk ∈
[
Pω/2(X)

]
Pω(X)

, è {µα} ⊂ Pω/2(X) � ñåòü, ñõîäÿ-

ùàÿñÿ ê µ îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè ñëàáîé ñõîäèìîñòè, ò. å. µα(ϕ)→ µ(ϕ) äëÿ âñåõ ôóíêöèé

ϕ ∈ C(X). Ïóñòü µα =
sα∑
j=1

mα
klj

(
δxαkj/2 + δxαlj/2

)
, ãäå {xαkj} ⊂ X � ñåòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê xk

îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X, ãäå k, l ∈ {1, . . . , s}, mα
klj = mα

lkj , x
α
kj 6= xαlj ïðè

k 6= l. Îòìåòèì, ÷òî ê îäíîé è òîé æå òî÷êå xk ìîæåò ñõîäèòüñÿ íåñêîëüêî ñåòåé, íàïðèìåð,
xαkj1−→αxk, x

α
kj2
−→αxk, è òàê äàëåå. Òàêæå ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ñåòü ñòàöèîíàðíàÿ. Òàê

êàê xk 6= xl ïðè k 6= l, òî â ñèëó õàóñäîðôîâîñòè ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè
Oxk òî÷åê xk, k = 1, . . . , s, òàêèå, ÷òî Oxk ∩ Oxl = ∅ ïðè k 6= l. Ïîýòîìó, íå îãðàíè-

÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
{
xαkj

}
α
⊂ Oxk, k = 1, . . . , s, j ∈ {1, . . . , sα}. Èìååì

µα =
sα∑
j=1

mα
klj

(
δxαkj/2 + δxαlj/2

)
=

s∑
k=1

(∑
l

mα
klj/2

)
δxαkj . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ ∈ C(X) òà-

êóþ, ÷òî ϕ(xk) = ϕ
(
xαkj

)
= sign

(
mk −

(∑
j,l

mα
klj/2

))
ïðè âñåõ α. Çäåñü k = 1, . . . , s,
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l ∈ {1, . . . , s} \ {k}, j ∈ {1, . . . , sα}. Äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ α(ε), ÷òî

|(µ− µα)(ϕ)| =

∣∣∣∣∣∣
 s∑
k=1

mkδxk −
s∑

k=1

(∑
j,l

mα
klj/2

)
δxαkj

 (ϕ)

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
s∑

k=1

mkϕ(xk)−
s∑

k=1

(∑
j,l

mα
klj/2

)
ϕ
(
xαkj
)∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
s∑

k=1

mk −
∑
j,l

mα
klj/2

ϕ (xk)

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
s∑

k=1

∣∣∣∣∣mk −
∑
j,l

mα
klj/2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ =

s∑
k=1

∣∣∣∣∣∣mk −
∑
j,l

mα
klj/2

∣∣∣∣∣∣ < ε

ïðè α � α(ε). Çíà÷èò, mk = lim
α

∑
j,l

mα
klj/2, k = 1, . . . , s, l ∈ {1, . . . , s} \ {k}, j ∈ {1, . . . , sα}.

Ïîëîæèì lim
α
mα
klj =mklj , mkl=

∑
j
mklj . Òîãäà mk=

∑
l

mkl/2, k = 1, . . . , s, l ∈ {1, . . . , s}\{k}.

Ñëåäîâàòåëüíî,

µ =

s∑
k=1

mkδxk =

s∑
k=1

(∑
l

mkl/2
)
δxk =

∑
k,l

mkl (δxk/2 + δxl/2) ,

ò. å. µ ∈ Pω/2(X). Òàêèì îáðàçîì, Pω/2(X) çàìêíóòî â Pω(X). �

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü µ =
s∑
i=1

miδxi ∈ Pω(X). Âêëþ÷åíèå µ ∈ Pω/2(X) ñïðàâåäëèâî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà mi ≤ 1/2 ïðè âñåõ i = 1, . . . , s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ êàæäàÿ ìåðà µ ∈ Pω/2(X) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå µ =∑
1≤i,j≤s

mij

(
δxi/2 + δxj/2

)
. Òàê êàê mij = mji, òî èìååì µ =

s∑
i=1

(∑
j
mij/2

)
δxi . Îáîçíà÷àÿ

mi = 1
2

∑
j
mij è èìåÿ â âèäó

∑
j
mij ≤

∑
1≤i,j≤s

mij = 1, ïîëó÷èì mi ≤ 1/2 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s.

Ïóñòü òåïåðü µ =
s∑
i=1

miδxi ∈ Pω(X) è mi ≤ 1/2 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s. Ôèêñèðóåì ìíî-

æåñòâî {x1, . . . , xk}. Òîãäà òî÷êè âèäà δxi/2 + δxj/2, i, j ∈ {1, . . . , k} ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè
âûïóêëîãî ìíîæåñòâà, îáðàçîâàííîãî àôôèííîé êîìáèíàöèåé

∑s
i=1miδxi ìåð Äèðàêà δxi è

÷èñåë mi, 0 ≤ mi ≤ 1/2, i = 1, . . . , k,
∑s

i=1mi = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, µ ∈ Pω/2(X). �

Ïåðåõîäèì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû. Ìíîæåñòâî Pω(X)\Pω/2(X) îòêðûòî â Pω(X)

è Pf (X) ⊂ Pω(X)\Pω/2(X). Ïóñòü
m∑
i=1

αiδxi ∈ Pω/2(X). Òîãäà αi0 >
1
2 äëÿ íåêîòîðîãî (åäèí-

ñòâåííîãî) i0 ∈ {1, . . . ,m}. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå r : Pω(X)\Pω/2(X)→ Pf (X) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

r

(
n∑
i=1

αiδxi

)
=


n
n+1 · δxi0 +

∑n
i=1,
i 6=i0

αi
(n+1)(1−αi0 )

δxi , åñëè αi0 <
n
n+1 ;∑n

i=1 αiδxi , åñëè αi0 >
n
n+1 .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå r ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêöèåé. �

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X � A(N)R-êîìïàêò. Òîãäà Pf (X) � ANR-êîìïàêò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � îêðåñòíîñòíûé ðåòðàêò íåêîòîðîãî êîìïàêòà Y , U � îòêðû-
òîå ìíîæåñòâî â Y òàêîå, ÷òî U ⊃ X è ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèÿ r : U → X.
Ðàññìîòðèì îòêðûòîå â Pf (Y ) ìíîæåñòâî 〈U ; 1/2〉 = {µ ∈ Pf (Y ) : µ(U) > 1/2}. ßñíî, ÷òî

Pf (X) ⊂ 〈U ; 1/2〉. Ïóñòü ν ∈ 〈U ; 1/2〉 ⊂ Pf (Y ), ν =
n∑
i=1

niδyi ,
n∑
i=1

ni = 1, ni ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n,

ni0 ≥ n
n+1 . Òîãäà r

x
f (ν) = δyi0 . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî yi0 ∈ U è, ñëåäîâàòåëüíî, δyi0 ∈ 〈U ; 1/2〉.

Ïîëîæèì

rYU (ν) =

ni0 +
∑

yi∈Y \U

ni

 δyi0 +
∑
yi∈U

niδyi .

Î÷åâèäíî, rYU (ν) ∈ Pf (Y ) è supprYU (ν) ⊂ U . Êðîìå òîãî, rYU (ν) = ν äëÿ âñÿêîé ìåðû ν ∈
Pf (Y ) òàêîé, ÷òî suppν ⊂ U . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå rYU (ν) : 〈U ; 1/2〉 → 〈U ; 1/2〉
íåïðåðûâíî. Ïîëîæèì

R
(
rYU (ν)

)
=

ni0 +
∑

yi∈Y \U

ni

 δr(yi0) +
∑
yi∈U

niδr(yi).

Ïî ïîñòðîåíèþ R
(
rYU (ν)

)
∈ Pf (X). Îòîáðàæåíèå R

〈
U ; 1

2

〉
→ Pf (X) îïðåäåëåíî êîððåêòíî.

Òàê êàê ðåòðàêöèÿ r : U → X íåïðåðûâíà, òî íåïðåðûâíî îòîáðàæåíèå R. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî R

(
rYU (ν)

)
= ν äëÿ âñÿêîé ìåðû ν ∈ Pf (X). Òàêèì îáðàçîì, R ◦ rYU : 〈U ; 1/2〉 → Pf (X)

� èñêîìàÿ ðåòðàêöèÿ. Èòàê, ìíîæåñòâî Pf (X) � îêðåñòíîñòíûé ðåòðàêò êîìïàêòà Pf (Y ).
Òåïåðü ïðèìåíåíèå ëåììû è òåîðåìû (3.1) èç [7] çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Íà ôóíêòîðèàëüíîì ÿçûêå òåîðåìà 3 âûãëÿäèò êàê

Ñëåäñòâèå 1. Ôóíêòîð Pf ñîõðàíÿåò ANR-êîìïàêòû.

Èç òåîðåìû 3 è ïðåäëîæåíèÿ 1 âûòåêàåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü X � êîìïàêò. Pf (X) ∈ ARN òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X ∈ ARN .

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ òàêæå èçâëåêàþòñÿ èç òåîðåìû 3.

Ñëåäñòâèå 3. Ôóíêòîð Pf ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî êîìïàêòà áûòü Q-ìíîãîîáðàçèåì èëè ãèëü-
áåðòîâûì êèðïè÷îì.

Ñëåäñòâèå 4. Ôóíêòîð Pf ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ñëîåâ îòîáðàæåíèé áûòü ARN -êîìïàêòîì,
êîìïàêòíûì Q-ìíîãîîáðàçèåì è ãèëüáåðòîâûì êèðïè÷îì (êîíå÷íîé ñóììîé ãèëüáåðòîâûõ
êèðïè÷åé).

Àâòîð âûðàæàåò ñâîþ ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ðåöåíçåíòó çà âûÿâëåííûå èì íåäî-
ñòàòêè è ïîëåçíûå ñîâåòû.
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A.A. Zaitov

Geometrical and topological properties of a subspace Pf (X) of probability measures

Abstract. We prove that for a compact X the space Pf (X) is an absolute neighbourhood retract
if and only if X is an absolute neighbourhood retract. Futher, we demonstrate that a functor Pf

preserves the property of a compact to be Q-manifold or Hilbert cube, preserves the propetry of a
map to be absolute neighbourhood retract in a class of compact, to be Q-manifold or Hilbetr cube
(finite sum of Hilbert cube).
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