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0

2 -ìíîæåñòâà, ïðåäåëüíî ìîíîòîííûå�óíêöèè, ïðåäåëüíî ìîíîòîííûå ìíîæåñòâà.ÂâåäåíèåÎáîçíà÷èì ÷åðåç ω = {0, 1, 2, . . .} ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.Ôóíêöèÿ f : ω → ω íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíî ìîíîòîííîé, åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëè-ìàÿ �óíêöèÿ ϕ(x, s) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ ω1) f(x) = lim
s→∞

ϕ(x, s) ;2) ϕ(x, s) 6 ϕ(x, s + 1) ∀s ∈ ω .Ìíîæåñòâî A ⊆ ω áóäåì íàçûâàòü ïðåäåëüíî ìîíîòîííûì, åñëè A = ∅ èëè îíîÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé ïðåäåëüíî ìîíîòîííîé �óíêöèè.Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë X ∈ 2ω . Ñïåêòðîì ïðåäåëüíîé ìîíî-òîííîñòè (èíîãäà áóäåì íàçûâàòü åãî ïðîñòî ñïåêòðîì è îáîçíà÷àòü êàê lmSp(A))ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ X ∈ 2ω òàêèõ, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ïðå-äåëüíî ìîíîòîííûì ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé �óíêöèè ϕ(x, s) òàêîé,÷òî ϕ 6T X .Â îáîçíà÷åíèÿõ è òåðìèíîëîãèè ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ â îñíîâíîì ìîíîãðà-�èè [1℄. Ìû èìååì äåëî ñ ìíîæåñòâàìè è �óíêöèÿìè, çàäàííûìè íà ìíîæåñòâå ω .Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä ω èñïîëüçó-åòñÿ çàïèñü ω<ω . Íà ìíîæåñòâå ω<ω äëÿ ëþáûõ äâóõ ñòðîê x è y îïðåäåëèì èõïîêîìïîíåíòíûé ïîðÿäîê, à èìåííî x1x2 . . . xn 4 y1y2 . . . yn òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà x1 6 y1 & x2 6 y2 & . . . & xn 6 yn . Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì âû÷èñëèìîîòîæäåñòâèòü ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê, çàäàííûõ íà ω , ñ ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ÷èñåë, òî åñòü ìîæåì çàäàòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ω<ω ⇋ ω . Òîãäàïîä çàïèñüþ B<ω áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî íîìåðîâ ñòðîê x1x2 . . . xn òàêèõ, ÷òî
x1 ∈ B, x2 ∈ B, . . . , xn ∈ B .Â ðàáîòå [2℄ ââåäåíî ïîíÿòèå ñâîäèìîñòè íà ñåìåéñòâàõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëü-íûõ ÷èñåë, ñîãëàñîâàííîå ñ ïîíÿòèåì Σ-îïðåäåëèìîñòè â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ.Îáîçíà÷èì ÷åðåç FA ñåìåéñòâî íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ {{x | x < n} | n ∈ A} . Â ñî-îòâåòñòâèè ñ ðàáîòîé [2℄ îïðåäåëèì lm-ñâîäèìîñòü ìíîæåñòâ êàê Σ-ñâîäèìîñòüñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ, à èìåííî A 6lm B òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà FA 6Σ FB . Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íàì áóäåò óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ ýêâèâàëåíò-íûì ïîíÿòèåì lm-ñâîäèìîñòè. 22
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2 -ÌÍÎÆÅÑÒÂ 23Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A 6lm B , åñëè A = {θ(x), x ∈ B<ω} ,ãäå θ(x) � ïðåäåëüíî ìîíîòîííàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ïî ñâîèìàðãóìåíòàì, òî åñòü åñëè θ(y) ↓ è x 4 y , òî θ(x) ↓ è θ(x) 6 θ(y) .Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A ≡lm B , åñëè A 6lm B è B 6lm A .Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå 6lm ðå�ëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, òàê ÷òî ≡lm ÿâëÿåòñÿîòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.Ïðåäåëüíî ìîíîòîííîé ñòåïåíüþ (èëè, èíà÷å, lm-ñòåïåíüþ) ìíîæåñòâà A íàçî-âåì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè deg(A) = {B : B ≡lm A} . Â äàëüíåéøåì lm-ñòåïåíüþìíîæåñòâ áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðî÷íûìè ïîëóæèðíûìè áóêâàìè a, b, . ×åðåç Slmîáîçíà÷èì êëàññ âñåõ lm-ñòåïåíåé. Ñòåïåíè èç Slm îáðàçóþò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîêîòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ deg(A) 6 deg(B) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A 6lm B .Áóäåì çàïèñûâàòü deg(A) < deg(B) , åñëè A < lmB , òî åñòü åñëè A 6lm B è
B 
lm A .Âî âòîðîì ïàðàãðà�å íàñòîÿùåé ñòàòüè ìû äîêàæåì, ÷òî êàæäûé ñ÷åòíûé ÷àñ-òè÷íûé ïîðÿäîê âêëàäûâàåòñÿ â Slm .Ïîêàæåì ñåé÷àñ îòñóòñòâèå íàèáîëüøåãî Σ0

2 -ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî lm-ñâîäè-ìîñòè, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñïåêòðà ïðåäåëüíî ìîíîòîííûõ Σ0
2 -ìíîæåñòâ. Äëÿ ýòî-ãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ òåîðåìàìè, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ ìîæíîíàéòè â ðàáîòå [3℄.Òåîðåìà 1. Åñëè S ∈ Σ0

2 , òî ñïåêòð ìíîæåñòâà S ñîäåðæèò íèçêóþ ñòå-ïåíü.Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî X 6T ∅′ íå ÿâëÿåòñÿ 2-íèçêèì òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà X ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó êàæäîãî ìíîæåñòâà S ∈ Σ0
2 .Îòñþäà, êàê ñëåäñòâèå èç ýòèõ òåîðåì, íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèéðåçóëüòàò, óñòàíàâëèâàþùèé îòñóòñòâèå íàèáîëüøåãî Σ0

2 -ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíîlm-ñâîäèìîñòè.Ñëåäñòâèå 1. Íå ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåãî Σ0
2 -ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíîlm-ñâîäèìîñòè1.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðèâåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèé ñïåêòðà è lm-ñâîäèìî-ñòè íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè A 6lm B è B ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíî ìîíîòîííûììíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî �óíêöèè ϕ(x, s) , ãäå ϕ 6T X , òî A òàêæå ÿâëÿåòñÿïðåäåëüíî ìîíîòîííûì ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé �óíêöèè ϕ 6T X .Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð ïðåäåëüíîé ìîíîòîííîñòè ìíîæå-ñòâà B ñîäåðæèòñÿ â ñïåêòðå ïðåäåëüíîé ìîíîòîííîñòè ìíîæåñòâà A , òî åñòü

lmSp(B) ⊆ lmSp(A) . Äàëåå, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1, ïîëó÷èì, ÷òî åñëè B ∈ Σ0
2 , òî äëÿêëàññà low âñåõ íèçêèõ ìíîæåñòâ èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå low ⊆ lmSp(B) . Èç òåî-ðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êëàññà Nonlow2 âñåõ íå 2-íèçêèõ ìíîæåñòâ èìååò ìåñòîðàâåíñòâî Nonlow2 =

⋂

A∈Σ0

2

(lmSp(A) ↾ ∅′) , ãäå ïîä âûðàæåíèåì lmSp(A) ↾ ∅′ ïî-íèìàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñïåêòðà lmSp(A) , T -ñâîäÿùèõñÿ ê ∅′ . Êðîìå òîãî,èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ íèçêàÿ ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ òàêæå è 2-íèçêîé. Òàêèì îáðàçîì,åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì Σ0
2 -ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî lm-ñâîäèìîñòè, òî ïîëó÷èì lmSp(B) =

⋂

A∈Σ0

2

(lmSp(A)) . �àññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäíååðàâåíñòâî â îãðàíè÷åíèè íà ∅′ , òî åñòü lmSp(B) ↾ ∅′ =
⋂

A∈Σ0

2

(lmSp(A) ↾ ∅′) . Â èòîãå
1Àâòîðû íàñòîÿùåé ñòàòüè áëàãîäàðíû Ì.Õ. Ôàéçðàõìàíîâó çà âûñêàçàííûå èäåè, êîòîðûåëåãëè â îñíîâó äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî ðåçóëüòàòà.



24 Ä.Õ. ÇÀÉÍÅÒÄÈÍÎÂ, È.Ø. ÊÀËÈÌÓËËÈÍïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî êëàññ íèçêèõ ìíîæåñòâ ñîäåðæèòñÿ â êëàññå íå2-íèçêèõ ìíîæåñòâ:
low ⊆ lmSp(B) ↾ ∅′ =

⋂

A∈Σ0

2

(lmSp(A) ↾ ∅′) = Nonlow2.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, íà êîòîðûå ìû áóäåì îïèðàòüñÿ ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâïðåäåëüíî ìîíîòîííîé ñâîäèìîñòè, ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [4℄ è [5℄. Äàëåå äîêàæåìëåììó, êîòîðàÿ áóäåò ïîëåçíà íàì âî âòîðîì ïàðàãðà�å íàñòîÿùåé ñòàòüè.Ëåììà 1. Åñëè A ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì Σ0
2 -ìíîæåñòâîì è ñóùåñòâóåò áåñ-êîíå÷íîå ìíîæåñòâî B , ñîäåðæàùååñÿ â A , òî A 6lm B .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � áåñêîíå÷íîå Σ0

2 -ìíîæåñòâî è ñóùåñòâóåò áåñêî-íå÷íîå ìíîæåñòâî B ⊆ A . Òàê êàê A ÿâëÿåòñÿ Σ0
2 -ìíîæåñòâîì, òî ñóùåñòâóåòòàêàÿ âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ h , ÷òî äëÿ êàæäîãî a ∈ ω èìååì

a ∈ A ⇐⇒ Wh(a) êîíå÷íî.Çà�èêñèðóåì âû÷èñëèìûé íàáîð ïàð {(xk, ak)}k∈ω òàêèõ, ÷òî xk � íåïóñòàÿ ñòðîêà
xk = bk,0bk,1 . . . bk,sk−1 ∈ ω<ω è ak < bk,0 . Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî A 6lm B ,îïðåäåëèì ïðåäåëüíî ìîíîòîííóþ �óíêöèþ θ(xk, s) , êîòîðàÿ çàäàåò ìíîæåñòâî Aâ ñëåäóþùåì âèäå:

A = {θ(xk, s), xk ∈ B<ω, s ∈ ω, k ∈ ω}.Îïðåäåëèì èñêîìóþ �óíêöèþ â âèäå
θ(xk, s) =

{

ak, åñëè Wh(ak),s ⊆ Wh(ak),sk
,

bk,0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Äîêàæåì, ÷òî θ(xk) = lim
s→∞

θ(xk, s) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíî ìîíîòîííîé àïïðîêñè-ìàöèåé äëÿ ìíîæåñòâà A . Â ñàìîì äåëå, âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ k, s ∈ ωñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå θ(xk, s) 6 θ(xk, s + 1) . Âî-âòîðûõ, ëåãêî óâèäåòü, ÷òî
max
s∈ω

θ(xk, s) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ k ∈ ω , òàê êàê max
s∈ω

θ(xk, s) 6 bk,0 .Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ∈ A . Òàê êàê ìíîæåñòâî B áåñêîíå÷íî, òî ñóùå-ñòâóåò òàêîå k , ÷òî xk ∈ B<ω , bk,0 > ak , ãäå a = ak è Wh(ak) = Wh(ak),sk
. Òîãäàäëÿ ëþáîé äëèíû s ñòðîêè xk èìååì Wh(ak),s ⊆ Wh(ak),sk

. Ïîýòîìó lim
s→∞

θ(xk, s) =
= ak = a .Äîïóñòèì, ÷òî a /∈ A . Òîãäà ìíîæåñòâî Wh(a) äîëæíî áûòü áåñêîíå÷íûì. Âû-áåðåì k, s òàêèå, ÷òî θ(xk, s) = a è xk ∈ B<ω . Òîãäà ñóùåñòâóåò s′ > s , äëÿêîòîðîãî Wh(ak),s′ * Wh(ak),sk

. Â èòîãå èìååì, ÷òî θ(xk, s′) = bk,0 > a äëÿ âñåõ
s′ > s . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî a 6= lim

s→∞
θ(xk, s) äëÿ âñåõ íîìåðîâ k ∈ ω .1. Ñóùåñòâîâàíèå ïàðû íåñðàâíèìûõ ìíîæåñòâÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íåñðàâíèìûõ Σ0

2 -ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî lm-ñâîäèìîñòè.Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóþò òàêèå Σ0
2 -ìíîæåñòâà A è B , ÷òî A 
lm Bè B 
lm A .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕe(x, t) , ãäå e ∈ ω � ðàâíîìåðíîå ïåðå÷èñëåíèå âñåõ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûõ �óíêöèé ϕ òàêèõ, ÷òî åñëè çíà÷åíèå ϕ(x, t′) îïðåäåëåíî
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2 -ÌÍÎÆÅÑÒÂ 25äëÿ ëþáîãî øàãà t′ > t , òîãäà çíà÷åíèå �óíêöèè ϕ(x, t) îïðåäåëåíî è íà âñåõïðåäûäóùèõ øàãàõ t è ϕ(x, t) 6 ϕ(x, t′) .Äàëåå, íà øàãå s íàøåé êîíñòðóêöèè ìû îïðåäåëèì êîíå÷íûå ìíîæåñòâà As è
Bs òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû A(y) = lim

s→∞
As(y) è B(y) = lim

s→∞
Bs(y) äëÿ ëþáîãî y .Ñ�îðìóëèðóåì óñëîâèÿ, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäåì èìåíîâàòüòðåáîâàíèÿìè

R2e è R2e+1 , êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ìíîæåñòâà A è B :
R2e : (∀x ∈ B<ω) [f2e(x) = lim

t→∞
ϕ2e(x, t) < ω] =⇒ A 6= rng (f2e);

R2e+1 : (∀x ∈ A<ω) [f2e+1(x) = lim
t→∞

ϕ2e+1(x, t) < ω] =⇒ B 6= rng (f2e+1).Ñòðàòåãèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òîëüêî îäíîãî òðåáîâàíèÿ R2e ñîñòîèò â òîì, ÷òîáûíà øàãå s âûáðàòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî m2e . Çàòåì ïîìåñòèòü åãî â A , òî åñòüïîëîæèòü As(m2e) = 1 . Ïðè ýòîì òðåáîâàíèå R2e áóäåò óäîâëåòâîðåíî, òàê êàê
As(m2e) = 1 è f2e(x) ↑ . Åñëè íà áîëåå ïîçäíåì øàãå t0 ìû íàéäåì x ∈ B<ω òàêîé,÷òî ϕ2e(x, t0) = m2e , òîãäà äëÿ âûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèÿ R2e íåîáõîäèìî óäàëèòü
m2e èç A , òî åñòü ïîëàãàåì A(ϕ2e(x, t)) = 0 äëÿ ëþáîãî t > t0 . Èòàê, èìååì ëèáî
As(m2e) = 1 è f2e(x) ↑ , ëèáî f2e(x) ↓ è As(ϕ2e(x, t)) = 0 .Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâ A è B .Íàøàãå s ìû ïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ me , xe è ne = ϕ(xe, s)äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé Re . Êàæäûé èç ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü òàêæå íåîïðåäåëåí.Øàã 0 . Ïóñòü A0 = B0 = ∅ , ñ÷èòàåì âñå ïàðàìåòðû íåîïðåäåëåííûìè.Øàã s > 0 . Äëÿ êàæäîãî ïîäøàãà i = 0, 1, 2, . . . , s−1 ìû âûïîëíÿåì ñëåäóþùèåäåéñòâèÿ:Ïîäøàã i = 2e .1. Åñëè m2e ↑ , òîãäà â êà÷åñòâå m2e áåðåì íàèìåíüøèé íîìåð â ω[e] , áîëüøèé,÷åì âñå mj , j < e , êîòîðûé íå çàïðåùåí íèêàêèì òðåáîâàíèåì. Ïðè ýòîì òðåáî-âàíèå R2e çàïðåùàåò m2e â A . Ïîëàãàåì As(m2e) = 1 è âûïîëíÿåì ñëåäóþùèéïîäøàã èëè, åñëè i = s − 1 , òî ïåðåõîäèì ê øàãó s + 1 .2. Äîïóñòèì, ÷òî x2e ↑ , n2e ↑ è ñóùåñòâóåò x ∈ B<ω òàêîé, ÷òî ϕ2e(x, s) =
= m2e . Òîãäà îïðåäåëèì x2e = x è n2e = m2e . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî x2e ↓è ϕ2e(x2e, s) = m2e . Òîãäà óäàëÿåì m2e èç A , òî åñòü As(m2e) = 0 . Òðåáîâàíèå R2eçàïðåùàåò âñå ýëåìåíòû ñòðîêè x ∈ B<ω â ìíîæåñòâå B . Âûïîëíÿåì ñëåäóþùèéïîäøàã èëè, åñëè i = s − 1 , ïåðåõîäèì ê øàãó s + 1 .3. Ïóñòü òåïåðü x2e ∈ B<ω , n2e = ϕ2e(x2e, s) . Ïîëàãàåì As(n2e) = 0 . Åñëè îêà-æåòñÿ, ÷òî n2e çàïðåùåí òðåáîâàíèåì Rj äëÿ j > 2e , òî ïîëàãàåì âñå ïàðàìåòðûè çàïðåòû äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé Rj ïðè j > 2e íåîïðåäåëåííûìè.Ïîäøàã i = 2e + 1 . Ïðîâîäèì òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî è ïðè i = 2e , íî ìåíÿåì Aè B ìåñòàìè. Åñëè òàêîãî i íå ñóùåñòâóåò, òî ïîëàãàåì As+1 = As , Bs+1 = Bs è
xs+1

e = xs
e è ns+1

e = ns
e äëÿ ëþáîãî e .Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî As(y) èëè Bs(y) îñòàþòñÿ íåîïðåäåëåííûìè äëÿ íåêîòî-ðîãî y ê êîíöó øàãà s , òî ïîëàãàåì, ÷òî As(y) = As−1(y) è Bs(y) = Bs−1(y)ñîîòâåòñòâåííî. Øàã s çàâåðøåí.Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîêàæåì íåñêîëüêî ïðîìåæóòî÷íûõóòâåðæäåíèé.Ïðåäëîæåíèå 1. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî øàãà, çíà÷åíèå êàæäîãî ïàðàìåòðà

me áîëüøå íå ìåíÿåòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî
i < e . Ïóñòü s0 � òàêîé øàã, íà êîòîðîì êàæäîå çíà÷åíèå mi, i < e óæå äîñòèãëî



26 Ä.Õ. ÇÀÉÍÅÒÄÈÍÎÂ, È.Ø. ÊÀËÈÌÓËËÈÍñâîåãî ïðåäåëà; çíà÷åíèå xi óæå îïðåäåëåíî, ýëåìåíòû ñòðîêè xi óæå çàïðåùå-íû òðåáîâàíèåì Ri , i < e . Ïóñòü k > e � íàèìåíüøåå ÷èñëî, êîòîðîå íå çàïðå-ùåíî ýòèìè òðåáîâàíèÿìè è íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ýòèõ êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ
lim

s→∞
ni,s = lim

s→∞
ϕi(xi, s) < ∞ . Ïóñòü s1 > s0 � òàêîé øàã, ÷òî äëÿ âñåõ s > s1

ϕi(xi, s) 6= k äëÿ âñåõ i < e . Òîãäà ïîñëå øàãà s1 çíà÷åíèå me 6 k íå ìîæåò áûòüèçìåíåíî.Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè f2e(x) = lim
t→∞

ϕ2e(x, t) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî x ∈

∈ B<ω , òî A 6= rng (f2e) .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ñóùåñòâóåò e òàêîå, ÷òî
A = rng (f2e) . Ïóñòü s0 � íàèìåíüøèé øàã, íà êîòîðîì âñå ÷èñëà mi , i 6 2e ,äîñòèãàþò ñâîåãî ïðåäåëà. Òîãäà íà íåêîòîðîì áîëåå ïîçäíåì øàãå s > s0 íàìíåîáõîäèìî âûïîëíèòü âòîðîé ïóíêò èç êîíñòðóêöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ Aè B , èíà÷å ïîëó÷èì, ÷òî A(m2e) = 1 , íî m2e /∈ rng (f2e) . Ïóñòü m2e = ϕ2e(x2e, s) ,çäåñü øàã s ïîíèìàåòñÿ êàê ìèíèìàëüíûé íîìåð øàãà, èñïîëüçóþùèéñÿ âî âòîðîìïóíêòå êîíñòðóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ øàãà t > s èìååì n2e = ϕ2e(x2e, t) è
At(n2e) = 0 . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî At(ϕ2e(x2e, t)) = At(f2e) = 0 . Ýòîïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî A = rng (f2e) .Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî óòâåðæäå-íèÿ.Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè f2e+1(x) = lim

t→∞
ϕ2e+1(x, t) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî

x ∈ A<ω , òî B 6= rng (f2e+1) .Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî y ñóùåñòâóåò lim
s→∞

As(y) . Êðîìå òîãî, A(y) =

= lim
s→∞

As(y) è A ÿâëÿåòñÿ Σ0
2 -ìíîæåñòâîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå ÷èñëà m2e äëÿ ðàçëè÷íûõ òðåáîâàíèéáûëè ðàçëè÷íûìè, âûáåðåì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà m2e äëÿ òðåáîâàíèÿ R2e ÷èñëà yèç ω[2e] = {〈x, i〉 : i = 2e} . Ïóñòü s0 � íàèìåíüøèé øàã, íà êîòîðîì êàæäîå çíà÷åíèå

mj , j 6 2e , óæå äîñòèãëî ñâîåãî ïðåäåëà. Ïîñêîëüêó y ìîæíî ïîìåñòèòü â A<ω ,åñëè òîëüêî y = m2e , òî A(y) ïîñëå øàãà s0 ìîæåò èçìåíèòüñÿ íå áîëåå îäíîãîðàçà. Ïîýòîìó A áóäåò Σ0
2 -ìíîæåñòâîì.Ïðåäëîæåíèå 5. Äëÿ ëþáîãî y ñóùåñòâóåò lim

s→∞
Bs(y) . Êðîìå òîãî, B(y) =

= lim
s→∞

Bs(y) è B ÿâëÿåòñÿ Σ0
2 -ìíîæåñòâîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðîâå-äåííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 4, òîëüêî âìåñòî 2e è A èñïîëüçóåì

2e + 1 è B ñîîòâåòñòâåííî.Ýòèì óòâåðæäåíèåì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â öåëîì.2. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåñðàâíèìûõ Σ0
2 -ìíîæåñòâîòíîñèòåëüíî lm-ñâîäèìîñòèÂ äàííîì ïàðàãðà�å ìû îáîáùèì ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ïåðâîì ïàðàãðà�å,à èìåííî ïîñòðîèì áåñêîíå÷íóþ ðàâíîìåðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåñðàâíèìûõ

Σ0
2 -ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî lm-ñâîäèìîñòè.
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2 -ìíîæåñòâ {Ai}i∈ω , ÷òî Ai 
lm

⋂

j 6=i

Aj , ïðè÷¼ì ⋂

j∈ω

Aj áåñêîíå÷íî è
x ∈ Ai ïðè x < i .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕe(x, t) , ãäå e ∈ ω � ðàâíîìåðíîå ïåðå÷èñëåíèå âñåõ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûõ �óíêöèé ϕ òàêèõ, ÷òî åñëè çíà÷åíèå ϕ(x, t′) îïðåäåëåíî äëÿëþáîãî øàãà t′ > t , òî çíà÷åíèå �óíêöèè ϕ(x, t) îïðåäåëåíî è íà âñåõ ïðåäûäóùèõøàãàõ t è ϕ(x, t) 6 ϕ(x, t′) .Íà øàãå s íàøåé êîíñòðóêöèè ìû îïðåäåëÿåì êîíå÷íûå ìíîæåñòâà Ai,s òàêèìîáðàçîì, ÷òîáû Ai(y) = lim

s→∞
Ai,s(y) äëÿ ëþáîãî y .Â õîäå ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ Ai áóäåì ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû ïðåäèêàò � x ∈ Ai �ïðèíàäëåæàë êëàññó Σ0

2 , èíûìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî ⊕Ai = {〈x, i〉 : x ∈ Ai &
i ∈ ω} äîëæíî ïðèíàäëåæàòü êëàññó Σ0

2 -ìíîæåñòâ.Äëÿ êàæäîé ïàðû 〈e, i〉 è äëÿ ëþáîãî k ∈ ω óäîâëåòâîðÿåì òðåáîâàíèÿì R〈e,i〉è Pk , êîòîðûå çàäàäèì â ñëåäóþùåì âèäå:
R〈e,i〉 :

(

∀x ∈
(

⋂

j 6=i

Aj

)<ω [

fe(x) = lim
t→∞

ϕe(x, t) < ω
]

)

=⇒ Ai 6= rng (fe);

Pk : max
⋂

i∈ω

Ai > k.Ñòðàòåãèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ åäèíñòâåííîãî òðåáîâàíèÿ R〈e,i〉 ñîñòîèò â òîì,÷òîáû íà øàãå s ïðèêðåïèòü ê R〈e,i〉 ïîòåíöèàëüíîãî ¾ñâèäåòåëÿ¿ m〈e,i〉 . Çàòåìïîìåñòèòü åãî â Ai , òî åñòü ïîëîæèòü Ai,s(m〈e,i〉) = 1 . Ïðè ýòîì òðåáîâàíèå R〈e,i〉áóäåò óäîâëåòâîðåíî, òàê êàê Ai,s(m〈e,i〉) = 1 è fe(x) ↑ . Åñëè íà áîëåå ïîçäíåìøàãå t0 ìû íàéäåì òàêîé ýëåìåíò x ∈
(

⋂

j 6=i

Aj

)<ω , ÷òî ϕe(x, t0) = m〈e,i〉 , òîãäà äëÿâûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèÿ R〈e,i〉 íåîáõîäèìî óäàëèòü m〈e,i〉 èç Ai , òî åñòü ïîëîæèòü
Ai(ϕe(x, t)) = 0 äëÿ ëþáîãî t > t0 . Èòàê, èìååì, ÷òî ëèáî Ai(m〈e,i〉) = 1 è fe(x) ↑ ,ëèáî fe(x) ↓ è Ai(ϕe(x, t)) = 0 .Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâ Ai, i ∈ ω .Íà øàãå s ìû ïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ m〈e,i〉 , x〈e,i〉 è n〈e,i〉 =
= ϕ(x〈e,i〉, s) äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé R〈e,i〉 . Êàæäûé èç ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü òàêæåíåîïðåäåëåí.Øàã 0. Ïóñòü Ai,0 = ∅ è ïîëàãàåì âñå ïàðàìåòðû íåîïðåäåëåííûìè.Øàã s > 0 . Äëÿ êàæäîãî ïîäøàãà l = 0, 1, 2, . . . , s−1 ìû âûïîëíÿåì ñëåäóþùèåäåéñòâèÿ.Ïîäøàã l = 2〈e, i〉 + 1 .1. Åñëè m〈e,i〉 ↑ , òî â êà÷åñòâå m〈e,i〉 > i áåðåì íàèìåíüøèé íîìåð â ω[e] ,áîëüøèé, ÷åì âñå m〈j,i〉 , j < e , è êîòîðûé íå çàïðåùåí íèêàêèì òðåáîâàíèåì.Ïðè ýòîì òðåáîâàíèå R〈e,i〉 çàïðåùàåò m〈e,i〉 â Ai . Ïîëàãàåì Ai,s(m〈e,i〉) = 1 èâûïîëíÿåì ñëåäóþùèé ïîäøàã èëè, åñëè l = s − 1 , òî ïåðåõîäèì ê øàãó s + 1 .2. Äîïóñòèì, ÷òî x〈e,i〉 ↑ , n〈e,i〉 ↑ è ñóùåñòâóåò x ∈

(

⋂

j 6=i

Aj

)<ω , äëÿ êîòîðîãî
ϕ〈e,i〉(x, s) = m〈e,i〉 . Ïîëàãàåì x〈e,i〉 = x è n〈e,i〉 = m〈e,i〉 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó-÷àåì, ÷òî x〈e,i〉 ↓ è ϕ〈e,i〉(x〈e,i〉, s) = m〈e,i〉 . Òîãäà èñêëþ÷àåì m〈e,i〉 èç Ai , òîåñòü Ai,s(m〈e,i〉) = 0 . À çíà÷èò, òðåáîâàíèå R〈e,i〉 çàïðåùàåò âñå ýëåìåíòû ñòðîêè
x ∈

(

⋂

j 6=i

Aj

)<ω â ìíîæåñòâå x ∈
(

⋂

j 6=i

Aj

) . Âûïîëíÿåì ñëåäóþùèé ïîäøàã èëè,åñëè l = s − 1 , ïåðåõîäèì ê øàãó s + 1 .
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(

⋂

j 6=i

Aj

)<ω , n〈e,i〉 = ϕ〈e,i〉(x〈e,i〉, s) . Ïîëàãàåì
Ai,s(n〈e,i〉) = 0 . Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî n〈e,i〉 è tk çàïðåùåíû òðåáîâàíèÿìè R〈j,i〉è Pq äëÿ j > e è q > k , òî îáúÿâëÿåì âñå ïàðàìåòðû è çàïðåòû äëÿ âñåõ òðåáîâà-íèé R〈j,i〉 è Pq ïðè j > e è q > k íåîïðåäåëåííûìè.Ïîäøàã l = 2k + 2 . Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèé Pk ïðîâîäèì ñëåäóþùèåäåéñòâèÿ: âûáèðàåì íàèìåíüøåå ÷èñëî tk > k è ïîìåùàåì åãî â êàæäîå Ai . Ïðèýòîì òðåáîâàíèå Pk çàïðåùàåò tk âî âñåõ Ai, i ∈ ω . Ïîëàãàåì Ai,s(tk) = 1 è âû-ïîëíÿåì ñëåäóþùèé ïîäøàã èëè, åñëè l = s − 1 , òî ïåðåõîäèì ê øàãó s + 1 .Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî Ai,s(y) îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì äëÿ íåêîòîðîãî y ê êîíöóøàãà s , òî ïîëàãàåì, ÷òî Ai,s(y) = Ai,s−1(y) . Øàã s çàâåðøåí.Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîêàæåì íåñêîëüêî ïðîìåæóòî÷íûõóòâåðæäåíèé.Ïðåäëîæåíèå 6. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî øàãà, çíà÷åíèå êàæäîãî ïàðàìåòðà
m〈e,i〉 áîëüøå íå ìåíÿåòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî
j < e . Ïóñòü s0 � òàêîé øàã, íà êîòîðîì êàæäîå çíà÷åíèå m〈j,i〉, j < e äîñòèãëîñâîåãî ïðåäåëà; çíà÷åíèå x〈j,i〉 îïðåäåëåíî, ýëåìåíòû ñòðîêè x〈j,i〉 çàïðåùåíû òðå-áîâàíèåì R〈j,i〉 , j < e . Ïóñòü k > e � íàèìåíüøåå ÷èñëî, êîòîðîå íå çàïðåùåíîýòèìè òðåáîâàíèÿìè è íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ lim

s→∞
n〈j,i〉,s =

= lim
s→∞

ϕ〈j,i〉(x〈j,i〉, s) < ∞ . Ïóñòü s1 > s0 � òàêîé øàã, ÷òî ϕ〈j,i〉(x〈j,i〉, s1) > käëÿ âñåõ j < e , äëÿ êîòîðûõ ϕ〈j,i〉(x〈j,i〉, s) = ∞. Òîãäà ïîñëå øàãà s1 çíà÷åíèå
m〈e,i〉 6 k íå ìåíÿåòñÿ.Ïðåäëîæåíèå 7. Äëÿ ëþáîãî y ñóùåñòâóåò lim

s→∞
Ai,s(y) . Êðîìå òîãî, Ai(y) =

= lim
s→∞

Ai,s(y) , è ⊕i Ai = {〈x, i〉 : x ∈ Ai & i ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ Σ0
2 -ìíîæåñòâîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÷èñëà m〈e,i〉 èç ðàçëè÷íûõ òðåáîâàíèéáûëè ðàçëè÷íûìè, âûáåðåì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà m〈e,i〉 äëÿ òðåáîâàíèÿ R〈e,i〉÷èñëà y èç ω[e] = {〈x, i〉 : i = e} . Ïóñòü s0 � òàêîé øàã, íà êîòîðîì êàæäîåçíà÷åíèå m〈j,i〉, j < e , óæå äîñòèãëî ñâîåãî ïðåäåëà. Ïîñêîëüêó ëþáîå y ìîæíîïîìåñòèòü â Ai , åñëè òîëüêî y = m〈j,i〉, j < e , òî ïîñëå øàãà s0 ìû ìîæåì òîëüêîèñêëþ÷èòü ýëåìåíò èç Ai . Òàêèì îáðàçîì, Ai(y) ïîñëå øàãà s0 ìîæåò èçìåíèòüñÿíå áîëåå îäíîãî ðàçà. Ïîýòîìó ⊕i Ai áóäåò Σ0

2 -ìíîæåñòâîì.Ïðåäëîæåíèå 8. Åñëè fe(x) = lim
t→∞

ϕe(x, t) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî x〈e,i〉 ∈

∈
(

⋂

j 6=i

Aj

)<ω , òî Ai 6= rng (fe) äëÿ âñåõ i ∈ ω .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò e òàêîå, ÷òî
Ai = rng (fe) . Ïóñòü s0 � íàèìåíüøèé øàã, íà êîòîðîì êàæäîå çíà÷åíèå m〈j,i〉 ,
j 6 e äîñòèãëî ñâîåãî ïðåäåëà. Òîãäà íà íåêîòîðîì áîëåå ïîçäíåì øàãå s > s0íàì íåîáõîäèìî âûïîëíèòü âòîðîé ïóíêò èç êîíñòðóêöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíî-æåñòâ {Ai}i∈ω , èíà÷å ïîëó÷èì, ÷òî Ai(m〈e,i〉) = 1 , íî m〈e,i〉 /∈ rng (fe) . Ïóñòü
m〈e,i〉 = ϕ〈e,i〉(x〈e,i〉, s) , çäåñü øàã s ïîíèìàåòñÿ êàê ìèíèìàëüíûé íîìåð øàãà, èñ-ïîëüçóþùèéñÿ âî âòîðîì ïóíêòå êîíñòðóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ øàãà t > sèìååì n〈e,i〉 = ϕ〈e,i〉(x〈e,i〉, t) è Ai,t(n〈e,i〉) = 0 . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî
Ai,t(ϕ〈e,i〉(x〈e,i〉, t)) = Ai,t(fe) = 0 . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî
A = rng (fe) .
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⋂

i∈ω

Ai > k äëÿ ëþáîãî k ∈ ω .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s0 � òàêîé øàã, íà êîòîðîì êàæäîå çíà÷åíèå m〈e,i〉,
〈e, i〉 < k, äîñòèãëî ñâîåãî ïðåäåëà; çíà÷åíèå x〈e,i〉 îïðåäåëåíî, ýëåìåíòû ñòðîêè
x〈e,i〉 çàïðåùåíû òðåáîâàíèåì R〈e,i〉 , 〈e, i〉 < k . Ïóñòü tk > k � íàèìåíüøåå ÷èñëî,êîòîðîå íå çàïðåùåíî ýòèìè òðåáîâàíèÿìè è íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ýòèõêîíå÷íûõ ïðåäåëîâ lim

s
n〈e,i〉,s = lim

s
ϕ〈e,i〉(x〈e,i〉, s) < ∞ . Ïóñòü s1 > s0 � òàêîé øàã,÷òî äëÿ âñåõ s > s1 ϕ〈e,i〉(x〈e,i〉, s) 6= k äëÿ âñåõ 〈e, i〉 < k . Òîãäà ïîñëå øàãà s1çíà÷åíèå tk ∈

⋂

i∈ω

Ai íå ìåíÿåòñÿ.Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 4 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæå-ñòâà P = (P, 6P ) ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùåå ïîðÿäîê 1:1 îòîáðàæåíèå èç P â Slm ,ãäå Slm � ýòî êëàññ âñåõ lm-ñòåïåíåé. Ïîñêîëüêó êàæäîå ñ÷¼òíîå ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî âêëàäûâàåòñÿ â âû÷èñëèìûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, ìûìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî P = ω , è 6P ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì îòíîøåíèåì.Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : ω → Slm , ïîëàãàÿ
f(i) = bi = deg(Bi) = deg(∩Ak : k 6P i),ãäå Bi =

⋂

k6P i

Ak . Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò, ÷òî x ∈ Bi äëÿ ëþáûõ x è i â òîì èòîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà (∀k 6 x)[k 6P i =⇒ x ∈ Ak], òàê ÷òî Bi ∈ Σ0
2 äëÿêàæäîãî i .Íàøà çàäà÷à ïîêàçàòü, ÷òî åñëè i 6P j , òî Bi 6lm Bj , è åñëè i 
P j , òî

Bi 
lm Bj . Äëÿ ýòîãî ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.Ïðåäëîæåíèå 10. Åñëè i 6P j , òî Bi 6lm Bj .Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè i 6P j , òîãäà Bj =
⋂

k6P j

Ak ⊆ Bi =
⋂

k6P i

Ak , ãäå
Bi è Bj ïðèíàäëåæàò êëàññó Σ0

2 -ìíîæåñòâ. Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïîëó÷èì
Bi =

⋂

k6P i

Ak 6lm Bj =
⋂

k6P j

Ak .Ïðåäëîæåíèå 11. Åñëè i 
P j , òî Bi 
lm Bj .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 4 èìååì Ai 
lm

⋂

k 6=i

Ak . Ïðèìåíÿÿ ñíîâà ëåì-ìó 1, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:
Bi =

⋂

k6P i

Ak >lm Ai 
lm

⋂

k 6=i

Ak >lm

⋂

k6P j

Ak = Bj .Ñëåäîâàòåëüíî, Bi 
lm Bj . Òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè áû ìåæäó Bi è Bjñóùåñòâîâàëà lm-ñâîäèìîñòü, òî è â öåïî÷êå ïðèâåäåííûõ âûøå íåðàâåíñòâ ïðèñóò-ñòâîâàëà áû lm-ñâîäèìîñòü, òî åñòü ìû èìåëè áû Ai 6lm

⋂

k 6=i

Ak , à ýòî íåâåðíî.Èç âñåõ ïîëó÷åííûõ âî âòîðîì ïàðàãðà�å ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþ-ùèé âûâîä.Ñëåäñòâèå 2. Êàæäûé ñ÷åòíûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê âêëàäûâàåòñÿ â Slm .
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