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Аннотация

Для процесса управления температурой тонкого стержня поставлена оптимизацион-
ная задача охлаждения его заданных участков. Управление охлаждением подобрано так,
чтобы на протяжении всего воздействия выполняется некоторое фазовое ограничение.
В результате уравнение теплопроводности с управляющим воздействием преобразуется
в нелинейное интегро-дифференциальное уравнение. Показана связь полученной нели-
нейной начально-краевой задачи и стандартной линейной задачи уравнения теплопровод-
ности, которая решается методом Фурье. Все это дает возможность перейти от начальной
распределенной задачи к сосредоточенной оптимизационной задаче относительно коэф-
фициентов Фурье решения линейной задачи. Для получившейся счетной системы диффе-
ренциальных уравнений показана возможность ее сведения к конечной усеченной системе.
Дан алгоритм перебора управляющих коэффициентов усеченной задачи для нахождения
оптимальных параметров управления и оптимального значения критерия качества усе-
ченных задач. Доказано, что при этом для исходной оптимизационной задачи получается
минимизирующая последовательность управляющих параметров.
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Введение

Управляемые математические модели часто описываются с помощью систем
с распределенными параметрами. Различные подходы к ним и возникающие труд-
ности при поиске оптимального управления развернуто представлены во введении
недавно вышедшей монографии [1], там же приведена подробная библиография на
эту тему. Отметим, что особую сложность задаче придают фазовые ограничения,
наложенные на решение распределенных систем, например на решение начально-
краевых задач с частными производными. В ряде случаев это удается обойти, ис-
пользуя интегральные операторы, с помощью специфического управления с обрат-
ной связью, получая при этом нелинейные интегро-дифференциальные уравнения.
Преимущества этого подхода и другие сведения относительно решения подобных
задач описаны во введении [2]. Различные виды интегро-дифференциальных урав-
нений и способы их решения можно найти в [3–5]. Один из основных методов
решения состоит в сведении нелинейной задачи к известной линейной задаче, спе-
цифический класс таких интегро-дифференциальных уравнений, к которым можно
применить этот метод, рассматривается в [6–9], таким образом, «автоматически»
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достигается выполнение фазового ограничения. Получив линейную задачу, мож-
но воспользоваться методом Фурье или методом Галеркина и постараться записать
распределенную задачу оптимизации с критерием качества через сосредоточенную,
бесконечную систему дифференциальных уравнений относительно коэффициентов
Фурье различных функций, представленных в задаче, а также переписать через
них критерий качества. Если это возможно сделать, то задача существенно упро-
щается, но сразу возникают другие трудности, например, найти решение беско-
нечномерной системы дифференциальных уравнений, которую чаще всего можно
решить только приближенно, то есть численно. При этом необходимо показать
непрерывную связь между управлением и критерием качества оптимизационной
задачи, для этого в настоящей статье даются оценки относительно евклидовой
нормы, что удобнее при работе с коэффициентами Фурье.

Рассматриваются несколько вспомогательных укороченных конечномерных за-
дач достаточно большой размерности, для каждой из которых находятся опти-
мальное управление и оптимальное значение критерия качества; вследствие чего
можно получить минимизирующую последовательность для исходной оптимиза-
ционной задачи, а точнее вычислить оптимальное значение критерия качества с
достаточной точностью.

Численные методы решения задач оптимального управления занимают важное
место в теории оптимизации (см. обзор [10]). Особую роль в ней играют методы, по-
строенные на основе конечномерной аппроксимации посредством разложения соот-
ветствующих решений в ряд Фурье, см., например, [11, 12]. В этом случае решение
начально-краевой задачи сводится к решению счетной системы дифференциаль-
ных уравнений. К подобным задачам, в частности, приходят исследователи про-
цессов математической физики или эволюционной биологии при численном реше-
нии задач, получая бесконечную систему дифференциальных уравнений [6, 13–16].
В настоящее время менее всего изучены задачи, когда управляющие функции вхо-
дят в коэффициенты уравнений для состояний, что чаще всего связано с возни-
кающей нелинейностью и некорректностью задач, однако именно они в последнее
время привлекают внимание исследователей теории управления [17–19].

Следует отметить, что и теория оптимального управления математическими
моделями, описываемыми системами с распределенными параметрами, и общая
теория интегро-дифференциальных уравнений далеки от совершенства. Поэтому
любое продвижение в сторону обоснования нового метода решения определенного
класса таких задач или композиция известных методов, ранее не рассматривав-
шихся одновременно применительно к одной оптимизационной задаче и предлага-
ющих понятное численное решение или алгоритм его нахождения с обоснованием
сходимости соответствующих приближений, представляют собой определенный ин-
терес.

Прием перехода к линейной оптимизационной задаче, аналогичный представ-
ленному в настоящей статье, описан в [2], однако далее использовано другое управ-
ление, представлены иной метод нахождения оптимального управления и доказа-
тельство его оптимальности.

С помощью стандартного преобразования вспомогательное параболическое
уравнение разложено по системе косинусов и получена бесконечномерная линей-
ная система дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами отно-
сительно коэффициентов Фурье для вспомогательной линейной задачи. Рассмот-
рение именно второго типа краевых условий позволяет, применяя стандартную
формулу «произведение косинусов», разложить и включить в систему дифферен-
циальных уравнений член b(x)z(x, t) , отвечающий за теплообмен с внешней средой
для 0 < x < l .
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Установлена связь между бесконечномерной системой дифференциальных
уравнений и вспомогательной конечной усеченной системой. Показан метод полу-
чения минимизирующей последовательности для численного решения поставлен-
ной оптимизационной задачи и доказана сходимость последовательности значений
критерия качества вспомогательных задач к оптимальному значению критерия
исходной задачи.

1. Описание управляемого процесса и его свойства

Рассмотрим управляемый процесс нагревания стержня [20]: дан тонкий одно-
родный стержень с теплоизолированными концами длины l . На процесс изменения
температуры стержня осуществляется некое воздействие для достижения опреде-
лённых целей. Построим математическую модель этого процесса. На множестве
Q = [0, l]× [0, T ] , l > 0 , T > 0 с границей Σ , состоящей из точек {(x, t) : t = 0 или
(l − x)x = 0} , найти функцию y(x, t) – распределение температуры в стержне –
непрерывно дифференцируемую по t и дважды непрерывно дифференцируемую
по x в области Q \ Σ – решение уравнения

y′t(x, t) = a2y′′xx(x, t) + u(x, t), x ∈ (0, l), t > 0, (1)

удовлетворяющее (концы теплоизолированы) однородным граничным условиям
второго рода

y′x(0, t) = y′x(l, t) = 0 (2)
и начальному условию

y(x, 0) = ϕ(x), (3)
где a – константа; положительная функция ϕ(x) задает начальное распределение
температуры, дважды непрерывно дифференцируема на отрезке [0, l] , удовлетво-
ряет условиям согласования (2) и условию

l∫

0

ϕ(x) dx = 1. (4)

Непрерывная функция u(x, t) является управлением с обратной связью и имеет
вид

u(x, t) = (b(x) + η(t))y(x, t), (5)
где b(x) и η(t) – управляющие функции, причем b(x) ∈ C[0, l] и η(t) ∈ C[0, T ] .

2. Оптимизационная задача

Постановка оптимизационной задачи: Требуется за фиксированное время
T > 0 оптимально охладить стержень на заданном множестве A : заданных
K отрезках [as, ds] , s = 1, 2, . . . , K, где 0 ≤ a1 < d1 < a2 < d2 < · · · < aK <
< dK ≤ l , при ограничении на управляющую функцию:

l∫

0

b2(x) dx ≤ c2, (6)

где c – некоторая положительная константа. В любой момент времени должно
выполняться фазовое ограничение

l∫

0

y(x, t) dx = 1. (7)



196 А.И. ЭГАМОВ

Математически требования задачи могут означать: при вышеописанном огра-
ничении (6) минимизировать функционал терминального типа

J(b(x), η(t)) =
∫

A

y2(x, T ) dx → min . (8)

При t = 0 условие (7) выполняется, см. (4). Для того чтобы (7) выполнялось
при t > 0 , необходимо, чтобы имело место

d

dt

l∫

0

y(x, t) dx = 0, t ≥ 0. (9)

Пусть ограничение (7) выполняется, интегрируя по x от 0 до l уравнение (1) и
учитывая краевые условия (2), получим

l∫

0

y′t(x, t) dx =

l∫

0

y′′xx(x, t) dx+

l∫

0

b(x)y(x, t) dx+η(t)

l∫

0

y(x, t) dx =

l∫

0

b(x)y(x, t) dx+η(t).

С учетом (7) и (9) видно, что выполняется тождество

η(t) = −
l∫

0

b(x)y(x, t) dx. (10)

Таким образом, для выполнения фазового ограничения (7) необходимо задать
только одну управляющую функцию: b(x) . Функция η(t) при этом выразится через
b(x) и решение y(x, t) . Допустимое управление u(x, t) с учетом (5) и (10) будет
иметь вид

u(x, t) = b(x)y(x, t)− y(x, t)

l∫

0

b(x)y(x, t) dx. (11)

Управляющая функция b(x) играет важную роль, поэтому везде, где это необхо-
димо, решение задачи (1)–(4), (11) будем обозначать через y(x, t, b) . Функция b(x)
непрерывна, следовательно, ограничена.

Наложим на функцию b(x) дополнительное условие: пусть функция b(x) также
удовлетворяет условиям

b′x(0) = b′x(l) = 0. (12)

3. Вспомогательная начально-краевая задача

Пусть функция z(x, t) – непрерывно дифференцируемая по t и дважды непре-
рывно дифференцируемая по x на множестве Q \ Σ, – решение уравнения

z′t(x, t) = a2z′′xx(x, t) + b(x)z(x, t), x ∈ (0, l), t > 0, (13)

удовлетворяющее граничным условиям

z′x(0, t) = z′x(l, t) = 0 (14)

и начальному условию
z(x, 0) = ϕ(x). (15)
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Известно [20, 21], что существует единственное ограниченное решение задачи
(13)–(15) и оно может быть представлено в виде ряда Фурье. Аналогично, везде,
где это необходимо, решение задачи (13)–(15) будем обозначать через z(x, t, b) .

В [21] доказан принцип максимума, из которого следует, что для решения од-
нородной задачи (13)–(15) с однородными краевыми условиями справедливо нера-
венство

|z(x, t)| ≤ C1 max
0≤x≤l

|ϕ(x)|, (16)

где C1 – константа, зависящая только от параметров уравнения (13): функции b(x)
и констант a , l , T .

Непосредственной проверкой убеждаемся в справедливости следующей леммы.

Лемма 1. Пусть функция ρ(x) = b(x) + ρ0 , где ρ0 – некоторая константа,
тогда уравнение (13 с функцией ρ(x) вместо b(x) перепишется в виде

z′t(x, t) = a2z′′xx(x, t) + b(x)z(x, t) + ρ0z(x, t),

Для его решения верно равенство

z(x, t, ρ) = exp(ρ0t)z(x, t, b). (17)

Лемма 2. При сделанных предположениях на вспомогательную задачу для
любых t ∈ [0, T ] ее решение z(x, t) 6≡ 0 .

Доказательство. Согласно лемме 1 всегда можно сделать так, чтобы вы-
полнялось b(x) ≤ 0 , x ∈ [0, l] , без изменения знака решения вспомогательной
задачи (см. (17)). Поэтому для этой лемме будем считать, что b(x) ≤ 0 , x ∈
∈ [0, l] . Пусть утверждение леммы 2 неверно. Воспользуемся методом Фурье.
Пусть z(x, t) = X(x)T (t) , подставим это равенство в (13) и разделим обе части
на a2z(x, t) :

T ′t(t)
a2T (t)

=
X ′′

xx(x)
X(x)

+
b(x)
a2

= νk,

причем константа νk ≤ 0 вследствие условия b(x) ≤ 0 , x ∈ [0, l] , [20].
Пусть νk = −µ2

k , а wk(x) , k = 0, 1, . . . , +∞ , – собственные функции задачи
Штурма –Лиувилля

a2X ′′
xx + (b(x) + a2µ2

k)X = 0, X ′
x(0) = X ′

x(l) = 0.

Коэффициенты Фурье представляются в виде Tk(t) = ϕk exp(−a2µ2
kt) , k =

= 0, 1, . . . , +∞ . Функция z(x, t) имеет вид

z(x, t) =
+∞∑

k=0

ϕk exp(−a2µ2
kt)wk(x).

Если z(x, t0) ≡ 0 , то все Tk(t0) = 0 в силу единственности разложения нулевой
функции по собственным функциям wk(x) , k = 0, 1, . . . , +∞ . Это может быть,
только если все ϕk = 0 , k = 0, 1, . . . , +∞ , но тогда ϕ(x) ≡ 0 . Противоречие, так
как ϕ(x) положительна.

В [20] доказан принцип минимума

Лемма 3 (Принцип минимума). Пусть b(x) ≤ 0 на отрезке x ∈ [0, l] . Тогда
при сделанных предположениях на вспомогательную задачу имеем

z(x, t) ≥ min{0; min
(x,t)∈Σ

z(x, t)}. (18)
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Теорема 1. При сделанных предположениях на вспомогательную задачу верно
неравенство z(x, t) ≥ 0 для любых (x, t) ∈ Q .

Доказательство. Согласно лемме 1 всегда можно сделать так, чтобы выпол-
нялось b(x) < 0 , x ∈ [0, l] , при этом знак решения вспомогательной задачи не
изменится. Пусть ρ0 = max

x∈[0,l]
b(x) , В задаче (13)–(15) возьмем вместо функции b(x)

функцию b(x) − ρ0 − 1 , тогда на отрезке x ∈ [0, l] верно, что новая управляющая
функция b(x) ≤ −1 < 0 , при этом для решения задачи (13)–(15) – функции z(x, t)
– верна лемма 3.

Предположим противное: существует точка из Q , в которой z(x, t) < 0 . Пусть
Tm – множество точек t ∈ [0, T ] , при которых существуют x ∈ [0, l] такие, что
z(x, t) < 0 ; положительное t0 = inf Tm , так как начальная функция положи-
тельна. По лемме 3, когда у z(x, t) появляются отрицательные значения, ее ми-
нимум находится на одном из концов отрезка. В силу непрерывности функции
z(x, t) в момент t0 для всех x выполняется z(x, t0) ≥ 0 ; при возрастании t по
лемме 3 осуществляется смена знака функции z(x, t) или в точке 0 , или в точке l .
Без ограничения общности можно предположить, что это точка 0 и z(0, t0) = 0 .

Возьмем t1 = t0 +∆t такое, что малое ∆t > 0 и t1 ∈ Tm , выполняется z(0, t1) <
< 0 ; на отрезке [t0, t1] значение z(0, t) не возрастает. Кроме того, существует
x ∈ [0, l] , что z(x, t1) > 0 , если таких точек нет, возьмем меньшее ∆t ; если та-
ких ∆t нет, то z(x, t0) ≡ 0 , что противоречит лемме 2. Поэтому пусть существует
δ1 = min

x∈[0,l]
{x : z(x, t1) = 0} , то есть при x ∈ [0, δ1) выполняется z(x, t1) < 0 .

Применяя два раза теорему Лагранжа, получим

0 < z(δ1, t1)− z(0, t1) = z′x(δ2, t1)δ1 − 0 = z′x(δ2, t1)δ1 − z′x(0, t1)δ1 = z′′xx(δ3, t1)δ1δ2,

где 0 < δ3 < δ2 < δ1 , а значит, z′′xx(δ3, t1) > 0 . Нетрудно видеть, что z′t(δ3, t1) ≤ 0 ,
и, так как z(δ3, t1) < 0 и b(x) < 0 , то b(δ3)z(δ3, t1) > 0 . Тогда во внутренней точке
(δ3, t1) не выполняется равенство (13):

zt(δ3, t1) ≤ 0 < a2zxx(δ3, t1) + b(δ3)z(δ3, t1).

Противоречие.

Лемма 4. При сделанных предположениях на вспомогательную задачу для ее

решения при любых t ∈ [0, T ] справедливо неравенство
l∫

0

z(x, t) dx > 0 .

Доказательство. Утверждение леммы 4 непосредственно вытекает из лем-
мы 2 и Теоремы 1.

Аналогично [6, 7] справедлива следующая

Теорема 2. Решение нелинейной задачи (1)–(4) , (11) выражается через ре-
шение линейной задачи (13)–(15) в виде

y(x, t) =
z(x, t)

l∫

0

z(x, t) dx

. (19)
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Доказательство. Пусть функция y(x, t) задана формулой (19), где z(x, t) –
решение линейной задачи (13)–(15). Непосредственно проверяются краевые и на-

чальное условия (2), (3). Пусть p(t) =

l∫

0

z(x, t) dx . Тогда

y′t(x, t) =
(

z(x, t)
p(t)

)′

t

=
z′t(x, t)
p(t)

− p′tz(x, t)
p2(t)

=

=
a2z′′xx(x, t) + b(x)z(x, t)

p(t)
− y(x, t)

l∫

0

a2z′′xx(x, t) + b(x)z(x, t) dx

p(t)
=

= a2y′′xx(x, t) + b(x)y(x, t)− y(x, t)

l∫

0

b(x)y(x, t) dx,

что и требовалось доказать.

Из теоремы 2 следует, что условие (7) верно при любом t ∈ [0, T ] . Достаточность
выбора управления вида (11) доказана.

В задачах оптимального управления важную роль играет непрерывная зави-
симость решения от управляющих параметров, в данном случае от управляющей
функции.

Докажем сначала следующее неравенство. Пусть wi(x, t) ∈ C(Q) , i = 1, 2, 3 ,
|w3(x, t)| ≤ 1 для t ≤ t0 . Тогда при t ≤ t0 выполнено

∣∣∣∣∣∣

l∫

0

w1(x, t)w2(x, t)w3(x, t) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ ‖w1(x, t)‖2 · ‖w2(x, t)w3(x, t)‖2 ≤ ‖w1(x, t)‖2 · ‖w2(x, t)‖2. (20)

Теорема 3. Для любого ε1 > 0 существует 0 < ε < 1 такое, что если для
непрерывных функций β0(x) и β(x) выполняется неравенство ‖β(x)−β0(x)‖2 < ε ,
то ‖z(x, T, β)− z(x, T, β0)‖2 < ε1 .

Доказательство. Определим квадрат квадратичной нормы непрерывной

функции b̂(x) : ‖b̂‖22 =

l∫

0

b̂2(x) dx . Из неравенства (16) справедлива оценка

‖z(x, t, β0)‖2 =

√√√√√
l∫

0

z2(x, t, β0) dx ≤ C1ϕM

√
l = C2, (21)

где ϕM = max
0≤x≤l

|ϕ(x)| , C2 – константа.

Нетрудно видеть, что разность δ(x, t) = z(x, t, β) − z(x, t, β0) – решение следу-
ющей задачи:

δ′t(x, t) = a2δ′′xx(x, t) + β0(x)δ(x, t) + (β(x)− β0(x))z(x, t, β) (22)
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c краевыми и начальным условиями

δ′x(0, t) = δ′x(l, t) = 0, δ(x, 0) = 0. (23)

Обозначим Φ(t) = ‖δ(x, t)‖22 6≡ 0 , иначе теорема доказана. Пусть B3 = 1 +
+max{max

0≤x≤l
β0(x); 0} , B4 = C2+1 , B5 = B4B

−1
3 (exp(2B3T )−1) , где Bi , i = 3, 4, 5 , –

положительные константы, зависящие только от β0(x) , ϕ(x) , T , l и a2 .
Возьмем ε такое, что ε < min{1, B−1

5 } . Умножив обе части (22) на δ(x, t) и взяв
от обеих частей интеграл по x от 0 до l , получим

l∫

0

δ(x, t)δ′t(x, t) dx =

l∫

0

(a2δ(x, t)δ′′xx(x, t) + β0(x)δ2(x, t)) dx+

+

l∫

0

(β(x)− β0(x))z(x, t, β)δ(x, t) dx. (24)

Возможны два случая:
1-й случай: при любом t ∈ [0, T ] верно |δ(x, t)| < 1 ;
2-й случай: найдется t ∈ [0, T ] , при котором |δ(x, t)| = 1 . Вследствие непрерыв-

ности функции δ(x, t) существует t0 = min
t∈[0,T ]

{t : |δ(x, t)| = 1} .
Рассмотрим 1-й случай. Перепишем (24), интегрируя по частям и учитывая

условия (23), затем, мажорируя и применяя неравенства (20) и (21), имеем

1
2
Φ′t(t) = −a2

l∫

0

δ′2x (x, t) +

l∫

0

β0δ
2(x, t) dx +

l∫

0

(β(x)− β0(x))z(x, t, β)δ(x, t) dx ≤

≤ 0 + (B3 − 1)Φ(t) + ‖(β(x)− β0(x))‖2 · ‖z(x, t, β)‖2 ≤ (B3 − 1)Φ(t)+

+ ε(‖z(x, t, β0)‖2 + ‖δ(x, t)‖2) < B3Φ(t) + ε(C2 + 1).

Тогда последнее неравенство можно переписать как Φ′t(t) < 2B3Φ(t) + 2B4ε ,
причем Φ(0) = 0 . Решением задачи Коши ψ′t(t) = 2B3ψ(t) + 2B4ε , ψ(0) = 0 ,
является функция ψ(t) = εB4B

−1
3 (exp(2B3t) − 1) , поэтому по теореме Чаплыгина

Φ(t) < ψ(t) . Так как функция ψ(t) = εB4B
−1
3 (exp(2B3t)− 1) возрастает при t ≥ 0 ,

ψ(t) ≤ εB5 . Следовательно, для любого t ∈ [0, T ] ‖δ(x, t)‖2 =
√

Φ(T ) <
√

εB5 = ε1 ,
напомним, что B5 – положительная константа, зависящая только от β0(x) , ϕ(x) ,
T , l и a2 . Во втором случае все предыдущие оценки для Φ(t) верны на отрезке
[0, t0] и

1 = Φ(t0) < εB4B
−1
3 (exp(2B3t0)− 1) ≤ εB4B

−1
3 (exp(2B3T )− 1) = εB5.

Противоречие. Второй случай не возможен для достаточно малых ε . Теорема до-
казана.

4. Счетная система дифференциальных уравнений

Пусть vi(x) , i = 0, 1, . . . , +∞ , – система косинусов [23]: vi(x) = cos(λix) , λi =

=
πi

l
, i = 0, 1, . . . , +∞ , – полная ортогональная система на отрезке [0, l] для

функций, удовлетворяющих краевым условиям (12). Выполняются равенства
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l∫

0

v2
i (x) dx = l/2 , i = 1, 2, . . . , +∞ . Разложим по системе косинусов функции

z(x, t) =
+∞∑

i=0

ξi(t)vi(x) , b(x) =
+∞∑

i=0

bivi(x) и ϕ(x) =
+∞∑

i=0

ϕivi(x) . Формулы для на-

хождения коэффициентов разложения широко известны и имеются, например,
в [23]. Подставляя их в (13) и делая стандартные преобразования, описанные,
например, в [20], а затем, используя формулу «произведение косинусов» для вы-
ражения b(x)z(x, t) , имеем

+∞∑

i=0

ξ′it(t)vi(x)−
+∞∑

i=0

a2ξi(t)v′′ixx(x)− b(x)z(x, t) =
+∞∑

i=0

(ξ′it(t) + a2λ2
i ξi(t))vi(x)−

−
+∞∑

i=0

bivi(x)
+∞∑

i=0

ξi(t)vi(x) =
+∞∑

i=0


ξ′it(t) + a2λ2

i ξi(t)−
+∞∑

j=0

ĉijξj(t)


 vi(x) = 0,

где ĉij совпадают с cij при i 6= j , (см. ниже (26), (27)); ĉij = b0 +
1
2

b2i при i = j .
Получим бесконечномерную систему дифференциальных уравнений с постоян-
ными коэффициентами относительно коэффициентов Фурье ξi(t) , i =
= 0, 1, . . . , +∞ , функции z(x, t) с начальными условиями

ξ′t(t) = Cξ(t), ξi(0) = ϕi, i = 0, 1, . . . , +∞, (25)

где ξ(t) – бесконечномерная вектор-функция с компонентами ξi(t) , i = 0, 1, . . . ,
+∞ , C – стационарная матрица бесконечной размерности с элементами

c00 = b0, c0j =
1
2

bj , j = 1, 2, . . . , +∞, cii = b0+
1
2

b2i−a2λ2
i , i = 1, 2, . . . , +∞, (26)

cij =
1
2
(bi+j + b|i−j|), i 6= j, i = 1, 2, . . . , +∞, j = 0, 1, . . . , +∞. (27)

5. Исследование усеченной задачи

Для получения численного решения задачи (13)–(15) необходимо понять:
можно ли «усекать» бесконечную систему дифференциальных уравнений (25)–(27),
то есть искать решение конечной (N + 1) -мерной системы, принимая ξi(t) ,
i = N + 1, N + 2, . . . , +∞ , равными нулю. Будут ли полученные решения усеченной
системы близки к решению бесконечномерной системы по какой-либо метрике?

Назовем N числом усечения. Обозначим решение задачи Коши усеченной за-
дачи, соответствующей системе (25)–(27) через (N + 1) -мерную вектор-функцию
ξN (t) = (ξN

0 (t), . . . , ξN
N (t))T . Усеченная система для (25) представляется в матрич-

ном виде
ξN
t (t) = C̃ξN (t), ξN

i (0) = ϕi, i = 0, 1, . . . , N, (28)

где C̃ – стационарная матрица размерности (N + 1)× (N + 1) с элементами

c̃00 = b0, c̃0j =
1
2

bj , 1 ≤ j ≤ N, c̃ii = b0 +
1
2

b2i − a2λ2
i , 1 ≤ i ≤ N, (29)

c̃ij =
1
2
(bi+j + b|i−j|), i 6= j, 1 ≤ i ≤ N, 0 ≤ j ≤ N. (30)
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Одним из способов решения таких систем является матричный: ξN (t) =
= exp(C̃t)ξN (0) , где вектор ξN (0) = (ϕ0, . . . , ϕN )T . Вопросы, связанные с разбором
получения экспоненты от конечной (в смысле размерности) матрицы, можно найти
в [24]. Кроме того, из (28)–(30) следует, что после усечения останутся только ко-
эффициенты Фурье функции b(x) с номерами от 0 до 2N , то есть, для усеченной
задачи достаточно использовать функцию

b̃N (x) =
2N∑

i=0

bivi(x). (31)

Для усеченной задачи также достаточно использовать начальную функцию

ϕ̃N (x) =
N∑

i=0

ϕivi(x).

6. Исследование оптимизационной задачи

Перейдем к рассмотрению поставленной задачи. Перепишем критерий качества
и ограничение на управление через коэффициенты Фурье bi , ξi(T ) . Таким образом,
осуществляется переход от распределенной к сосредоточенной оптимизационой за-
даче. Условие (6) на управляющую функцию запишется в виде

l∫

0

b2(x) dx =

l∫

0

(
+∞∑

i=0

bivi

)2

dx =
+∞∑

i=0

b2
i

l∫

0

v2
i (x) dx = lb2

0 +
l

2

+∞∑

i=1

b2
i ≤ c2. (32)

Так как
l∫

0

z(x, T ) dx = ξ0(T )l , то эквивалентный (8) критерий качества в новой

записи с учетом Теоремы 2 примет вид:

J0(b(x)) = l−2ξ−2
0 (T )

+∞∑

i=0

+∞∑

j=0

αijξi(T )ξj(T ), (33)

где αij =
∫

A

vi(x)vj(x) dx , i = 0, 1, . . . , +∞ , j = 0, 1, . . . , +∞ . Критерий (33) зави-

сит только от управляющей функции b(x) в силу равенства (10).
Перейдем к рассмотрению усеченной задачи. Отождествим с решением усечен-

ной задачи (28) функцию

zN (x, t) =
N∑

i=0

ξN
i (t)vi(x).

Заметим, что, вообще говоря, zN (x, t) 6= z(x, t, b̃N ) при ϕ(x) = ϕ̃N (x) !
Для усеченной задачи условие (32) и критерий (33) примут вид

lb2
0 +

2N∑

i=1

l

2
b2
i ≤ c2, (34)

JN (̃bN (x)) = l−2(ξN
0 (T ))−2

N∑

i=0

N∑

j=0

αijξ
N
i (T )ξN

j (T ). (35)
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Очевидно, критерии (33) и (35) неэквивалентны. Фактически (35) эквивалентен

J̃ ′N (̃bN (x)) = l−2(ξN
0 (T ))−2

∫

A

z2
N (x, T ) dx. (36)

Для дальнейшего численного решения оптимизационной задачи докажем сле-
дующие утверждения.

Теорема 4. Для любого ε2 > 0 при достаточно больших N выполняется
|J0(b(x))− JN (̃bN (x))| < ε2 , где b̃N (x) задается формулой (31).

Доказательство. Поскольку из равенства Парсеваля следует, что b̃N (x) →
→ b(x) при N → +∞ по квадратичной норме, для любого достаточно малого
ε1 > 0 по теореме 3 для достаточно больших N верно ‖z(x, T ) − zN (x, T )‖2 < ε1 .
Кроме того, последнее неравенство эквивалентно

l(ξN
0 (T )− ξ0(T ))2 +

N∑

i=1

l

2
(ξN

i (T )− ξi(T ))2 +
+∞∑

i=N+1

l

2
ξ2
i (T ) < ε2

1. (37)

Из (37) следует, что |ξN
0 (T ) − ξ0(T )| <

ε1√
l

= ε4 , а также ξN
i (T ) → ξi(T ) , i =

= 0, 1, . . . , N , при N → +∞ .

Примем, что ε1 – положительная константа такая, что 0 < ε4 < min
{

1,
1
2
ξ0(T )

}
.

По лемме 4: 0 <

l∫

0

z(x, T ) dx = ξ0(T )l , а значит, ξ0(T ) > 0 и, соответственно,

ξN
0 (T ) > 0 .

Учитывая это и используя представления критерия качества в виде различных
выражений (8) и (33), (35) и (36), имеем

|J0(b(x))− JN (̃bN (x))| = |J(b(x))− J̃ ′N (̃bN (x))| =

= l−2

∣∣∣∣(ξ0(T ))−2

∫

A

z2(x, T ) dx− (ξN
0 (T ))−2

∫

A

z2
N (x, T ) dx

∣∣∣∣ =

= l−2

∣∣∣∣(ξ0(T ))−2−(ξN
0 (T ))−2

∣∣∣∣
∫

A

z2
N (x, T ) dx+(lξ0(T ))−2

∣∣∣∣
∫

A

z2(x, T ) dx−
∫

A

z2
N (x, T ) dx

∣∣∣∣ ≤

≤ |ξN
0 (T )− ξ0(T )‖ξN

0 (T ) + ξ0(T )|
l2(ξN

0 (T )ξ0(T ))2

∫

A

z2
N (x, T ) dx+

+ B6

∣∣∣∣
∫

A

(z(x, T )− zN (x, T ))(z(x, T ) + zN (x, T )) dx

∣∣∣∣. (38)

Мажорируем первое слагаемое в выражении(38):

|ξN
0 (T )− ξ0(T )‖ξN

0 (T ) + ξ0(T )|
l2(ξN

0 (T )ξ0(T ))2

∫

A

z2
N (x, T ) dx ≤ ε4

2ξ0(T ) + ε4

l2
1
4
ξ4
0(T )

‖z2
N (x, T )‖22 ≤

≤ ε4
8ξ0(T ) + 4ε4

l2ξ4
0(T )

(‖z(x, T )‖2 + ε1)2 ≤ ε4
8ξ0(T ) + 4

l2ξ4
0(T )

(‖z(x, T )‖2 +
√

l)2 = ε4B7.
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Оценим далее все выражение (38)

ε4B7 + B6

∣∣∣∣
∫

A

(z(x, T )− zN (x, T ))(z(x, T ) + zN (x, T )) dx

∣∣∣∣ ≤

≤ ε4B7 + B6

√√√√
∫

A

(z(x, T )− zN (x, T ))2 dx

√√√√
∫

A

((z(x, T ) + zN (x, T ))2 dx ≤

≤ ε4B7 + B6‖z(x, T )− zN (x, T )‖2 · ‖2z(x, T ) + (zN (x, T )− z(x, T ))‖2 ≤
≤ ε3(B7 + 2B6‖z(x, T )‖2) + B6ε

2
1 ≤ ε3B8 = ε2,

где ε3 = max{ε1, ε4} , а Bi , i = 6, 7, 8 , – некоторые положительные константы,
зависящие только от функций b(x) и z(x, T, b) , констант T , l и a .

Теорема 5. Для любого ε5 > 0 существует ε > 0 такое, что при достаточно
больших N, если ‖β̃N (x)− b̃N (x)‖2 < ε/3 , то верно |JN (β̃N (x))− JN (̃bN (x))| < ε5.

Доказательство. Из свойств нормы и равенства Парсеваля следует, что
для достаточно большого N выполняются неравенства ‖b(x) − b̃N (x)‖2 < ε/3 ,
‖β(x)− β̃N (x)‖2 < ε/3 , тогда

‖b(x)− β(x)‖2 ≤ ‖b(x)− b̃N (x)‖2 + ‖b̃N (x)− β̃N (x)‖2 + ‖β̃N (x)− β(x)‖2 < ε. (39)

По свойству нормы и теореме 4

|JN (β̃N (x))− JN (̃bN (x))| ≤ |JN (β̃N (x))− J0(β(x)|+ |J0(β(x))− J0(b(x))|+
+ |J0(b(x))− JN (̃bN (x))| < 2ε2 + |J0(β(x))− J0(b(x))|. (40)

Вследствие (39) из теоремы 3 можно следует ‖z(x, T, b)−z(x, T, β)‖2 < ε1 , следова-
тельно, аналогично доказательству теоремы 4 имеем 0 < |ξβ

0 (T )− ξb
0(T )| < ε4 , где

ξβ
0 (T ) , ξb

0(T ) – нулевые коэффициенты Фурье функций z(x, T, β) и z(x, T, b) соот-

ветственно. Возьмем ε1 такое, что ξβ
0 (T ) >

1
2
ξb
0(T ) > 0 (напомним, что ε4 =

ε1√
l
),

тогда

|J0(β(x))− J0(b(x))| =
∣∣∣∣

1

(lξβ
0 (T ))2

∫

A

z2(x, T, β) dx− 1
(lξb

0(T ))2

∫

A

z2(x, T, b) dx

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣

1

(lξβ
0 (T ))2

− 1
(lξb

0(T ))2

∣∣∣∣∣
∫

A

z2(x, T, β) dx+
1

(lξb
0(T ))2

∣∣∣∣∣∣

∫

A

(z2(x, T, β)−z2(x, T, b)) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ ε4|ξβ
0 (T ) + ξb

0(T )| · ‖z(x, T, β)‖22
(ξβ

0 (T )ξb
0(T ))2

+
1

(lξb
0(T ))2

ε1 · ‖z(x, T, β) + z(x, T, b)‖2 ≤

≤ ε4
|ε4 + 2ξb

0(T )| · (‖z(x, T, b)‖2 + ε1)2

( 1
2ξb

0(T )ξb
0(T ))2

+ ε1
(ε1 + 2‖z(x, T, b)‖2)

(lξb
0(T ))2

< ε3B9,

где B9 – положительная константа, зависит только от функций b(x) и z(x, T, b) ,
констант T , l и a . Из (40) следует

|JN (β̃N (x))− JN (̃bN (x))| < 2ε2 + ε3B9 = ε5.
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Лемма 5. Пусть функция ρ(x) = b(x) + ρ0 , где ρ0 – некоторая константа,
тогда верно равенство

J(ρ(x)) = J(b(x)). (41)

Доказательство. Из леммы 1 известно, что выполняется равенство
z(x, t, ρ) = exp(ρ0t)z(x, t, b) , но тогда из теоремы 2 верно равенство y(x, t, ρ) =
= y(x, t, b) , а следовательно, верно и равенство (41).

Из леммы 5 и условий (32), (34) следует, что для поиска оптимальной управля-
ющей функции разумнее брать b0 = 0 .

7. Алгоритм поиска оптимального управления

При поиске оптимального управления возникают следующие трудности. Во-
первых, ситуация усложняется тем, что для каждой непрерывной функции b(x)
можно, разложив ее в ряд Фурье, получить вектор (b0, . . . , bi, . . .)T , обратное, во-
обще говоря, неверно. Однако заметим, если вектор (b0, . . . , b2N )T – конечный,
то он однозначно определяет непрерывную (и даже непрерывно дифференцируе-
мую сколь угодно раз) функцию b̃N (x) , см. (31). Во-вторых, (в том числе и из-за
предыдущего утверждения), речь может идти только о поиске точной нижней гра-
ни критерия (8), а не о нахождении его минимума.

Иногда для определенности будем у критерия качества аргументом записывать
не управляющую функцию b(x) , а соответствующий ей вектор с коэффициента-
ми разложения – управляющими параметрами (набор управляющих параметров
может быть конечным или бесконечным).

Возьмем достаточно большое N . Полагаем b0 = 0 . В 2N-мерном кубе: −
−
√

2l−1c ≤ bi ≤
√

2l−1c , i = 1, 2, . . . , 2N , осуществляется покоординатно после-
довательный перебор точек – управляющих констант – с неким малым шагом hi

по i -й координате, которые выбираются так, чтобы ряд сходился:
+∞∑

i=1

h2
i = Sh

(например, hi =
δ0

i
, Sh =

π2

6
δ2
0 , здесь δ0 <

4ε

π
√

3l
, где ε – достаточно малая

положительная константа из теоремы 5, мажорирующая константа для δ0 будет
объяснена ниже). По каждой точке перебора, удовлетворяющей условию (34), стро-
ится вектор управления (b0, . . . , b2N )T и решается усеченная задача (28). По по-
лученному (N + 1) -мерному вектору решений (ξN

0 (T ), . . . , ξN
N (T ))T вычисляется

JN (b0, . . . , b2N ) , значение которого проверяется на минимум критерия (35). Далее
перебор продолжается. В процессе перебора находятся оптимальные управляю-
щие параметры вектора b

∗
N = (b∗0, . . . , b

∗
2N )T , b∗0 = 0 , и минимальное значение

J∗N (b
∗
N ) . Далее рассматриваем в качестве «числа усечения» число N +1 . Получим

оптимальные параметры b
∗
N+1 и оптимальное значение J∗N+1(b

∗
N+1) .

Одним из вариантов останова алгоритма является условие

0 < J∗N (b
∗
N )− J∗N+1(b

∗
N+1) < 0.5ε6, (42)

где ε6 – некоторая допустимая погрешность. Если неравенство (42) не выполня-
ется, то берется другая, бо́льшая пара последовательных чисел. И так далее, пока
условие (42) не выполнится. Нетрудно видеть при этом, что предложенный останов
алгоритма обязательно сработает. Последовательность {b∗N} является минимизи-
рующей. Для достаточно больших N значение критерия J∗N (b

∗
N ) может быть сколь

угодно близко к оптимальному значению исходной оптимизационной задачи.
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Докажем это. Пусть C(b) – множество непрерывных функций b(x) , удовлетво-
ряющих условиям (6), (12) и b0 = 0 . Обозначим J00 = inf

b∈C(b)
J0(b(x)) . Тогда для

любого достаточно малого ε2 существует функция b(x) ∈ C(b) такая, что

J0(b(x))− J00 < ε2. (43)

Из теоремы 4 следует, что для любого ε2 существует достаточно большие N , для
которых верно

|J0(b(x))− JN (̃bN (x))| < ε2, (44)

функция b̃N (x) строится по формуле (31). Сам управляющий вектор (b0, . . . , b2N )T

мог и «не попасть в перебор», однако за счет выбора δ0 можно сделать так, чтобы
ближайший к нему вектор, задействованный в переборе b

per
N = (0, bper1 , . . . , bper2N )T

находился бы близко к (b0, . . . , b2N )T . Для ближайшего вектора перебора верна
оценка ∥∥∥∥b̃N (x)−

2N∑

i=1

bperi vi(x)
∥∥∥∥

2

<
1
2

√
l

2
π2

6
δ2
0 .

Для применения теоремы 5 достаточно выполнения неравенства
1
2

√
l

2
π2

6
δ2
0 <

ε

3
.

Отсюда следует, что при δ0 <
4ε

π
√

3l
справедливо неравенство |JN (̃bN (x)) −

− JN (b
per
N )| < ε5 .

Согласно алгоритму нахождения минимума выполняется неравенство
J∗N (b

∗
N ) ≤ JN (b

per
N ) . Тогда JN (b

∗
N ) ≤ JN (̃bN (x)) + ε5 , вследствие (44) верно

J∗N (b
∗
N ) ≤ J0(b(x)) + ε2 + ε5 и далее из (43) следует

J∗N (b
∗
N ) < J00 + ε2 + ε5 + ε2 = J00 + 2ε2 + ε5.

В силу произвольности выбора малых постоянных ε2 и ε5 выполняется J∗N (b
∗
N ) →

→ J00 при N → +∞ .

Заключение

Поставлена задача оптимального охлаждения участка стержня для уравне-
ния теплопроводности с фазовым ограничением и критерием качества терми-
нального типа. Подобрано специфическое управление, при котором для темпе-
ратуры стержня поставленное фазовое ограничение выполняется автоматически,
при этом изменение температуры в стержне описывается нелинейным интегро-
дифференциальным уравнением с начальным и краевыми условиями. Оно имеет
точное решение благодаря связи его решения с решением линейной начально-
краевой задачи. Осуществлен переход сначала к счетной системе дифференци-
альных уравнений относительно коэффициентов Фурье и, далее, к усеченной,
конечной системе с постоянными коэффициентами. Доказана сходимость реше-
ний вспомогательных задач к решению исходной. Предложен алгоритм численно-
го решения оптимизационной задачи, при его работе находится минимизирующая
последовательность управляющих функций. Показано, что для достаточно боль-
ших N оптимальные значения критериев вспомогательных усеченных задач будут
сколь угодно близки к оптимальному значению исходной оптимизационной задачи.
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Abstract

For the process of controlling the temperature of a thin rod, an optimization problem
of cooling its given segments was set. The cooling control was selected so that the phase
restriction occurs throughout the exposure. As a result, the heat equation with the control
action was transformed into a nonlinear integro-differential equation. The relation between
the obtained nonlinear initial-boundary value problem and the standard linear problem of
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the heat equation, which is solved by the Fourier method, was shown. All this makes it possible
to move from the initial distributed problem to the concentrated optimization problem with
respect to the Fourier coefficients of the solution of the linear problem. The possibility of its
reduction to a finite shortened system was demonstrated for the resulting countable system
of differential equations. The algorithm for searching the control coefficients of a shortened
problem was given in order to find the optimal control parameters and the optimal value of
the quality criterion for shortened problems. It was proved that a minimizing sequence of
control parameters was obtained for the initial optimization problem.

Keywords: second initial-boundary value problem, integro-differential equation, counting
system of differential equations, shortened system, minimizing sequence
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