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Аннотация

Для последовательности, элементы которой составлены из значений периодической
по каждому аргументу непрерывной векторной функции, отображающей траектории эн-
доморфизмов d -мерного эвклидова пространства в m -мерное эвклидово пространство,
доказана центральная предельная теорема с большими уклонениями.
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Пусть W – невырожденная целочисленная квадратная матрица d-го порядка.
Рассмотрим преобразование T x = {x W} , где {·} – дробная часть числа, вектор x
принадлежит d-мерному тору Ωd . Обозначим через mes(·) инвариантную меру
на Ωd , которую можно отождествить с мерой Лебега, определенной на единичном
замкнутом гиперкубе d-мерного евклидова пространства Rd :

Kd = {x : x = (x1, x2, . . . , xd), 0 ≤ x1 ≤ 1, . . . , 0 ≤ xd ≤ 1}.

Указанное преобразование является эндоморфизмом, сохраняющим меру. Кроме
того, T x является перемешиванием всех степеней, когда среди характеристиче-
ских чисел матрицы W отсутствуют числа, равные по модулю единице. При этом

условии для суммы
n∑

k=1

(
T k x

)
справедлива центральная предельная теорема [1].

Рассмотрим на Kd векторы

f(xW k) = {f1(xW k), f2(xW k), . . . , fm(xW k)}, k = 1, 2, 3, . . . ,

где fi(x) – вещественнозначные периодические по каждому аргументу x1, x2, . . . , xd

функции, заданные на Kd . Целью настоящей работы является исследование пове-
дения функции

Fn(r) = mes
{

x : x ∈ Kd,
∥∥∥n−1/2

d∑

k=1

f(xW k)
∥∥∥ > r

}

в случае, когда r растет вместе с n , то есть доказательство предельной теоремы

с большими уклонениями. Здесь и далее ‖x‖ =

√√√√
d∑

k=1

x2
i .

В дальнейшем предполагается выполнение следующих условий.
1) Существует такая постоянная A > 0 , что

|f(x)− f(y)| ≤ A‖x− y‖, x, y ∈ Kd.

16
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2) Функции fi(x) интегрируемы по Лебегу на Kd и
∫

Kd

fi(x) dx = 0 для всех

i = 1, 2, . . . , m .
3) Матрица R с элементами

ρij = lim
n→∞

1
n

∫

Kd

( n∑

k=1

fi(x W k)
)( n∑

k=1

fj(xW k)
)

dx

является единичной.
4. Матрица W такова, что

sup
‖x‖<1

‖xW−1‖ < 1, | detW | > 1.

При выполнении этих условий в работе [2] была доказана центральная предель-
ная теорема для сумм

n−1/2
n∑

k=1

f(xW k) (1)

с остаточным членом вида O(n−1/2+ε) , где ε – сколь угодно малое фиксированное
положительное число. Используя этот результат, можно продвинуться дальше при
исследовании больших уклонений в многомерной предельной теореме.

Теорема 1. Пусть выполняются условия 1)–4). Тогда при r ≥ 1 , r =
= o(n1/8/ ln n) , для больших уклонений имеет место соотношение

Fn(r) =
1

2(m−2)/2Γ(m/2)

∞∫

r

e−y2/2ym−1dy

(
1 + O

(
r ln n

n1/8

) )
,

где Γ(m/2) =

∞∫

0

um/2−1e−udu .

Доказательство. Пусть Q и N – растущие вместе с n натуральные числа,
p = [n/(Q + N)] , где [·] – обозначение целой части числа. Введем следующие обо-
значения:

ηk =
1√
Q

kQ+(k−1)N∑

r=(k−1)(Q+N)+1

f(xW r), 1 ≤ k ≤ p,

η0
k =

1√
Q

k(Q+N)∑

r=kQ+(k−1)N+1

f(x W r), 1 ≤ k ≤ p− 1,

η0
p =

1√
Q

n∑

r=pQ+(p−1)N+1

f(xW r).

Получим, что сумма (1) разбивается на две суммы:

n∑

k=1

f(xW k) =
√

Q

p∑

k=1

ηk +
√

Q

p∑

k=1

η0
k =

√
Q(ζp + ζ0

p).
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Далее перейдем к изучению суммы ζp . Обозначим ζ̂p =
p∑

k=1

η̂k , где η̂1,

η̂2, . . . , η̂p – векторы со следующими свойствами:
A) mes{x : x ∈ Kd, η̂k ∈ M} = mes{x : x ∈ Kd, ηk ∈ M} , где M – измеримые

множества из Rm ;

B)
∫

Kd

exp

(
i

(
t,

ζ̂p√
p

))
d x =

p∏

k=1

∫

Kd

exp

(
i

(
t,

η̂k√
p

))
d x .

Обозначим через Λ матрицу ковариаций вектора η1 . Так же, как в работе [2],
можно показать, что элементы матрицы Λ отличаются от элементов единичной
матрицы R на величину O(1/Q) .

Пусть матрица A такова, что AT A = Λ−1 , где AT – транспонированная к A
матрица. Очевидно, что вектор Aζ̂p/

√
p имеет единичную матрицу ковариаций.

Пусть теперь

Sp(r) = mes{x : x ∈ Kd, ‖ζp/
√

p‖ > r},
Fp(r) = mes{x : x ∈ Kd, ‖Aζp/

√
p‖ > r},

F̂p(r) = mes{x : x ∈ Kd, ‖Aζ̂p/
√

p‖ > r},

fp(t) =
∫

Kd

exp(i( t, Aζp/
√

p))d x,

f̂p(t) =
∫

Kd

exp(i( t, Aζ̂p/
√

p)) d x, f(t) =
∫

Kd

exp(i( t, η1)) d x.

Приведем необходимые в дальнейшем утверждения (через Ci будем обозначать
положительные постоянные).

Лемма 1. В условиях теоремы 1 справедлива оценка
∫

Kd

∥∥∥
l∑

k=1

f(x W k)
∥∥∥

2ν

dx ≤ (C1)2ν(ln l)ν lν(2ν)!,

если ν ≤ C2

√
l/ ln l .

Лемма доказывается аналогично лемме 1 из [3].

Лемма 2. Справедлива оценка
∫

Kd

exp(h,Q−1/2)
Q∑

k=1

f(xW k) dx ≤ C3 < ∞,

где 0 < ‖h‖ < ε0/
√

ln Q , ε0 – достаточно малое фиксированное положительное
число.

Доказательство леммы почти ничем не отличается от доказательства леммы 2
из [3].

Лемма 3. Справедлива оценка

mes
{

x : x ∈ Kd, l−1/2
∥∥∥

l∑

k=1

f(xW k)
∥∥∥ ≥ ω

}
≤ exp

(− C4ω/ lnλ l
)
,

где λ > 1/2 – постоянная, ω ≤ C5

√
l lnλ1 l, λ1 > 0, λ− λ1 > 1/2 .
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Справедливость утверждения данной леммы следует из леммы 3 [3] сведением
к одномерному случаю:

mes
{

x : x ∈ Kd,
∥∥∥l−1/2

l∑

k=1

f(xW k)
∥∥∥ ≥ ω

}
≤

≤
m∑

i=1

mes
{

x : x ∈ Kd,
∣∣∣l−1/2

l∑

k=1

fi(xW k)
∣∣∣ >

ω√
m

}
.

Лемма 4. Пусть

µ̂ν =
∫

Kd

‖Aη1‖νd x, µν =
∫

Rm

‖x‖νdΦ(x),

где Φ(x) – стандартное нормальное распределение. Тогда

µ̂ν = µν + O
(
λν

0 ν!Qε−1/2 ln(λ+1)ν Q
)
, λ0 > 0.

Лемма доказывается так же, как лемма 4 из [3], с применением теоремы 1 и со-
отношения (15) из работы [2].

Пусть ξ – произвольный случайный вектор, имеющий функцию распределения
F (x) и ковариационную матрицу ∆ . Следуя [4], обозначим

d(v) = (h(v), v)− ln R(h(v)),

где R(h(v)) = E exp(h(v), ξ), h(v) = ∆v + O(‖v‖2).
Предположим, что функция d(v) аналитична при ‖v‖ ≤ v0 . Разложение ее в

ряд Маклорена дает

d(v) =
1
2
(v,∆v)−

∞∑

k=3

Qk(v), (2)

где Qk(v) – однородные полиномы порядка k , коэффициенты которых выража-
ются через семиинварианты вектора ξ порядка не выше, чем k .

Имеет место

Лемма 5. Если ξ = Aη1, F (x) = FQ(x) = mes
{
x : x ∈ Kd, Aη1 ≤ x

}
, то

∣∣∣∣
∞∑

k=3

Qk(v)
∣∣∣∣ ≤ C6 ‖v‖3/Q1/2−ε

при ‖v‖ ≤ C7/ ln3/2+ε0 Q , где ε0 – сколь угодно малое фиксированное положитель-
ное число.

Доказательство. Из теоремы 1 [2] следует, что FQ(x) = Φ(x) + O(Qε−1/2) ,
где

Φ(x) = 1/(2π)m/2

x∫

−∞
exp(−‖y‖2/2) d y.

Далее, пусть

R1(h) =
∫

Kd

exp(h,Aη1) d x =
∫

Rm

exp(h, x) dFQ(x),
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R(h) =
∫

Rm

exp(h, x) dΦ(x) = exp(‖h‖2/2),

K1(h) = ln R1(h), K(h) = ln R(h) = ‖h‖2/2.

Функция R1(h) будет аналитической при ‖h‖ ≤ C8/ ln1/2 Q , что гарантируется
леммой 2. Имеем

R1(h)−R(h) =
∫

Rm

exp(h, x) d(FQ(x)− Φ(x)) =

=
∞∑

k=3

∫

Rm

(h, x)k

k!
d(FQ(x)− Φ(x)) ≤

∞∑

k=3

‖h‖k

k!

∫

Rm

‖x‖kd(FQ(x)− Φ(x)).

Из леммы 4 следует, что

R1(h) = R(h) + O
(‖h‖3Qε−1/2

)

при ‖h‖ ≤ C8/ ln3/2+ε0 Q = h0 .
Далее,

K1(h) = K(h) + ln
R1(h)
R(h)

= ‖h‖2/2 + ln
(
1 + ‖h‖3Qε−1/2

)
=

= ‖h‖2/2 + O
(‖h‖3/Qε−1/2

)
при ‖h‖ ≤ h0. (3)

Кроме того,
1

R(h)

∫

Rm

x exp(h, x) dΦ(x) = h.

Так же, как при доказательстве оценки для R1(h) , при ‖h‖ ≤ h0 получаем

v = v(h) =
1

R1(h)

∫

Rm

xe(h,x) dFQ(x) = h + O
(‖h‖2Qε−1/2

)
. (4)

Якобиан преобразования h → v(h) положителен при ‖h‖ ≤ h0 , следовательно,
преобразование обратимо, и из (4) вытекает, что

h = h(v) = v + O
(‖h‖2Qε−1/2

)
, если ‖v‖ ≤ C9h0. (5)

Из (2), (3) и (5) следует справедливость утверждения леммы.

Теперь рассмотрим сумму Aζ̂p/
√

p . Свойства этой суммы позволяют применить
к ней теорему о больших уклонениях для независимых и одинаково распределен-
ных векторов. По теореме 3 [4] при 1 ≤ r ≤ C10

√
p/
√

ln Q имеет место равенство

F̂p(r) = (2π)−m/2

∫

u∈Ω0

exp

(
p

∞∑

k=3

Qk(ur/
√

p)

)
ds×

×
∞∫

r

exp(−(u, u)y2/2)ym−1dy(1 + O(r/
√

p)), (6)
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где ds – элемент поверхности Ω0 = {u : ‖u‖ = 1} . Сужение зоны действия этого
равенства происходит за счет того, что по лемме 2 производящая функция R1(h) <
< ∞ при ‖h‖ < ε/

√
ln Q .

В силу леммы 4 выражение (6) можно переписать в следующем виде:

F̂p(r) =
1

2(m−2)/2Γ(m/2)

∞∫

r

e−y2/2ym−1dy (1 + O(r/
√

p + r3/(
√

pQ1/2−ε))), (7)

где 1 ≤ r ≤ C11 min(
√

p/ ln3/2+ε0 Q, p1/6Q1/6−ε) .
Сделаем переход от векторов Aζ̂p/

√
p к векторам Aζp/

√
p .

Имеет место неравенство

∣∣fp(t)− f̂p( t)
∣∣ ≤ C12

√
p

Q
exp(−C13N), (8)

вытекающее из леммы 3 [5].
Пусть

J2
1 =

∫

‖t‖≤1

‖t‖−2|fp( t)− f̂p( t)|2dt, J2
2 =

∫

1<‖t‖≤T

|fp( t)− f̂p( t)|2dt.

Воспользуемся неравенством С.М. Садиковой [6, 7], которое при

T = exp(C14N/2m), b = ln T, δ1 = b
√

m ln T/T (9)

запишем в виде

∣∣Fp(r)− F̂p(r)
∣∣ ≤ C15(ln T )(m−1)/4

[
J1 + 2

√
2J2 +

1
T

]
+

+ 3mes
{
x : x ∈ Kd, r − δ1 ≤ ‖Aζ̂p/

√
p‖ ≤ r + δ1

}
+

+ 2mes
{
x : x ∈ Kd, ‖Aζ̂p/

√
p‖ ≥ b

}
. (10)

Далее, выбрав C14 < 2C13 , оценим интегралы J1 и J2 .
Обозначим α =

√
p/Q exp(−C13N) , тогда

J2
1 =

∫

‖t‖≤√α

‖t‖−2|fp( t)− f̂p( t)|2 d t +
∫

√
α<‖t‖≤1

‖t‖−2|fp( t)− f̂p(t)|2 d t ≤

≤ C15

( ∫

‖t‖≤√α

d t +
∫

√
α<‖t‖≤1

α d t

)
≤ C16

√
p

Q
exp(−C13N).

Здесь использованы оценка (8) и тривиальное неравенство |fp(t)− f̂p(t)| ≤ C17‖t‖ .
Применяя оценку (8), получим

J2
2 ≤ C2

12

∫

1<‖t‖≤T

p/Q exp(−2C13N) dt ≤

≤ C17p/Q exp(−2C13N)Tm ≤ C18p/Q exp(−C13N).
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Оценим остальные слагаемые в (10). Из соотношения (7) следует

mes
{
x : x ∈ Kd, ‖Aζ̂/

√
p‖ ≥ b

}
=

=
1

2(m−2)/2Γ(m/2)

∞∫

b

e−y2/2ym−1dy
(
1 + O

(
b/
√

p + b3/(
√

pQ1/2−ε)
))

.

и

mes
{
x : x ∈ Kd, r − δ1 ≤ ‖Aζ̂p/

√
p‖ ≤ r + δ1

}
=

= e−r2/2 rm−1 O
(
rδ1 + r/

√
p + r3/(

√
pQ1/2−ε)

)
.

С учетом полученных оценок и (9) имеем

|Fp(r)− F̂p(r)| ≤ C19N
(m−1)/4 4

√
p/Q exp(−C14N/2m)+

+ 3e−r2/2rm−1O
(
r/
√

p + r3/(
√

pQ1/2−ε)
)
+

+ C20N
(m−1)/2 exp(−C14N/2m)O

(
1 +

√
N/

√
p + N3/2/(

√
pQ1/2−ε)

)
. (11)

Теперь совершим переход от векторов Aζp/
√

p к векторам ζp/
√

p . Нам известно,
что элементы ковариационной матрицы векторов ηk отличаются от элементов еди-
ничной матрицы на величину порядка O(1/Q) . Поэтому

Sp(r) = mes{x : x ∈ Kd, ‖ζp/
√

p‖ > r} = mes{x : x ∈ Kd, Aζp/
√

p ⊂ M c},
где M – множество, полученное из шара радиуса r незначительной трансформа-
цией его границы, M c – дополнение к M .

Очевидно, что M ⊂ Or+δ , а Or−δ ⊂ M , где Or – шар радиуса r , δ = O(1/Q) .
При этом

Fp(r + δ) ≤ Sp(r) ≤ Fp(r − δ).

Воспользовавшись выражениями (11) для Fp(r) и (7) для F̂p(r) , имеем

Sp(r) =
1

2(m−2)/2Γ(m/2)

∞∫

r

e−y2/2ym−1dy

(
1 + O(rδ + r/

√
p + r3/(

√
pQ1/2−ε))+

+ O
(
N (m−1)/4 4

√
p/Q exp(−C14N/2m) + N (m−1)/2 exp(−C14N/2m)×

×O
(
1 +

√
N/

√
p + N3/2/(

√
p Q1/2−ε)

))
)

. (12)

Оценим вклад ζ0
p/
√

p в правую часть формулы (12).
Нетрудно получить неравенство

Sp(r + ε1)−mes
{
x : x ∈ Kd, ‖ζ0

p/
√

p‖ > ε1

} ≤
≤ mes

{
x : x ∈ Kd, ‖(ζp + ζ0

p)/
√

p‖ > r
} ≤

≤ Sp(r − ε1) + mes
{
x : x ∈ Kd, ‖ζ0

p/
√

p‖ > ε1

}
. (13)

Так как

mes
{
x : x ∈ Kd, ‖ζ0

p/
√

p‖ > ε1

} ≤
m∑

i=1

mes
{
x : x ∈ Kd, |ζ0

ip/
√

p| > ε/
√

m
}
,
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где ζ0
p = (ζ0

1p, ζ
0
2p, . . . , ζ

0
mp) , то достаточно рассмотреть одномерный случай, кото-

рый изучался в работе [3] (лемма 6).
Если ε1 = rω

√
N ln n/Q, ω – достаточно большое фиксированное число, то

mes
{
x : x ∈ Kd, ‖ζ0

p/
√

p‖ > ε1

}
= O(e−r2/2/(rnω) +

√
p/Q e−C21Q)

при r ≥ 1 , r = O(min(
√

N/ ln n,
√

p ln n ln−2 N)) , N = o(Q) .
Используя эту оценку и соотношение (12), из (13) имеем

mes{x : x ∈ Kd, ‖(ζp + ζ0
p)/

√
p‖ > r} =

1
2(m−2)/2Γ(m/2)

∞∫

r

e−y2/2ym−1dy×

×
(

1 + O
(
rε1 + rδ + r/

√
p + r3/(

√
pQ1/2−ε) +

+ N (m−1)/4 4
√

p/Qr2−m exp((r2 − C14N/m)/2)+

+ N (m−1)/2r2−m exp((r2 − C14N/m)/2)×
× O

(
1 +

√
N/

√
p + N3/2/(

√
pQ1/2−ε)

)
+

+ r1−m/nω +
√

p/Q r2−m exp(r2/2− C21Q)
))

. (14)

Здесь использовали то, что
∞∫

r

e−y2/2ym−1dy > C21r
m−2 exp(−r2/2) .

Для r справедливы соотношения r ≥ 1 и

r = O(min(
√

p/ ln3/2+ε0 Q, p1/6Q1/6−ε,
√

N/ ln n,
√

p ln n ln−2 N,
√

Q)).

Выберем N = [n1/4], Q = [n3/4 ln2 n] , а p – из условия

|n− p(Q + N)| ≤ p. (15)

После подстановки выбранных значений в (14) получим, что

mes
{

x : x ∈ Kd,

∥∥∥∥
(ζp + ζ

(0)
p )√

p

∥∥∥∥> r

}
=

=
1

2(m−2)/2Γ(m/2)

∞∫

r

e−y2/2ym−1dy

(
1 + O

(
r ln n

n1/8

))

при

1 ≤ r ≤ O

(
n1/8

ω(n) ln n

)
.

Далее, в силу (15)

1√
n

n∑

k=1

f(xW k) =
1√
pQ

n∑

k=1

f(xW k) + C22
N

Q3/2p1/2

n∑

k=1

f(xW k).

Из леммы 3 вытекает, что

mes
{

x : x ∈ Kd,

∥∥∥∥
N

Q3/2p1/2

n∑

k=1

f(xW k)
∥∥∥∥> n−1/8

}
≤

≤ exp
(
−C22

Q3/2p1/2

Nn5/8 ln2 n

)
≤ exp(−C23n

1/4). (16)
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Теперь поступая так же, как и при оценке вклада ζ0
p/
√

p в остаток формулы (12)
и используя оценку (16), получаем утверждение теоремы.

Summary

F.G. Gabbasov, V.T. Dubrovin. Multi-Dimensional Limit Theorem on Large Deviations for
Endomorphisms of Euclidean Space.

We prove a central limit theorem on large deviations for a sequence with elements being
formed by the values of a continuous vector function periodic in each variable, which represents
the trajectories of the endomorphisms of the d -dimensional Euclidean space in the m -dimen-
sional Euclidean space.

Keywords: limit theorem, endomorphisms, large deviations.
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