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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ýôôåêòèâíîå ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèè Ïàäå äëÿ ãèïåðãåîìåòðè-
÷åñêîé ôóíêöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà è åå ïðîèçâîäíîé ïî ïàðàìåòðó, ïðè÷åì ýòîò ïàðàìåòð
âõîäèò êàê â ÷èñëèòåëü, òàê è â çíàìåíàòåëü îáùåãî ÷ëåíà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðÿäà. Äëÿ îñó-
ùåñòâëåíèÿ óêàçàííîãî ïîñòðîåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ êîíñòðóêöèè, ïðèìåíÿâøåéñÿ
ðàíåå â áîëåå ïðîñòûõ ñèòóàöèÿõ. Ïðåäëîæåííàÿ êîíñòðóêöèÿ èñïîëüçóåòñÿ çàòåì äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ îöåíîê ñíèçó ÷èñëîâûõ ëèíåéíûõ ôîðì îò çíà÷åíèé òàêèõ ôóíêöèé. Àíàëîãè÷íûå
îöåíêè ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü è ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî â òåîðèè òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë
ìåòîäà Çèãåëÿ, îäíàêî îöåíêè, ïîëó÷àåìûå òàêèì ìåòîäîì, îêàçûâàþòñÿ ìåíåå òî÷íûìè.
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Ââåäåíèå

Îáîáùåííûìè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè âèäà

F (z) =
∞∑
ν=0

zν
ν∏
x=1

a(x)

b(x)
, (1)

ãäå ìíîãî÷ëåíû a(x) è b(x) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (4); ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî r 6 m; â
ñëó÷àå r < m ïîëó÷àåì öåëûå ôóíêöèè. ×èñëà

α1, . . . , αr , è β1, . . . , βm (2)

íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè. Ïðè èçó÷åíèè àðèôìåòè÷åñêîé ïðèðîäû çíà÷åíèé ôóíêöèé (1)
îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò íå òîëüêî ýòè ôóíêöèè, íî è èõ ïðèçâîäíûå ïî ïåðåìåííîé z; èíîãäà
âìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ ðàññìàòðèâàþò ôóíêöèè

Fj(z) =

∞∑
ν=0

χj(ν)zν
ν∏
x=1

a(x)

b(x)
, (3)

ãäå ìíîãî÷ëåíû χj(ν) îïðåäåëÿþòñÿ íèæå ðàâåíñòâàìè (5). Èçâåñòíûå â òåîðèè òðàíñöåí-
äåíòíûõ ÷èñåë ìåòîäû ïîçâîëÿþò òàêæå â ðÿäå ñëó÷àåâ èññëåäîâàòü íå òîëüêî çíà÷åíèÿ
ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííîé z, íî è çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðó, ò. å. ôóíêöèé
âèäà

Flj(z) =

∞∑
ν=0

χj(ν)zν
ν∏
x=1
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b(x)

d l

dλ l
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Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 08.01.2019, ïîñëå äîðàáîòêè 03.03.2019. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 27.03.2019.
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èëè

Flj(z) =
∞∑
ν=0

χj(ν)zν
ν∏
x=1

a(x)

b(x)

d l

dλ l

ν∏
x=1

(x+ λ) ,

è èõ ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè; â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî r + 1 6 m.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðèðîäû çíà÷åíèé îáîáùåííûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ

ôóíêöèé ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿþò ìåòîä Çèãåëÿ (ñì. [1], ãë. 3) èëè ìåòîä, îñíîâàííûé íà ýô-
ôåêòèâíîì ïîñòðîåíèè ëèíåéíîé ïðèáëèæàþùåé ôîðìû (â äàëüíåéøåì � ýôôåêòèâíûé
ìåòîä). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàññóæäåíèÿ íà÷èíàþòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîé ïðèáëèæàþùåé
ôîðìû, èìåþùåé äîñòàòî÷íî âûñîêèé ïîðÿäîê íóëÿ ïðè z = 0. Â ñëó÷àå ìåòîäà Çèãåëÿ ýòó
ôîðìó ñòðîÿò ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà Äèðèõëå, à ïðè ïðèìåíåíèè ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà òà-
êàÿ ôîðìà ñòðîèòñÿ â ÿâíîì âèäå. Èìåííî â ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîé ïðèáëèæàþùåé
ôîðìû è ñîñòîèò îñíîâíîå ðàçëè÷èå ìåæäó óïîìÿíóòûìè ìåòîäàìè; âñå ïðî÷èå ðàññóæäå-
íèÿ îòëè÷àþòñÿ ëèøü íåñóùåñòâåííûìè äåòàëÿìè. Äîñòîèíñòâîì ìåòîäà Çèãåëÿ ÿâëÿåòñÿ
îáùíîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ: â ñëó÷àÿõ åãî ïðèìåíèìîñòè îáû÷íî óäàåòñÿ äîêàçàòü
àëãåáðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäà Çèãåëÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîäèôôåðåíöèðî-
âàííûå ïî ïàðàìåòðó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, ñîäåðæàòñÿ â ([1], ãë. 7, �3). Òàì æå íà
ñ. 248�249 èìååòñÿ êðàòêèé îáçîð îòíîñÿùèõñÿ ñþäà ðåçóëüòàòîâ. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà ýô-
ôåêòèâíîì ïîñòðîåíèè ëèíåéíîé ïðèáëèæàþùåé ôîðìû, èìååò äîñòàòî÷íî óçêóþ îáëàñòü
ïðèìåíèìîñòè, è ñ åãî ïîìîùüþ îáû÷íî óäàåòñÿ äîêàçàòü ëèøü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü
çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé. Îäíàêî ïðè ýòîì êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû îêàçû-
âàþòñÿ áîëåå òî÷íûìè (ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì
Çèãåëÿ), è ýôôåêòèâíûé ìåòîä â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî ïðèìåíèòü è ê ôóíêöèÿì ñ èððàöè-
îíàëüíûìè ïàðàìåòðàìè (÷òî íåâîçìîæíî äëÿ ìåòîäà Çèãåëÿ).
Ïåðâîíà÷àëüíî ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðè-

ðîäû çíà÷åíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèé ïî
ïàðàìåòðó. Âïåðâûå ýôôåêòèâíîå ïîñòðîåíèå ëèíåéíîé ïðèáëèæàþùåé ôîðìû (ò. å. àï-
ïðîêñèìàöèè Ïàäå ïåðâîãî ðîäà) äëÿ ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîé ïî ïàðàìåòðó ôóíêöèè áûëî
ïðåäëîæåíî â ðàáîòå [2]. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïîñòðîåíèÿ áûëè èññëåäîâàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèé

φλ(z) =

∞∑
ν=0
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ν∏
x=1
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x+ λ
è
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Èìåííî, áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà ñíèçó ìîäóëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé ôîðìû, àíàëî-
ãè÷íàÿ îöåíêå (8). Îöåíèòü òàêóþ ëèíåéíóþ ôîðìó ìîæíî è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Çèãåëÿ, íî
îöåíêà áóäåò ìåíåå òî÷íîé (ïîÿâèòñÿ ðàäèêàë â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè; ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå
ôîðìóëèðîâêè òåîðåì 1 è 2).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïî-âèäèìîìó âïåðâûå ïðåäëîæåíà ýôôåêòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ àï-

ïðîêñèìàöèé Ïàäå ïåðâîãî ðîäà äëÿ ôóíêöèé âèäà (6). Ïðè ïîëó÷åíèè àðèôìåòè÷åñêîãî
ðåçóëüòàòà èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü íàä ïîëåì Q(z) ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíê-
öèé, äîêàçàííàÿ â [3].

1. Ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü äàíû ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà λ1, . . . , λt, ìíîãî÷ëåíû ñ ðàöèîíàëüíûìè êîðíÿìè

a(x) = (x+ α1) . . . (x+ αr) è b(x) = (x+ β1) . . . (x+ βm), (4)

è ïóñòü m > r (ïðè ýòîì, âîçìîæíî, r = 0, ò. å. a(x) ≡ 1). Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî
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(x+ λ1) . . . (x+ λt)a(x)b(x) 6= 0 ïðè x = 1, 2, . . . .

Îáîçíà÷èì u = m+ 1, îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû

χj(ν) =

j−1∏
l=1

(ν + βl), j = 1, . . . , u, (5)

è ôóíêöèè

Fklkj(z) =
∞∑
ν=0

zνχj(ν)
ν∏
x=1

a(x)

b(x)

∂ lk

∂λlkk

ν∏
x=1

λk + ϑ+ x

λk + x
, (6)

k = 1, . . . , t, lk = 0, 1, . . . , τk− 1, j = 1, . . . , u; τ1, . . . , τt � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà;
ϑ ∈ Q \ Z. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

αi − βj , αi − λk, λk + ϑ− βj , λk1 − λk2 (7)

íå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè èç Z, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . ,m, k, k1, k2 = 1, . . . , t, k1 6= k2. Ïîëîæè-
òåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ γ, âñòðå÷àþùàÿñÿ â ôîðìóëèðîâêàõ íèæåñëåäóþùèõ òåîðåì, çàâèñèò
îò ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé (6) è îò ÷èñëà ξ; â äàëüíåéøåì òàêèå ïîñòîÿííûå áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç γ1, γ2, . . . .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü I � ìíèìîå êâàäðàòè÷íîå ïîëå èëè ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, è ïóñòü

ξ ∈ I � íåíóëåâîå ÷èñëî. Ïóñòü hklkj, k = 1, . . . , t, lk = 0, 1, . . . , τk − 1, j = 1, . . . , u, �
íåòðèâèàëüíûé íàáîð öåëûõ ÷èñåë èç ïîëÿ I, h0 ∈ ZI. Òîãäà∣∣∣∣ h0 +

t∑
k=1

τk−1∑
lk=0

u∑
j=1

hklkjFklkj(ξ)

∣∣∣∣ > H
−uT− γ

ln ln(H+2) , (8)

ãäå T = τ1 + · · ·+ τt, à ÷èñëî H åñòü ìàêñèìóì ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ hklkj.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è â îäíîðîäíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü b(0) = 0 è îñòàþòñÿ â ñèëå âñå ïðåäïîëîæåíèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Òîãäà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ôîðìû èìååì îöåíêó∣∣∣∣ t∑
k=1

τk−1∑
lk=0

u∑
j=1

hklkjFklkj(ξ)

∣∣∣∣ > H
1−uT− γ

ln ln(H+2) , (9)

ãäå T, hklkj è H îïðåäåëÿþòñÿ, êàê â òåîðåìå 1.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Çèãåëÿ ê ôóíêöèÿì, ðàññìàòðèâàåìûì â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïðèâåëî
áû ê îöåíêàì âèäà (8) è (9) ñ çàìåíîé â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè âåëè÷èíû ln ln(H + 2) íà√

ln ln (H + 2).

2. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïóñòü n è ν � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì ν > n. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

Φ(ν) =
(n!)m

2πi

∮
Γ

∏ν−n
x=1 (ζ + ϑ+N1 + x)∏ν

x=1(ζ + x)
φ(ζ) dζ , (10)

ãäå N1 = u(n+ 1)− 1,

φ(ζ) =

∏N2−1
x=1 (ζ + x)∏t

k=1

∏N1
σ=0(ζ − λk + σ)τk

, (11)
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N2 = n + Tu(n + 1) − 1, T = τ1 + · · · + τt, Γ � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé ïðîñòîé
çàìêíóòûé êóñî÷íî ãëàäêèé êîíòóð, îõâàòûâàþùèé âñå íóëè çíàìåíàòåëÿ äðîáè (11), è
ïðè ýòîì âñå òî÷êè −N2,−N2− 1, . . . ëåæàò â åãî âíåøíîñòè. Òàêîé êîíòóð ñóùåñòâóåò ïðè
âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n. Â ñëó÷àå τ1 = · · · = τt = 1 àíàëîãè÷íàÿ ôóíêöèÿ
èñïîëüçîâàëàñü ðàíåå â [4].

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ Φ(ν) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) Φ(ν) = 0 ïðè ν = n, n+ 1, . . . , N2 − 1,
2) Φ(N2) 6= 0, åñëè n > γ1,

3) Φ(ν) =
t∑

k=1

τk−1∑
lk=0

∂ lk

∂λlkk

( ∏ν−n
x=1 (λk + ϑ+ x)∏ν
x=1(λk + x)

)
Bklk(ν) , (12)

ãäå

Bklk(ν) =
(n!)m

lk!(τk − lk − 1)!

N1∑
σ=0

∂ τk−lk−1

∂ζ τk−lk−1

( σ∏
x=1

ζ + ν + x

ζ + x
×

×
N1−σ∏
x=1

ζ + σ + ϑ+ ν − n+ x

ζ + σ + ϑ+ x
φ(ζ)(ζ − λ+ σ)τk

)∣∣∣∣
ζ=λk−σ

(13)

� ìíîãî÷ëåí îò ñèìâîëà ν, ñòåïåíü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò N1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ, ïîòîìó ÷òî ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ íà äâå åäè-
íèöû ìåíüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, à êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ
ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ ν îõâàòûâàåò âñå ïîëþñû ýòîé ôóíêöèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáå-
äèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè âòîðîãî ñâîéñòâà, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà
Φ(N2) ðàâíî âû÷åòó ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â òî÷êå ζ = −N2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðå-
òüåãî ñâîéñòâà çàïèøåì èíòåãðàë èç ïðàâîé ÷àñòè (10) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î âû÷åòàõ.
Èìååì

Φ(ν) = (n!)m
t∑

k=1

N1∑
σ=0

1

(τk − 1)!

∂ τk−1

∂ζτk−1

( ∏ν−n
x=1 (ζ + ϑ+N1 + x)∏ν

x=1(ζ + x)
φ(ζ)(ζ − λk1 + σ)τk

)∣∣∣∣
ζ=λk−σ

.

Çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ î÷åâèäíûì ðàâåíñòâîì∏ν−n
x=1 (ζ + ϑ+N1 + x)∏ν

x=1(ζ + x)
=

∏ν−n
x=1 (ζ + σ + ϑ+ x)∏ν
x=1(ζ + σ + x)

σ∏
x=1

ζ + ν + x

ζ + x

N1−σ∏
x=1

ζ + σ + ϑ+ ν − n+ x

ζ + σ + ϑ+ x

è ïðèìåíèì ôîðìóëó Ëåéáíèöà äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé. Ïîñëå
ýòîãî äëÿ ïîëó÷åíèÿ (12) îñòàíåòñÿ ëèøü ïðèìåíèòü ðàâåíñòâî

∂ lk

∂ζ lk

∏ν−n
x=1 (ζ + σ + ϑ+ x)∏ν
x=1(ζ + σ + x)

∣∣∣∣∣
ζ=λk−σ

=
∂ lk

∂λlkk

∏ν−n
x=1 (λk + ϑ+ x)∏ν
x=1(λk + x)

,

êîòîðîå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, è çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íå çàâèñèò
îò σ. �
Îïðåäåëèì â äîïîëíåíèå ê (5) ìíîãî÷ëåíû

χkj(ν) = χj(ν), j = 1, . . . , u, χk,u+1(ν) = χu(ν)(ν + λk), k = 1, . . . , t . (14)

Äàëåå, îïðåäåëèì ÷èñëà ck1, . . . , ck,u+1 òàê, ÷òîáû òîæäåñòâåííî ïî ζ âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

a(ζ)(ζ + λk + ϑ) = ck1χk1(ζ − 1) + · · ·+ ck,u+1χk,u+1(ζ − 1) ,
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è îáîçíà÷èì

Ukjs(ζ) =

{
a(ζ + 1)(ζ + λk + ϑ+ 1), s = 0, j = 1, . . . , u;

ck1χk1(ζ) + · · ·+ ckjχkj(ζ), s = 1, . . . , n, j = 1, . . . , u.

Ëåììà 2. Ïóñòü Q(ν) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå N1 = un+m. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèé òåîðåìû 1 äëÿ ÷èñåë

wkjs=
1

2πi

∫
Γ

Ukjs(ζ − s)Q(ζ) d ζ

χk, j+1(ζ − s)
∏s−1
x=0 b(ζ−x)(ζ + λk − x)

∏n−s+1
x=1 a(ζ − n+ x)(ζ + λk + ϑ− n+ x)

(15)
òîæäåñòâåííî ïî ν âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

u∑
j=1

n∑
s=0

wkjsχkj(ν−s)
s−1∏
x=0

b(ν−x)(ν+λk−x)

n−s∏
x=1

a(ν−n+x)(ν+λk +ϑ−n+x) = Q(ν) . (16)

Ïðîñòîé çàìêíóòûé êóñî÷íî ãëàäêèé ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé êîíòóð Γ â ïðàâîé

÷àñòè (15) âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî îí îõâàòûâàåò âñå íóëè ìíîãî÷ëåíà

n∏
x=0

b(ζ − x)(ζ + λk − x)

è òî÷êó ν, à âñå íóëè ìíîãî÷ëåíà

n∏
x=1

a(ζ − n+ x)(ζ + λk + ϑ− n+ x)

ëåæàò âî âíåøíîñòè Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ïðèâåäåì ëèøü ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà; ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî àíàëî-
ãè÷íîé ëåììû äàíî â [5].) Ñóùåñòâîâàíèå êîíòóðà Γ èç ïðàâîé ÷àñòè (15) ñ óêàçàííûìè
ñâîéñòâàìè îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî ÷èñëà (7) íå ëåæàò â Z; ïðè ýòîì òàêîå æå òðåáîâà-
íèå îòíîñèòåëüíî ðàçíîñòåé λk1 − λk2 ïðè äîêàçàòåëüñòâå äàííîé ëåììû íå ïðèìåíÿåòñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè òîæäåñòâà

1

ζ − ν

n∏
x=1

a(ν − n+ x)(ν + λk + ϑ− n+ x)

a(ζ − n+ x)(ζ + λk + ϑ− n+ x)
=

n∑
s=0

u∑
j=1

Ukjs(ζ − s)χkj(ν − s)
χk, j+1(ζ − s)

×

×
s−1∏
x=0

b(ν − x)(ν + λk − x)

b(ζ − x)(ζ + λk − x)

∏n−s
x=1 a(ν − n+ x)(ν + λk + ϑ− n+ x)∏n−s+1
x=1 a(ζ − n+ x)(ζ + λk + ϑ− n+ x)

+

+
1

ζ − ν

n∏
x=0

b(ν − x)(ν + λk − x)

b(ζ − x)(ζ + λk − x)
, (17)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî òîæäåñòâà èç òåîðèè èíòåðïîëèðîâàíèÿ (ñì., íà-
ïðèìåð, [6], ôîðìóëà (4.4:7), ñ. 450). ×òîáû ïîëó÷èòü (17), ñëåäóåò çàïèñàòü ([5], ðàâåíñòâî
(2.21)) ïðè q = n äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôèãóðèðóþùèå òàì ìíîãî÷ëåíû a(z) è b(z) çàìåíåíû
ñîîòâåòñòâåííî íà a(z)(z + λk + ϑ) è b(z)(z + λk). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (16) íàäî óìíîæèòü
(17) íà Q(ζ)/(2πi) è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî ïî êîíòóðó Γ. Òàê êàê

1

2πi

∫
Γ

Q(ζ)

ζ − ν

n∏
x=1

a(ν − n+ x)(ν + λk + ϑ− n+ x)

a(ζ − n+ x)(ζ + λk + ϑ− n+ x)
dζ = Q(ν)
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è
1

2πi

∫
Γ

Q(ζ)

ζ − ν

n∏
x=0

b(ν − x)(ν + λk − x)

b(ζ − x)(ζ + λk − x)
dζ = 0 ,

òî îòñþäà ïîëó÷èì (15) è (16). Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ïåðâîå î÷åâèäíî (ïîñêîëüêó êîí-
òóð èíòåãðèðîâàíèÿ ñîäåðæèò ëèøü îäèí ïîëþñ ζ = ν ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè), à âòîðîå
ñïðàâåäëèâî ïîòîìó, ÷òî êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ îõâàòûâàåò âñå ïîëþñû ïîäèíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè, è ïðè ýòîì ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Q(ζ) íå ïðåâûøàåò N1. �
Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû

Pklkj(z) =
n∑
s=0

pklkjsz
s, k = 1, . . . , t, lk = 0, 1, . . . , τk − 1, j = 1, . . . , u, (18)

c íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïóñòü

t∑
k=1

τk−1∑
lk=0

u∑
j=1

Pklkj(z)Fklkj(z) =

∞∑
ν=0

Cνz
ν . (19)

Ëåììà 3. Ïðè ν > n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Cν =

∏ν−n
x=1 a(x)∏ν
x=1 b(x)

t∑
k=1

τk−1∑
lk=0

∂ lk

∂λ lkk

(∏ν−n
x=1 (λk + ϑ+ x)∏ν
x=1(λk + x)

)
Dklk(ν) , (20)

ãäå

Dklk(ν) =

τk−1∑
µ=lk

n∑
s=0

u∑
j=1

(
µ

lk

)
pkµjsχkj(ν − s)

s−1∏
x=0

b(ν − x)
n−s∏
x=1

a(ν − n+ x)×

× ∂ µ−lk

∂λµ−lkk

( s−1∏
x=0

(ν + λk − x)

n−s∏
x=1

(ν + λk + ϑ− n+ x)

)
. (21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì è ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ Cν , êîòîðîå íåïîñðåäñòâåííî âû-
òåêàåò èç (6), (18) è (19). Èìååì

Cν =
t∑

k=1

τk−1∑
µ=0

n∑
s=0

u∑
j=1

pkµjsχkj(ν − s)
ν−s∏
x=1

a(x)

b(x)

∂ µ

∂λµk

ν−s∏
x=1

λk + ϑ+ x

λk + x
=

∏ν−n
x=1 a(x)∏ν
x=1 b(x)

×

×
t∑

k=1

τk−1∑
µ=0

n∑
s=0

u∑
j=1

pkµjsχkj(ν − s)
s−1∏
x=0

b(ν − x)

n−s∏
x=1

a(ν − n+ x)×

× ∂ µ

∂λµk

( ∏ν−n
x=1 (λk + ϑ+ x)∏ν
x=1(λk + x)

s−1∏
x=0

(ν + λk − x)

n−s∏
x=1

(ν + λk + ϑ− n+ x)

)
. (22)

Ïîñëåäíþþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ çàìåíèì âûðàæåíèåì

µ∑
lk=0

(
µ

lk

)
∂ lk

∂λlkk

(∏ν−n
x=1 (λk + ϑ+ x)∏ν
x=1(λk + x)

)
∂ µ−lk

∂λµ−lkk

( s−1∏
x=0

(ν + λk − x)

n−s∏
x=1

(ν + λk + ϑ− n+ x)

)
,

ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëåéáíèöà. Ïîñëå ýòîãî ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå, çàìå-
íèâ

∑τk−1
µ=0

∑µ
lk=0 íà

∑τk−1
lk=0

∑τk−1
µ=lk

. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òðåáóåìîå. �
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Ïîäáåðåì òåïåðü êîýôôèöèåíòû pklkjs ìíîãî÷ëåíîâ (18) òàê, ÷òîáû òîæäåñòâåííî ïî ν
âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

Bklk(ν) = Dklk(ν), k = 1, . . . , t, lk = 0, 1, . . . , τk − 1. (23)

Ìíîãî÷ëåíû, âõîäÿùèå â ýòè ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (13) è
(21). Âûïîëíåíèÿ (23) ìîæíî äîáèòüñÿ, ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåì-
ìû 2. Çàôèêñèðóåì k è îïðåäåëèì ñíà÷àëà êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ Pk,τk−1, j(z) ñ ïî-
ìîùüþ ðàâåíñòâà

n∑
s=0

u∑
j=1

pk,τk−1,jsχkj(ν−s)
s−1∏
x=0

b(ν−x)(ν+λk−x)

n−s∏
x=1

a(ν−n+x)(ν+λk+ϑ−n+x) = Bk,τk−1(ν) , (24)

êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî ïî ν. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî òðåáóåìûå êî-
ýôôèöèåíòû ñóùåñòâóþò, è èõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå èíòåãðàëîâ (15), â êîòîðûõ ñëåäóåò
Q(ζ) çàìåíèòü íà Bk,τk−1(ζ). Â ðåçóëüòàòå, ó÷èòûâàÿ (21) ïðè lk = τk, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè
òàêîì âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ pk,τk−1,js òðåáóåìîå ðàâåíñòâî Bk,τk−1(ν) = Dk,τk−1(ν) âû-
ïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü 0 6 lk < τk − 1, è ïóñòü óæå îïðåäåëåíû êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ
Pk,τk−1,j(z), . . . , Pk,lk+1,j(z), j = 1, . . . , u, òàê, ÷òî (23) âûïîëíÿåòñÿ ïðè lk = τk− 1, . . . , µ+ 1.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû òîæäåñòâåííî ïî ν âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

Bkµ(ν)−
τk−1∑
lk=µ+1

s∑
j=1

n∑
s=0

pklkjsχj(ν − s)
s−1∏
x=0

b(ν − x)
n−s∏
x=1

a(ν − n+ x)

(
lk
µ

)
×

× ∂ lk

∂λ lkk

( s−1∏
x=0

(ν + λk − x)
n−s∏
x=1

(ν + λk + ϑ− n+ x)

)
=

n∑
s=0

u∑
j=1

pkµjsχj(ν − s)×

×
s−1∏
x=0

b(ν − x)(ν + λk − x)
n−s∏
x=1

a(ν − n+ x)(ν + λk + ϑ− n+ x).

Âñå êîýôôèöèåíòû pklkjs, âõîäÿùèå â ëåâóþ ÷àñòü, îïðåäåëåíû ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëî-
æåíèþ, à êîýôôèöèåíòû pkµjs èç ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåììû 2. Òàêèì
îáðàçîì, âñå íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ (18) îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ èí-
äóêöèè.
Èç (23), (20) è (12) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Cν =

∏ν−n
x=1 a(x)∏ν
x=1 b(x)

Φ(ν) (25)

ïðè óñëîâèè, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ (18) îïðåäåëåíû óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì.

3. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ïîäîáðàëè ìíîãî÷ëåíû (18) òàê, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè zν ,
ν = n, n + 1, . . . , N2 − 1, ëèíåéíîé ôîðìû (19) ðàâåí íóëþ. Ýòî ñëåäóåò èç (25) è ïåðâîãî
ñâîéñòâà ôóíêöèè Φ(ν) èç ëåììû 1. Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíóþ ëèíåéíóþ ôîðìó

R(z) = P0(z) +

t∑
k=1

τk−1∑
lk=0

u∑
j=1

Pklkj(z)Fklkj(z) , (26)
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ïðè÷åì çàäàäèì ìíîãî÷ëåí P0(z) =
∑n−1

ν=0 p0νz
ν òàê, ÷òîáû ýòà ôîðìà èìåëà ïðè z = 0

ïîðÿäîê íóëÿ íå ìåíüøå, ÷åì N2. Äëÿ ýòîãî, î÷åâèäíî, ñëåäóåò ïîëîæèòü

p0ν = −
t∑

k=1

τk−1∑
lk=0

u∑
j=1

ν∑
s=0

pklkjsχj(ν − s)
ν−s∏
x=0

a(x)

b(x)

∂ lk

∂λlkk

ν−s∏
x=1

λk + ϑ+ x

λk + x
. (27)

Ïðè ýòîì ïîëó÷èâøàÿñÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà íå áóäåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ òîæäåñòâåííî, ïîñêîëüêó
êîýôôèöèåíò ïðè zN2 îòëè÷åí îò íóëÿ â ñèëó âòîðîãî ñâîéñòâà ôóíêöèè Φ(ν) èç ëåììû 1.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì ýôôåêòèâíî ïîñòðîåííóþ ôóíêöèîíàëüíóþ ëèíåéíóþ ïðèáëèæà-

þùóþ ôîðìó äëÿ ôóíêöèé (6), èìåþùóþ ïðè z = 0 ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ïîðÿäîê íóëÿ
(òî, ÷òî ýòîò ïîðÿäîê íóëÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì, íå èñïîëüçó-
åòñÿ ïðè óñòàíîâëåíèè ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû 1, ïîýòîìó íå ðàññìàòðèâàåì ýòîò âîïðîñ
ïîäðîáíî).
Äëÿ äàëüíåéøåãî âàæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó ìîäóëÿ íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé ôîðìû

(26), à òàêæå îöåíêó ñâåðõó ìîäóëåé ìíîãî÷ëåíîâ Pklkj(z) ïðè z = ξ. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ P0(z)
è Pklkj(z) ïîòðåáóåòñÿ åùå è îöåíêà ñâåðõó îáùåãî íàèìåíüøåãî çíàìåíàòåëÿ èõ êîýôôè-
öèåíòîâ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé îöåíêè çàïèøåì R(ξ) â âèäå

R(ξ) =
∞∑

ν=N2

ξν
∏ν−n
x=1 a(x)∏ν
x=1 b(x)

Φ(ν),

èñïîëüçóÿ (19) è (25). Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

|R(ξ)| 6 eγ2n(n!)−Tu(m−r) ,

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû Ñòèðëèíãà è ñòàíäàðòíîé ôîðìóëû äëÿ îöåí-
êè êîíòóðíîãî èíòåãðàëà (10). Íåñêîëüêî ñëîæíåå ïîëó÷àþòñÿ äðóãèå óïîìÿíóòûå âûøå
îöåíêè. Èç ðàâåíñòâà (24) è ëåììû 2 âûòåêàåò, ÷òî pkτkjs ìîæíî çàïèñàòü â âèäå èíòåãðàëà
(15), â êîòîðîì ñëåäóåò çàìåíèòü Q(ζ) íà Bk,τk−1(ζ). Äàëåå ê èíòåãðàëó èç ïðàâîé ÷àñòè
ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà ñëåäóåò ïðèìåíèòü òåîðåìó Êîøè î âû÷åòàõ. Ìîäóëü ïîëó÷èâøå-
ãîñÿ âûðàæåíèÿ ìîæíî çàòåì îöåíèòü ñâåðõó ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ñòèðëèíãà. Àíàëîãè÷íî
îöåíèâàþòñÿ è ïðî÷èå êîýôôèöèåíòû pklkjs ïðè 0 6 lk < τk − 1, íî çäåñü ñëåäóåò ïðèâëå÷ü
òàêæå è ðàññóæäåíèå ïî èíäóêöèè. Îöåíêà îáùåãî íàèìåíüøåãî çíàìåíàòåëÿ êîýôôèöèåí-
òîâ ìíîãî÷ëåíîâ P0(z) è Pklkj(z) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõ âûøå èíòåãðàëüíûõ
ïðåäñòàâëåíèé ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ, òåîðåìû î âû÷åòàõ è ëåììû 2 èç ([1], ñ. 186). Äëÿ P0(z)
èñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî (27). Îñíîâíûì ìîìåíòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîñòü ïàðàìåò-
ðîâ ôóíêöèé (6). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó ìîäóëåé ìíîãî÷ëåíîâ Pklkj(z) â âèäå
eγ3n(n!)m−r è îöåíêó îáùåãî íàèìåíüøåãî çíàìåíàòåëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ â âèäå eγ4n.
Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ñêîïèðóåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé îñíîâíîé òåîðåìû èç ([1],

ñ. 91). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ôóíêöèÿ (6) ïðè j = 1 è lk = 0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ (δ+ λk)b(δ)y = a(δ)zy+ λkb(0), ãäå δ = zd/dz. Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå
ïî λk, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè (6) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
lk. Äàëåå, îò ôóíêöèé (6) ïåðåéäåì ê ôóíêöèÿì

F̃klk1(z) =
dj−1

dzj−1
Fklkj(z), (28)

k = 1, . . . , t, lk = 0, 1, . . . , τk − 1, j = 2, . . . , u. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî òåîðåìû 1 è 2 äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü äëÿ ôóíêöèé F̃klkj(z). Äîáàâèì ê ôóíêöèÿì (28) ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî
ðàâíóþ åäèíèöå, è çàíóìåðóåì ïîëó÷èâøèåñÿ ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, îáîçíà÷èâ
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èõ

f1(z), . . . , fM (z), (29)

M = uT + 1. Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè (29) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

y′v =
M∑
i=1

Qviyi, v = 1, . . . ,M, Qvi ∈ C(z).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç q = q(z) îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé Qvi(z).
Â íàøåì ñëó÷àå q(z) åñòü íåêîòîðàÿ ñòåïåíü z. Íîâûå îáîçíà÷åíèÿ ââåäåíû äëÿ òîãî, ÷òîáû
áûëî óäîáíåå ñëåäîâàòü ðàññóæäåíèÿì, äîêàçûâàþùèì ïåðâóþ îñíîâíóþ òåîðåìó èç ([1],
c. 91). Çàïèøåì ôîðìó (26) â âèäå

R(z) = R1(z) =

M∑
i=1

P1i(z)fi(z).

Äàëåå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå óïîìÿíóòîé ïåðâîé îñíîâíîé òåîðåìû èç [1], ïîëîæèì

Rk = qR′k−1, k = 2, 3, . . . .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü ïðèáëèæàþùèõ ëèíåéíûõ ôîðì äëÿ ôóíêöèé (29).
Ñîãëàñíî ëåììå 9 èç ([1], c. 106) îïðåäåëèòåëü

∆(z) = |Pvi(z)|v,i=1,...,M

îòëè÷åí îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ è èìååò âèä

∆(z) = zMn−γ5∆1(z),

ïðè÷åì îïðåäåëèòåëü ∆1(z) íå ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîñëåäíåãî
óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ äîêàçàííàÿ â [3] ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ôóíêöèé íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé. Çàòåì îñóùåñòâèì ïåðåõîä ê ÷èñëîâûì
ôîðìàì. Â ñèëó ëåììû 10 èç ([1], c. 107) ìàòðèöà

(Pvi(ξ)) v=1,...,M+γ6
i=1,...,M

èìååò ðàíã M . Ïîâòîðÿÿ ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè ðàññóæäåíèÿ, äîêàçûâàþùèå ëåììó
16 èç ([1], c. 118�119), ïîëó÷àåì àíàëîã ýòîé ëåììû äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ.

Ëåììà 4. Ñóùåñòâóþò öåëûå â ïîëå I ÷èñëà gvi, v, i = 1, . . . ,M , òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) îïðåäåëèòåëü |gvi|v,i=1,...,M îòëè÷åí îò íóëÿ;

2)
∣∣∣∑M

i=1 gvifi(ξ)
∣∣∣ 6 eγ7n(n!)−Tu(m−r), v = 1, . . . ,M ;

3) |gvi| 6 eγ7n(n!)m−r, v, i = 1, . . . ,M .

Ïîëüçóÿñü ïîñëåäíåé ëåììîé, íåòðóäíî äîêàçàòü òåîðåìó 1. Ïóñòü çàäàíà íåòðèâèàëüíàÿ
ëèíåéíàÿ ôîðìà

L =
M∑
i=1

hifi(ξ)

ñ öåëûìè â ïîëå I êîýôôèöèåíòàìè, ïðè÷åì max
16i6M

|hi| 6 H. Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ ëåììû 4

ñëåäóåò, ÷òî îäíó èç ñòðîê óêàçàííîãî òàì îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî çàìåíèòü ñòðîêîé h1, . . . , hM
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òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ îòëè÷íûé îò íóëÿ îïðåäåëèòåëü. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ýòî áóäåò
ïåðâàÿ ñòðîêà. Òîãäà ïîëó÷èì îòëè÷íûé îò íóëÿ îïðåäåëèòåëü

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
h1 h2 · · · hM
g21 g22 · · · g2M
...

...
. . .

...
gM1 gM2 · · · gMM

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
êîòîðûé ðàâåí îïðåäåëèòåëþ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L h2 · · · hM∑M
i=1 g2ifi(ξ) g22 · · · g2M

...
...

. . .
...∑M

i=1 gMifi(ξ) gM2 · · · gMM

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Îòñþäà è èç ëåììû 4 ñëåäóåò îöåíêà

|D| 6 Leγ8n(n!)(M−1)(m−r) +Heγ8n(n!)−(m−r)

äëÿ ìîäóëÿ îïðåäåëèòåëÿD. ÏîñêîëüêóD � öåëîå ÷èñëî â ïîëå I, òî |D| > 1, è ìû ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî

Leγ5n(n!)M(m−r) +Heγ5n(n!)m−r > 1.

Äàëåå, ðàññóæäàÿ, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 èç ([1], c. 354), ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ
îöåíêó. Îöåíêà ïîëó÷èòñÿ òî÷íåå, ÷åì â óïîìÿíóòîé òåîðåìå èç [1]. Ïðè÷èíà çàêëþ÷àåò-
ñÿ â òîì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ýôôåêòèâíî ëèíåéíàÿ ïðèáëèæàþùàÿ ôîðìà (26) èìååò áîëåå
âûñîêèé ïîðÿäîê íóëÿ ïðè z = 0, ÷åì ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà Äèðèõëå ïðèáëè-
æàþùàÿ ôîðìà, èñïîëüçóåìàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 èç ([1], c. 354).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Ïîýòîìó îãðà-

íè÷èìñÿ ëèøü óêàçàíèåì îñíîâíûõ îòëè÷èé. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ âèäà
(10), íî ÷èñëî N2, âõîäÿùåå â ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (11), çàìåíèì íà Tu(n+ 1)− 1. Âû-
ðàæåíèå

∏ν−n
x=1 (λk + ϑ+ x) èç ïðàâîé ÷àñòè (12) çàìåíèì íà∏ν

x=1 (λk + ϑ+ x)∏n−1
x=0 (ν + λk + ϑ− x)

.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñëåäóåò èçìåíèòü è âñòðå÷àþùèåñÿ ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà âûðà-
æåíèÿ âèäà

∏ν−n
x=1 a(x). Ôóíêöèîíàëüíîé ëèíåéíîé ïðèáëèæàþùåé ôîðìîé çäåñü ñëóæèò

(19), à íå (26), è â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åùå îäíî îòëè÷èå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî åñëè
06ν6n− 1, òî ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ôîðìû (19) èíäåêñ s èçìåíÿåòñÿ
îò íóëÿ äî ν (ñì. ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (22)). Îäíàêî ïîñëå âûíåñåíèÿ çà çíàêè ñóììèðî-
âàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ

∏ν
x=1(b(x))−1 ýòî ν ìîæíî çàìåíèòü íà n, èñïîëüçóÿ óñëîâèå b(0) = 0.

Â îñòàëüíîì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.

Çàêëþ÷åíèå

Ýôôåêòèâíî ïîñòðîåííóþ â äàííîé ðàáîòå ïðèáëèæàþùóþ ôóíêöèîíàëüíóþ ôîðìó
ìîæíî ïðèìåíèòü è äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷, îòíîñÿùèõñÿ ê àðèôìåòè÷åñêîé ïðèðîäå
çíà÷åíèé ôóíêöèé (6). Ðàñïðîñòðàíèòü ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû íà ñëó÷àé, êîãäà çíà-
÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé áåðóòñÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ èëè êîãäà óâåëè÷åíî ÷èñëî ïàðàìåòðîâ,
ïî êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå, ïîêà íå óäàåòñÿ. Íå âèäíî òàêæå, êàêèì
ñïîñîáîì ìîæíî óòî÷íèòü îöåíêè (8) è (9) ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî ñäåëàíî â ðàáîòàõ
[7]�[11]. Ìîæíî, îäíàêî, ïîïðîáîâàòü ïðèìåíèòü ýôôåêòèâíóþ êîíñòðóêöèþ ôîðìû R1(z)
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äëÿ ôóíêöèé âèäà (6), íå âñå ïàðàìåòðû êîòîðûõ ðàöèîíàëüíû. Ïðè ýòîì, ïî-âèäèìîìó,
ïðèäåòñÿ çàìåíèòü ìíîãî÷ëåí a(x) íà òîæäåñòâåííóþ åäèíèöó è ââåñòè äðóãèå îãðàíè÷å-
íèÿ. Íå èñêëþ÷åíî òàêæå, ÷òî ïîòðåáóåòñÿ ïðèâëå÷ü ñâåäåíèÿ èç òåîðèè äåëèìîñòè â ïîëÿõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, êàê ýòî ñäåëàíî â ðàáîòå [12].
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On di�erentiation with respect to parameter of a hypergeometric function of a special type

Abstract. We propose an effective construction of Padé approximation for the hypergeometric
function of special type and its derivative with respect to parameter and this parameter is in-
cluded both in numerator and denominator of the general term of the corresponding series. The
aforementioned construction has been realized by means of a modification of the method that was
applied earlier in simpler situations. Thus obtained approximation is made use of afterwards to
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