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Аннотация

В работе проведена оценка погрешности формул численного дифференцирования на
сетке Бахвалова при наличии экспоненциального пограничного слоя. Проблема состоит
в том, что применение классических полиномиальных формул для вычисления произ-
водных в случае равномерной сетки при наличии пограничного слоя может приводить
к существенным погрешностям. Сетка Бахвалова широко применяется при построении
разностных схем для сингулярно возмущенных задач, и анализ формул численного диф-
ференцирования на этой сетке представляет интерес. Получены оценки погрешности неко-
торых широко применяемых разностных формул для вычисления производных на сетке
Бахвалова с учетом равномерности по малому параметру. Приведены результаты числен-
ных экспериментов, подтверждающие полученные оценки погрешностей.

Ключевые слова: функция одной переменной, пограничный слой, большие гради-
енты, сетка Бахвалова, формулы численного дифференцирования, оценка погрешности

Введение

На основе сингулярно возмущенных задач моделируются различные конвек-
тивно-диффузионные процессы с преобладающей конвекцией. Применение клас-
сических разностных схем на равномерной сетке для численного решения таких
задач может приводить к существенным погрешностям. Для достижения равно-
мерной по малому параметру сходимости разностных схем широко применяются
сетки Бахвалова [1] и Шишкина [2].

Представляет интерес разработка формул численного дифференцирования для
функций с большими градиентами в пограничном слое. В случае равномерной
сетки применение классических разностных формул для вычисления производных
к функциям с большими градиентами может приводить к существенным погреш-
ностям, например, в соответствии с [3]. В некоторых работах, например [4, 5], при
оценке погрешности разностных схем оценивается и погрешность вычисления про-
изводных через решение разностной схемы. При этом разностные схемы строятся
на сетке Шишкина [2].

В работе [6] оценивается погрешность формул численного дифференцирования
на классе функций, соответствующих решению краевой задачи при наличии экспо-
ненциального пограничного слоя. При этом применяется декомпозиция функции на
сумму регулярной и сингулярной составляющих, разработанная в [2] для решения
задачи с пограничным слоем. В [6] получена оценка погрешности классических
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формул численного дифференцирования на сетке Шишкина. Оценка погрешно-
сти получена в общем случае, зависит от номера вычисляемой производной, числа
узлов в сеточном шаблоне для производной и равномерна по малому параметру ε.

В [7] в случае равномерной сетки предложена формула численного дифферен-
цирования с произвольно заданным числом узлов в сеточном шаблоне, построен-
ная таким образом, чтобы формула была точной на сингулярной составляющей,
задающей основной рост функции в пограничном слое. Такой подход применялся
А.М. Ильиным при построении разностной схемы для сингулярно возмущенной за-
дачи [8]. В [9] формула из [7] исследована в некоторых частных случаях, получены
оценки погрешности, равномерные по малому параметру, в случае экспоненциаль-
ного пограничного слоя. В [10] для разностных формул, точных на сингулярной
составляющей и приближающих первую и вторую производные, получены оценки
погрешности, равномерные по сингулярной составляющей общего вида.

Для вычисления производных можно применить и сплайновый подход, когда
по значениям функции в узлах сетки строится сплайн. Дифференцирование такого
сплайна дает гладкие функции, приближающие производные исходной функции,
заданной в узлах сетки. В [11] исследовано применение экспоненциального сплайна
для вычисления производных функции, заданной в узлах равномерной сетки.
Построен аналог кубического сплайна, точный на сингулярной составляющей ин-
терполируемой функции. В [12] предложено использовать кубический сплайн на
сетке Шишкина. Получены ε -равномерные оценки погрешности вычисления про-
изводных на основе дифференцирования сплайна.

В настоящей работе исследуем применение классических формул численного
дифференцирования на сетке Бахвалова [1]. Исследование проведем на классе фун-
кций, соответствующих решению сингулярно возмущенной задачи. Для этого при-
меним декомпозицию Шишкина, справедливую для решения задачи при наличии
экспоненциального пограничного слоя [2, 13].

Итак, предполагаем, что для функции u(x) справедлива декомпозиция

u(x) = p(x) + Φ(x), x ∈ [0, 1], (1)

где

|p(j)(x)| ≤ C1, |Φ(j)(x)| ≤ C1

εj
exp (−αx/ε), 0 ≤ j ≤ m, (2)

функции p(x) и Φ(x) в явном виде не заданы, α > 0, ε ∈ (0, 1], m будет задаваться.
Согласно (2), регулярная составляющая p(x) имеет производные, ограниченные до
некоторого порядка, а производные сингулярной составляющей Φ(x) могут неогра-
ниченно расти с уменьшением ε.

В соответствии с [2] для заданного m можно осуществить декомпозицию (1)
с ограничениями (2) для решения сингулярно возмущенной краевой задачи

εu′′(x) + a1(x)u′(x)− a2(x)u(x) = f(x), u(0) = A, u(1) = B, (3)

где a1(x) ≥ α > 0, a2(x) ≥ 0, ε > 0, функции a1(x), a2(x), f(x) – достаточно глад-
кие. При малых значениях ε решение задачи (3) имеет область больших градиентов
у границы x = 0, чему соответствует представление (1).

Обозначения. Всюду в работе под C и Cj подразумеваем положительные по-
стоянные, не зависящие от ε и числа узлов сетки. Одной постоянной Cj будем огра-
ничивать различные величины, если это понятно по тексту. Пусть u

(j)
n = u(j)(xn),

j ≥ 0, Lk(u, x) – многочлен Лагранжа для функции u(x) с k последовательно
расположенными узлами интерполяции, эти узлы будут задаваться.
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1. Задание неравномерной сетки

Построим сетку Ωh

Ωh = {xn}, n = 0, 1, . . . , xN , x0 = 0, xN = 1, hn = xn − xn−1.

Зададим сетку Ωh как сетку Бахвалова [1] с учетом конкретизации [14]. Для этого
определим функцию g(t) следующим образом:

g(t) = −rε

α
ln

[
1− 2(1− ε)t

]
, 0 ≤ t ≤ 1

2
, ε ≤ e−1, (4)

g(t) = σ + (2t− 1)(1− σ),
1
2
≤ t ≤ 1, (5)

где r – положительное и целое, будет задаваться. Здесь

σ = min
{1

2
,−rε

α
ln ε

}
. (6)

Пусть σ = 1/2 при ε > e−1. При σ = 1/2 определяем сетку Ωh равномерной.
Если σ < 1/2, то xn = g(n/N), n = 0, 1, . . . , N, где g(t) задается в (4)–(5).

Тогда в соответствии с (4)

xn = −rε

α
ln

[
1− 2(1− ε)n/N

]
, n = 0, 1, . . . , N/2. (7)

Следовательно,

hn =
rε

α
ln

[
1 +

2(1− ε)/N
1− 2(1− ε)n/N

]
, n = 1, 2, . . . , N/2. (8)

Несложно убедиться, что последовательность шагов hn, n = 1, 2, . . . , N/2 – строго
возрастающая. Из (8) следует

hN/2 =
rε

α
ln

[
1 +

2(1− ε)
Nε

]
. (9)

Теперь на основе (5) зададим узлы

xn = σ + (2n/N − 1)(1− σ), N/2 ≤ n ≤ N.

В этом случае сетка является равномерной с шагами hn = 2(1− σ)/N.
При таком задании сетки для некоторой постоянной C2 справедлива оценка

hn ≤ C2

N
, n = 1, 2, . . . , N. (10)

Разностная формула с двумя узлами для вычисления первой производной на
сетке Ωh исследовалась в [15]. Получена оценка ε|u′(x) − (un − un−1)/hn| ≤ C/N.
Ниже оценим погрешность других широко используемых разностных формул
на классе функций, обладающих декомпозицией (1), на заданной выше сетке.

При обосновании оценок погрешности предполагаем, что σ < 1/2. При σ = 1/2
для некоторой постоянной C0 ε ≥ C0 и производные функции u(x) являются ε-
равномерно ограниченными. Тогда для функции u(x) применимы известные в ре-
гулярном случае оценки погрешности при вычислении производных, и эти оценки
по точности не ниже, чем оценки, получаемые при σ < 1/2.
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2. Формула с тремя узлами для вычисления первой производной

Предполагаем, что исходный отрезок [0, 1] представлен в виде объединения
неперекрывающихся отрезков

[0, 1] =
⋃

[xn−1, xn+1], n = 1, 3, . . . , N − 1. (11)

На произвольном отрезке [xn−1, xn+1] зададим формулу для вычисления u′(x)

L′3(u, x) = un−1
2x− xn − xn+1

hn(hn + hn+1)
−un

2x− xn−1 − xn+1

hnhn+1
+un+1

2x− xn − xn−1

hn+1(hn + hn+1)
. (12)

Лемма 1. Пусть функция u(x) имеет представление (1) при m ≥ 3, N
кратно четырем и при задании сетки Ωh r ≥ 3. Тогда для некоторой посто-
янной C на произвольном отрезке [xn−1, xn+1] в зависимости от значения n
справедливы следующие оценки погрешности:

ε|L′3(u, x)− u′(x)| ≤ C

N2
, x ∈ [xn−1, xn+1], n <

N

2
− 1, (13)

ε|L′3(u, x)− u′(x)| ≤ C

N2
, x ∈ [xn−1, xn], n =

N

2
− 1, (14)

ε|L′3(u, x)− u′(x)| ≤ C

N2
, x ∈ [xn, xn+1], n =

N

2
− 1, ε ≥ 1

N
, (15)

ε|L′3(u, x)− u′(x)| ≤ C

N2
ln

[
1 +

1
Nε

]
, x ∈ [xn, xn+1], n =

N

2
− 1, ε ≤ 1

N
, (16)

|L′3(u, x)− u′(x)| ≤ C

N2
, x ∈ [xn−1, xn+1], n >

N

2
. (17)

Доказательство. Используем разложение в ряд Тейлора

u(η) = u(x) + (η − x)u′(x) +
(η − x)2

2
u′′(x) +

1
2

η∫

x

(η − s)2u(3)(s) ds. (18)

Заменяя в (12) u(xn−1), u(xn), u(xn+1) на основе разложения (18) около точки
x и приводя подобные, получаем

L′3(u, x)− u′(x) =
[
An(x) +

1
2

xn−1∫

x

(xn−1 − s)2u(3)(s) ds

]
2x− xn − xn+1

hn(hn + hn+1)
+

+
[
Bn(x) +

1
2

xn∫

x

(xn − s)2u(3)(s) ds

]
2x− xn−1 − xn+1

hnhn+1
+

+
[
Cn(x) +

1
2

xn+1∫

x

(xn+1 − s)2u(3)(s) ds

]
2x− xn − xn−1

hn+1(hn + hn+1)
− u′(x),

x ∈ [xn−1, xn+1], (19)

где

An(x) = u(x) + (xn−1 − x)u′(x) +
(xn−1 − x)2

2
u′′(x),

Bn(x) = u(x) + (xn − x)u′(x) +
(xn − x)2

2
u′′(x),
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Cn(x) = u(x) + (xn+1 − x)u′(x) +
(xn+1 − x)2

2
u′′(x).

Докажем, что при всех x ∈ [xn−1, xn+1]

An(x)
2x− xn − xn+1

hn(hn + hn+1)
+ Bn(x)

2x− xn−1 − xn+1

hnhn+1
+

+ Cn(x)
2x− xn − xn−1

hn+1(hn + hn+1)
= u′(x). (20)

Соотношение (20) приводим к виду

Ãn(x)u(x) + B̃n(x)u′(x) + C̃n(x)u′′(x) = 0.

Несложно показать, что при всех x Ãn(x) = B̃n(x) = 0. Выпишем C̃n(x)

C̃n(x) =
(xn−1 − x)2

2
2x− xn − xn+1

hn(hn + hn+1)
+

+
(xn − x)2

2
2x− xn−1 − xn+1

hnhn+1
+

(xn+1 − x)2

2
2x− xn − xn−1

hn+1(hn + hn+1)
.

Теперь несложно получить, что C̃n(x) = 0 при всех x.
Итак, соотношение (20) доказано. Тогда из (19) получаем

L′3(u, x)− u′(x) =
2x− xn − xn+1

2hn(hn + hn+1)

xn−1∫

x

(xn−1 − s)2u(3)(s) ds+

+
2x− xn−1 − xn+1

2hnhn+1

xn∫

x

(xn − s)2u(3)(s) ds+

+
2x− xn − xn−1

2hn+1(hn + hn+1)

xn+1∫

x

(xn+1 − s)2u(3)(s) ds, x ∈ [xn−1, xn+1].

Из этой формулы следует

|L′3(u, x)− u′(x)| ≤ Chn

xn+1∫

xn−1

|u(3)(s)| ds, x ∈ [xn−1, xn]. (21)

|L′3(u, x)− u′(x)| ≤ Chn+1

xn+1∫

xn−1

|u(3)(s)| ds, x ∈ [xn, xn+1]. (22)

В силу того, что N кратно четырем, каждый отрезок [xn−1, xn+1] полностью
находится в пограничном слое [0, σ] или вне его.

Пусть этот отрезок находится в пограничном слое, при этом xn+1 ≤ σ. Обозна-
чим K = 2(1− ε). Учитывая (2), (7) и условие r ≥ 3 , получаем

xn+1∫

xn−1

|Φ(3)(s)| ds ≤ C

ε3

xn+1∫

xn−1

exp(−αs/ε) ds =
C1

ε2

[
exp(−αxn−1/ε)−exp(−αxn+1/ε)

]
=

=
C1

ε2

[(
1−K(n− 1)/N

)r

−
(
1−K(n + 1)/N

)r]
≤ C2

ε2N
(1−K(n− 1)/N). (23)
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При обосновании оценки (23) применили неравенство

br
n − ar

n ≤ rbr−1
n (bn − an), r > 1, 1 > bn > an > 0.

Учитывая соотношения (8), (21), (23), для некоторой постоянной C получаем

ε|L′3(Φ, x)−Φ′(x)| ≤ C

N2
ln

[
1+

K

N −Kn

]
(N−Kn+K), x ∈ [xn−1, xn], n <

N

2
. (24)

Используя ограниченность производных составляющей p(x), оценки (21), (24), по-
лучаем требуемые оценки (13), (14).

Рассмотрим случай x ∈ [xN/2−1, xN/2]. С учетом (9) из (22), (23) получаем

ε|L′3(Φ, x)− Φ′(x)| ≤ C1

N
ln

[
1 +

K

Nε

](
ε +

1
N

)
, x ∈ [xn, xn+1], n + 1 =

N

2
. (25)

Из (2), (25), (22) следуют оценки (15), (16).
В случае n > N/2 оценка (17) следует из (2), (6), (21), (22).
Лемма доказана.

3. Формула для вычисления второй производной

Предполагаем, что справедливо разбиение (11). Пусть L3(u, x) – многочлен
Лагранжа с узлами интерполяции xn−1, xn, xn+1 на отрезке [xn−1, xn+1]. Рассмот-
рим формулу для производной u′′(x)

u′′(x) ≈ L′′3(u, x) =
2un−1

hn(hn + hn+1)
− 2un

hnhn+1
+

2un+1

hn+1(hn + hn+1)
. (26)

Лемма 2. Пусть функция u(x) имеет представление (1) при m ≥ 3, N
кратно четырем и при задании сетки Ωh r ≥ 3. Тогда для некоторой посто-
янной C на произвольном отрезке [xn−1, xn+1] справедливы следующие оценки
погрешности:

ε2
∣∣∣L′′3(u, x)− u′′(x)

∣∣∣ ≤ C

N
, x ∈ [xn−1, xn+1], n <

N

2
, (27)

∣∣∣L′′3(u, x)− u′′(x)
∣∣∣ ≤ C

N
, x ∈ [xn−1, xn+1], n >

N

2
. (28)

Доказательство. Из (26) следует

ε2
(
L′′3(u, x)− u′′(x)

)
=

ε2

hnhn+1(hn + hn+1)
×

×
[
2hn+1un−1 − 2(hn + hn+1)un + 2hnun+1 − hnhn+1(hn + hn+1)u′′n

]
+

+ ε2(u′′n − u′′(x)). (29)

Применяя разложение в ряд Тейлора (18), получаем

un−1 = un − hnu′n +
1
2

h2
nu′′n +

1
2

xn−1∫

xn

(xn − s)2u′′′(s) ds, (30)

un+1 = un + hn+1u
′
n +

1
2

h2
n+1u

′′
n +

1
2

xn+1∫

xn

(xn − s)2u′′′(s) ds. (31)
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Подставляя (30), (31) в (29) и приводя подобные, имеем

ε2
(
L′′3(u, x)− u′′(x)

)
=

ε2

hnhn+1(hn + hn+1)
×

×
[
hn+1

xn−1∫

xn

(xn − s)2u′′′(s) ds− hn

xn+1∫

xn

(xn − s)2u′′′(s) ds

]
+ ε2

xn∫

x

u′′′(s) ds.

Из этого соотношения следует

ε2
∣∣L′′3(u, x)− u′′(x)

∣∣ ≤ 3ε2

xn+1∫

xn−1

|u′′′(s)| ds. (32)

При m ≥ 3 в декомпозиции (1)-(2) производная p′′′(x) является ограниченной,
поэтому в соответствии с (10), (32) для некоторой постоянной C

∣∣L′′3(p, x)− p′′(x)
∣∣ ≤ C

N
, x ∈ [xn−1, xn+1], n = 1, 3, . . . , N − 1. (33)

Остановимся на оценке погрешности на составляющей Φ(x).
Рассмотрим случай n < N/2. С учетом оценок (2), (32) для некоторой посто-

янной C2 получаем

ε2
∣∣L′′3(Φ, x)− Φ′′(x)

∣∣ ≤ C2

ε

xn+1∫

xn−1

e−αs/ε ds =
C2

α

[
e−αxn−1/ε − e−αxn+1/ε

]
.

Учитывая (7), по аналогии с обоснованием оценки (23) имеем

ε2
∣∣∣L′′3(Φ, x)− Φ′′(x)

∣∣∣ ≤ C

N
, x ∈ [xn−1, xn+1], n = 1, 3, . . . ,

N

2
− 1. (34)

Рассмотрим случай n > N/2. Тогда xn−1 ≥ σ и, учитывая (2), (6), из (32)
получаем

∣∣∣L′′3(Φ, x)− Φ′′(x)
∣∣∣ ≤ C

N
, x ∈ [xn−1, xn+1], n =

N

2
+ 1,

N

2
+ 3, . . . , N − 1. (35)

Из оценок (33), (34), (35) следуют оценки (27), (28). Лемма доказана.

4. Формула для вычисления третьей производной

Предполагаем, что N кратно шести и исходный отрезок [0, 1] представлен
в виде объединения неперекрывающихся отрезков

[0, 1] =
⋃

[xn−1, xn+2], n = 1, 4, . . . , N − 2. (36)

Пусть L4(u, x) – многочлен Лагранжа с узлами интерполяции xn−1, xn, xn+1,
xn+2. Тогда разностная формула для вычисления третьей производной на отрезке
[xn−1, xn+2] имеет вид

u(3)(x) ≈ L
(3)
4 (u, x) = − 6un−1

hn(hn + hn+1)(hn + hn+1 + hn+2)
+

6un

hnhn+1(hn+1 + hn+2)
−

− 6un+1

hn+1hn+2(hn + hn+1)
+

6un+2

hn+2(hn+1 + hn+2)(hn + hn+1 + hn+2)
. (37)
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Лемма 3. Пусть функция u(x) имеет представление (1) при m ≥ 4, N
кратно шести и при задании сетки Ωh r ≥ 4. Тогда для некоторой постоянной C
на произвольном отрезке [xn−1, xn+2] в зависимости от n справедливы оценки
погрешности:

ε3
∣∣L(3)

4 (u, x)− u(3)(x)
∣∣ ≤ C

N
, x ∈ [xn−1, xn+2], n + 2 ≤ N

2
, (38)

∣∣L(3)
4 (u, x)− u(3)(x)

∣∣ ≤ C

N
, x ∈ [xn−1, xn+2], n− 1 ≥ N

2
. (39)

Доказательство. Используя разложение в ряд Тейлора

u(η) = u(xn−1) + (η − xn−1)u′(xn−1) +
(η − xn−1)2

2
u′′(xn−1)+

+
(η − xn−1)3

6
u(3)(xn−1) +

1
6

η∫

xn−1

(η − s)3u(4)(s) ds

при η = xn, xn+1, xn+2 , из (37) получаем

L
(3)
4 (u, x)− u(3)(x) =

1
hnhn+1(hn+1 + hn+2)

xn∫

xn−1

(xn − s)3u(4)(s) ds−

− 1
hn+1hn+2(hn + hn+1)

xn+1∫

xn−1

(xn+1 − s)3u(4)(s) ds+

+
1

hn+2(hn+1 + hn+2)(hn + hn+1 + hn+2)

xn+2∫

xn−1

(xn+2−s)3u(4)(s) ds+u(3)(xn−1)−u(3)(x).

Из этого соотношения для некоторой постоянной C имеем

∣∣L(3)
4 (u, x)− u(3)(x)

∣∣ ≤ C

xn+2∫

xn−1

|u(4)(s)| ds. (40)

В соответствии с (2) при m ≥ 4 |p(4)(x)| ≤ C1. С учетом (40) на каждом отрезке
[xn−1, xn+2] справедлива оценка

∣∣L(3)
4 (p, x)− p(3)(x)

∣∣ ≤ C

N
. (41)

Остается оценить погрешность на функции Φ(x). С учетом (2), (40) получаем

ε3
∣∣L(3)

4 (Φ, x)− Φ(3)(x)
∣∣ ≤ C2

[
exp(−αxn−1/ε)− exp(−αxn+2/ε)

]
. (42)

При n + 2 ≤ N/2 из (42) по аналогии с (34) имеем

ε3
∣∣L(3)

4 (Φ, x)− Φ(3)(x)
∣∣ ≤ C

N
, x ∈ [xn−1, xn+2]. (43)

С учетом оценок (41), (43) получаем требуемую оценку (38).
Оценка (39) следует из (40) и ограниченности производной Φ(4)(x) при x ∈

∈ [xn−1, xn+2]. Лемма доказана.
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Табл. 1
Погрешность вычисления второй производной на равномерной сетке

ε N
16 32 64 128 256 512

1 1.74e− 1 8.74e− 2 4.38e− 2 2.19e− 2 1.10e− 2 5.48e− 3
16−1 4.19e− 1 2.86e− 1 1.68e− 1 9.17e− 2 4.79e− 2 2.45e− 2
32−1 4.83e− 1 4.19e− 1 2.86e− 1 1.68e− 1 9.17e− 2 4.79e− 2
64−1 3.89e− 1 4.83e− 1 4.19e− 1 2.86e− 1 1.68e− 1 9.17e− 2
128−1 1.86e− 1 3.89e− 1 4.83e− 1 4.19e− 1 2.86e− 1 1.68e− 1
256−1 3.69e− 2 1.86e− 1 3.89e− 1 4.83e− 1 4.19e− 1 2.86e− 1
512−1 9.77e− 4 3.69e− 2 1.86e− 1 3.89e− 1 4.83e− 1 4.19e− 1

5. Результаты численных экспериментов

Проведем сравнение точности при вычислении производных на равномерной
сетке, сетках Шишкина и Бахвалова.

Зададим сетку Шишкина [2] на [0, 1], используя соотношения

σ = min
{1

2
,
kε

α
ln N

}
, hn =

2σ

N
, n ≤ N

2
; hn =

2(1− σ)
N

, n >
N

2
,

где k – число узлов интерполяции многочлена Лагранжа Lk(u, x) , применяемого
на неперекрывающихся отрезках [xi, xi+k−1] для вычисления производной. В со-
ответствии с [6], в случае функции вида (1) и сетки Шишкина для некоторой по-
стоянной C при всех i

εj
∣∣u(j)(x)− L

(j)
k (u, x)

∣∣ ≤ C

(
ln N

N

)k−j

, x ∈ [xi, xi+k−1]. (44)

Для численных экспериментов зададим функцию вида (1)

u(x) = cos
πx

2
+ exp(−x/ε), x ∈ [0, 1], ε ∈ (0, 1].

Тогда в (1) Φ(x) = exp(−x/ε).
В табл. 1–3 приведена относительная погрешность

∆N,ε = ε2 max
n,j

∣∣L′′3(u, x̃n,j)− u′′(x̃n,j)
∣∣,

в табл. 2, 3 дополнительно приведен вычисленный порядок точности

MN,ε = log2

∆N,ε

∆2N,ε

в случаях равномерной сетки, сеток Шишкина и Бахвалова, где x̃n,j – узлы сгу-
щенной сетки, полученной из исходной делением каждого сеточного интервала
[xn−1, xn] на 10 равных частей. В таблицах e− l обозначает 10−l.

Из табл. 1 следует, что применение равномерной сетки неприемлемо, так как
при ε = 1/N погрешность не уменьшается с ростом числа узлов N. Данные табл. 2
соответствуют сетке Шишкина и согласуются с оценкой (44). Результаты табл. 3
для сетки Бахвалова согласуются с оценкой (27). На сетках Бахвалова и Шишкина
при заданном N погрешность стабилизируется с уменьшением параметра ε.

Теперь приведем результаты вычислений первой производной по формуле (12).
Относительная погрешность, задаваемая формулой

∆N,ε = ε max
n,j

∣∣L′3(u, x̃n,j)− u′(x̃n,j)
∣∣,
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Табл. 2
Погрешность и порядок точности при вычислении второй производной на сетке
Шишкина

ε N
16 32 64 128 256 512

1 1.74e− 1 8.74e− 2 4.38e− 2 2.19e− 2 1.10e− 2 5.48e− 3
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

16−1 3.50e− 1 2.58e− 1 1.68e− 1 9.17e− 2 4.79e− 2 2.45e− 2
0.44 0.62 0.88 0.94 0.97 0.98

32−1 3.50e− 1 2.58e− 1 1.74e− 1 1.09e− 1 6.52e− 2 3.77e− 2
0.44 0.57 0.67 0.74 0.79 0.83

64−1 3.50e− 1 2.58e− 1 1.74e− 1 1.09e− 1 6.52e− 2 3.77e− 2
0.44 0.57 0.67 0.74 0.79 0.83

Табл. 3
Погрешность и порядок точности при вычислении второй производной на сетке
Бахвалова

ε N
16 32 64 128 256 512

1 1.74e− 1 8.74e− 2 4.38e− 2 2.19e− 2 1.10e− 2 5.48e− 3
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

16−1 2.38e− 1 1.30e− 1 6.76e− 2 3.45e− 2 1.74e− 2 8.75e− 3
0.87 0.94 0.97 0.99 0.99 1.00

32−1 2.44e− 1 1.34e− 1 6.98e− 2 3.56e− 2 1.80e− 2 9.04e− 3
0.87 0.94 0.97 0.99 0.99 1.00

64−1 2.48e− 1 1.36e− 1 7.08e− 2 3.62e− 2 1.83e− 2 9.18e− 3
0.87 0.94 0.97 0.99 0.99 1.00

128−1 2.49e− 1 1.37e− 1 7.14e− 2 3.64e− 2 1.84e− 2 9.25e− 3
0.87 0.94 0.97 0.99 0.99 1.00

Табл. 4
Погрешность при вычислении первой производной по формуле (12) на равномер-
ной сетке

ε N
16 32 64 128 256 512

1 2.25e− 3 5.68e− 4 1.42e− 4 3.57e− 5 8.92e− 6 2.23e− 6
16−1 6.67e− 2 2.56e− 2 8.14e− 3 2.30e− 3 6.12e− 4 1.58e− 4
32−1 1.26e− 1 6.67e− 2 2.56e− 2 8.14e− 3 2.30e− 3 6.12e− 4
64−1 1.32e− 1 1.26e− 1 6.67e− 2 2.56e− 2 8.14e− 3 2.30e− 3
128−1 1.04e− 1 1.32e− 1 1.26e− 1 6.67e− 2 2.56e− 3 8.14e− 3
256−1 6.71e− 2 1.04e− 1 1.32e− 1 1.26e− 1 6.67e− 2 2.56e− 2
512−1 3.90e− 2 6.71e− 2 1.04e− 1 1.32e− 1 1.26e− 1 6.67e− 2

приведена в табл. 4–5 соответственно на равномерной сетке и на сетке Бахвалова
по аналогии с таблицами для второй производной. Данные табл. 4 показывают,
что применение равномерной сетки приводит к значительным погрешностям при
ε ≤ 1/N. Результаты вычислений на сетке Бахвалова показывают ε-равномерную
точность и согласуются с оценками погрешности леммы 1.

В табл. 6, 7 приведены погрешность при вычислении третьей производной по
формуле (37)

∆N,ε = ε3 max
n,j

∣∣L(3)
4 (u, x̃n,j)− u(3)(x̃n,j)

∣∣

и вычисленный порядок точности на сетках Шишкина и Бахвалова. Полученные
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Табл. 5
Погрешность и порядок точности при вычислении первой производной по фор-
муле (12) на сетке Бахвалова

ε N
16 32 64 128 256 512

1 2.25e− 3 5.68e− 4 1.42e− 4 3.57e− 5 8.92e− 6 2.23e− 6
1.99 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00

16−1 1.81e− 2 4.84e− 3 1.25e− 3 3.17e− 4 7.99e− 5 2.00e− 5
1.90 1.95 1.98 1.99 1.99 2.00

32−1 1.92e− 2 5.16e− 3 1.33e− 3 3.38e− 4 8.53e− 5 2.14e− 5
1.90 1.95 1.98 1.99 1.99 2.00

64−1 1.98e− 2 5.32e− 3 1.38e− 3 3.49e− 4 8.80e− 5 2.21e− 5
1.90 1.95 1.98 1.99 1.99 2.00

128−1 2.01e− 2 5.40e− 3 1.40e− 3 3.55e− 4 8.94e− 5 2.24e− 5
1.89 1.95 1.98 1.99 1.99 2.00

256−1 2.02e− 2 5.44e− 3 1.41e− 3 3.58e− 4 9.01e− 5 2.26e− 5
1.89 1.95 1.98 1.99 1.99 2.00

Табл. 6
Погрешность и порядок точности при вычислении третьей производной на сетке
Шишкина

ε N
24 48 96 192 384 768

1 4.11e− 1 2.06e− 1 1.03e− 1 5.16e− 2 2.58e− 2 1.29e− 2
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

10−1 4.13e− 1 2.44e− 1 1.33e− 1 6.97e− 2 3.56e− 2 1.80e− 2
0.76 0.87 0.93 0.97 0.98

10−2 7.24e− 1 5.86e− 1 3.90e− 1 2.28e− 1 1.23e− 1 6.44e− 2
0.31 0.59 0.78 0.88 0.94

10−3 7.35e− 1 6.82e− 1 5.05e− 1 3.15e− 1 1.78e− 1 9.46e− 2
0.11 0.43 0.68 0.83 0.91

10−4 7.06e− 1 7.24e− 1 5.86e− 1 3.90e− 1 2.28e− 1 1.23e− 1
0.04 0.31 0.59 0.78 0.88

Табл. 7
Погрешность и порядок точности при вычислении третьей производной на сетке
Бахвалова

ε N
24 48 96 192 384 768

1 4.11e− 1 2.06e− 1 1.03e− 1 5.16e− 2 2.58e− 2 1.29e− 2
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

10−1 4.13e− 1 2.44e− 1 1.33e− 1 6.97e− 2 3.56e− 2 1.80e− 2
0.76 0.87 0.93 0.97 0.98

10−2 3.79e− 1 2.10e− 1 1.10e− 1 5.64e− 2 2.85e− 2 1.44e− 2
0.86 0.93 0.96 0.98 0.99

10−3 3.82e− 1 2.11e− 1 1.11e− 1 5.69e− 2 2.88e− 2 1.45e− 2
0.85 0.93 0.96 0.98 0.99

10−4 3.82e− 1 2.11e− 1 1.11e− 1 5.69e− 2 2.88e− 2 1.45e− 2
0.85 0.93 0.96 0.98 0.99

результаты согласуются с оценкой (44) при k = 4 и j = 3 в случае сетки Шишкина
и с оценкой (38) в случае сетки Бахвалова.
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Заключение

Получены оценки погрешности разностных формул для вычисления первой,
второй и третьей производных на сетке Бахвалова при наличии экспоненциаль-
ного пограничного слоя. Проведены эксперименты по вычислению производных
на равномерной сетке, сетках Шишкина и Бахвалова. В соответствии с числен-
ными результатами применение равномерной сетки при наличии пограничного слоя
приводит к значительным погрешностям. Результаты экспериментов согласуются
с полученными оценками погрешностей.

Благодарности. Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ
в рамках научного проекта № 19-31-60009.
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Abstract

The article gives an estimate of the error of the classical formulas for the numerical diffe-
rentiation of a function of one variable with large gradients in the exponential boundary layer.
It is assumed that the function is decomposed in the form of the sum of the regular and singu-
lar components, which is valid for the solution of a boundary value problem for the ordinary
second-order differential equation with a small parameter ε affecting the highest derivative.
It is known that the application of the classical polynomial formulas of numerical differentiation
to such a function in the case of a uniform mesh can lead to unacceptable errors. The arti-
cle estimates the error of the formulas for numerical differentiation on the Bakhvalov mesh,
which is condensed in the boundary layer region. Bakhvalov’s mesh is widely used to construct
uniformly converging difference schemes; therefore, the error estimation of the numerical dif-
ferentiation formulas on this mesh is of interest. The estimates of the error on the Bakhvalov
mesh are obtained taking into account the uniformity in the small parameter for the classical
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difference formulas widely used to calculate the first, second, and third derivatives. The re-
sults of numerical experiments are presented, which agree with the obtained error estimates.
A numerical comparison of the obtained errors on the Bakhvalov and Shishkin meshes and on
a uniform mesh is carried out.

Keywords: function of one variable, boundary layer, large gradients, Bakhvalov mesh,
formulas for numerical differentiation, error estimation
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