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ÓÄÊ 519.716 ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈßÍÅÄÎÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÕ ×ÀÑÒÈ×ÍÛÕ ÁÓËÅÂÛÕÔÓÍÊÖÈÉÂ.È. ÏàíòåëååâÀííîòàöèÿ�àññìàòðèâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà äâîè÷íûõíàáîðàõ è ïðèíèìàþùèõ 4 çíà÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêèõ �óíêöèéåñòü ïðåäñòàâëåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè èçâåñòíûõ ïðåäñòàâëåíèé áóëåâûõ �óíêöèé:ñîâåðøåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà (ñäí�), ñîâåðøåííàÿ êîíúþíêòèâíàÿíîðìàëüíàÿ �îðìà (ñêí�). Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé ïîëó÷åííûõ ïðåäñòàâëåíèé îïèñàíûíåêîòîðûå ïîëíûå è ïðåäïîëíûå ìíîæåñòâà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷àñòè÷íûå áóëåâû �óíêöèè, ãèïåð�óíêöèè, ïîëíûå ìíîæåñòâà,ñóïåðïîçèöèÿ, ñïåöèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.ÂâåäåíèåÏðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÷àñòî âîçíèêàþò ñèòóàöèè íåîïðåäå-ëåííîñòè èëè çàïðåòíîñòè èí�îðìàöèè. Äëÿ îáðàáîòêè òàêîãî ðîäà èí�îðìàöèèèñïîëüçóþòñÿ íåäîîïðåäåëåííûå ÷àñòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ, òî åñòü îòîáðàæåíèÿèç ìíîæåñòâà À â ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Â. Ïðè ýòîì îñîáîåâíèìàíèå óäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâàì. Îáðàç ýëåìåíòà îòðàæàåò ñòåïåíü åãîíåîïðåäåëåííîñòè (â ÷àñòíîñòè, ïóñòîå ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåò çàïðåòíîñòü äàííûõ,à îäíîýëåìåíòíîå � îäíîçíà÷íîñòü äàííûõ).Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà A = B = {0, 1} , òî åñòü ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ áóëåâû �óíêöèè (èëè �óíêöèè àëãåáðû ëîãèêè) ñ äâóìÿ âèäàìèíåîïðåäåëåííîñòè, è äëÿ òàêèõ �óíêöèé çàäàåòñÿ îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè.Ïóñòü E = {0, 1}, F = {∅, {0}, {1}, {0, 1}}. Òîãäà �óíêöèè f : En → {{0}, {1}}íàçîâåì âñþäó îïðåäåëåííûìè èëè òîòàëüíûìè (P2 � ìíîæåñòâî âñåõ âñþäó îïðå-äåëåííûõ �óíêöèé); f : En → F \ {∅} � íåäîîïðåäåëåííûìè (P−

2 � ìíîæåñòâîâñåõ íåäîîïðåäåëåííûõ �óíêöèé); f : En → F \ {{0, 1}} � ÷àñòè÷íûìè (P ∗

2 � ìíî-æåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ �óíêöèé); f : En → F � íåäîîïðåäåëåííûìè ÷àñòè÷íûìè(í÷á�)(P ∗−

2 � ìíîæåñòâî âñåõ íåäîîïðåäåëåííûõ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ �óíêöèé).Åñëè f1(x̃), . . . , fm(x̃) � n-ìåñòíûå, f(x1, . . . , xm) � m-ìåñòíàÿ í÷á�, òî ñóïåð-ïîçèöèÿ f(f1(x̃), . . . , fm(x̃)) îïðåäåëÿåò �óíêöèþ g(x̃) ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿëþáîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ (α1, . . . , αn) ∈ En

g(α1, . . . , αn) =

{

∅, åñëè ñóùåñòâóåò i ∈ {1, . . . , m} òàêîå, ÷òî fi(α1, . . . , αn) = ∅;
⋃

f(β1, . . . , βm) | βi ∈ fi(α1, . . . , αn), i ∈ {1, . . . , m} èíà÷å.Äëÿ íàòóðàëüíîãî n > 0 è ëþáîãî 1 ≤ i ≤ n ÷àñòè÷íàÿ n-ìåñòíàÿ ïðîåêöèÿ en
iîïðåäåëÿåòñÿ êàê en

i (x1, . . . , xn) = {xi} .Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A ⊆ P ∗−

2 íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-ùåå A , âñå ïðîåêöèè è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè.



ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß Í×ÁÔ 115Îïðåäåëåíèå ïîëíîãî è ïðåäïîëíîãî ìíîæåñòâ, òåðìà íàä ìíîæåñòâîì ÷àñòè÷-íûõ íåäîîïðåäåëåííûõ �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì.Â ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðåäñòàâëåíèÿ íåäîîïðåäåëåííûõ ÷àñòè÷íûõ �óíê-öèé òåðìàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà è ïðè ýòîì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òåðì Φ(x1, . . . , xn)ïðåäñòàâëÿåò �óíêöèþ f(x1, . . . , xn) , åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà (α1, . . . , αn) ∈ Ençíà÷åíèé ïåðåìåííûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(α1, . . . , αn) = Φ(α1, . . . , αn) .Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ áóäåì â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ êîäè-ðîâêó: ∅ = ∗ , {0} = 0 , {1} = 1 , {0, 1} = − .1. �åçóëüòàòûÄëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f ∈ P ∗−

2 çàäàäèì âñþäó îïðåäåëåííûå �óíêöèè:
f0
∆ � 0-äîîïðåäåëåíèå, f1

∆ � 1-äîîïðåäåëåíèå, fx
∆ � (01)-äîîïðåäåëåíèå, f x̄

∆ � (10)-äîîïðåäåëåíèå, f0 � 0-õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ è f1 � 1-õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ, ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì:
f0
∆(α1, . . . , αn) =

{

0, åñëè f(α1, . . . , αn) ∈ {0,−, ∗};

1, åñëè f(α1, . . . , αn) ∈ {1}.

f1
∆(α1, . . . , αn) =

{

1, åñëè f(α1, . . . , αn) ∈ {1,−, ∗};

0, åñëè f(α1, . . . , αn) ∈ {0}.

fx
∆(α1, . . . , αn) =

{

0, åñëè f(α1, . . . , αn) ∈ {0, ∗};

1, åñëè f(α1, . . . , αn) ∈ {1,−}.

f x̄
∆(α1, . . . , αn) =

{

0, åñëè f(α1, . . . , αn) ∈ {0,−};

1, åñëè f(α1, . . . , αn) ∈ {1, ∗}.

f0(α1, . . . , αn) =

{

1, åñëè f(α1, . . . , αn) ∈ {0,−}

0, èíà÷å.
f1(α1, . . . , αn) =

{

1, åñëè f(α1, . . . , αn) ∈ {1,−}

0, èíà÷å.Îïðåäåëèì áèíàðíóþ �óíêöèþ x ⊲ y : 1 ⊲ 0 = 0, 0 ⊲ 1 = 1, 0 ⊲ 0 = ∗, 1 ⊲ 1 = −.Òåîðåìà 1 [1℄. Äëÿ ëþáîé f ∈ P ∗−

2 ñïðàâåäëèâî f = f0 ⊲ f1 .Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ïðîâåðèòü, åñëè ðàññìîòðåòü âñå âîç-ìîæíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè f íà ïðîèçâîëüíîì íàáîðå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ.Ñëåäñòâèå 1. Ìíîæåñòâî P2 ∪ {⊲} ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â P ∗−

2 .Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü f ∈ P ∗−

2 è ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò äâà íàáîðà
(α1, . . . , αn) è (β1, . . . , βn) òàêèå, ÷òî f(α1, . . . , αn) = ∗ è f(β1, . . . , βn) = − . Òîãäàìíîæåñòâî P2 ∪ {f} ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â P ∗−

2 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóïåðïîçèöèåé �óíêöèé f, x, x̄, 0, 1 ìîæíî ïîëó÷èòü �óíê-öèþ (∗−) . Åñëè g0(x, y, z) = (00111011) , g1(x, y, z) = (∗ − ∗ − ∗ − ∗−) , g2(x, y, z) =
= (00001111) , g3(x, y, z) = (00110011) , òî g0(g1, g2, g3) = h0(x, y, z) = (∗− ∗0 ∗ 1 ∗ 1) .È òåïåðü ñóïåðïîçèöèÿ �óíêöèè h0 è �óíêöèé (0100) , (0010) è (0111) îïðå-äåëÿåò �óíêöèþ ⊲ .



116 Â.È. ÏÀÍÒÅËÅÅÂÂ ñëåäóþùèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü �óíêöèè x ∩ y ∈ P ∗

2 è
x ∪ y ∈ P−

2 , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì:
x y ∩ ∪
0 0 0 0
0 1 ∗ −
1 0 ∗ −
1 1 1 1Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé í÷á� ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

f(x1, . . . , xn) = (f0
∆ ∩ f x̄

∆) ∪ (f1
∆ ∩ fx

∆).Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì çíà÷åíèå �óíêöèè f(x1, . . . , xn) íà íåêîòîðîìíàáîðå (α1, . . . , αn) . Ïóñòü ýòî çíà÷åíèå ðàâíî ¾−¿. Òîãäà
f1
∆(α1, . . . , αn) = 1, f0

∆(α1, . . . , αn) = 0,

f x̄
∆(α1, . . . , αn) = 0 è fx

∆(α1, . . . , αn) = 1,

(0 ∩ 0) ∪ (1 ∩ 1) = − . Îñòàëüíûå ñëó÷àè ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.Ñëåäñòâèå 3. Ìíîæåñòâî P2 ∪ {∩,∪} ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â P ∗−

2 .Ñëåäñòâèå 4. Ìíîæåñòâî P ∗

2 ∪ {∪} ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â P ∗−

2 .Ñëåäñòâèå 5. Ìíîæåñòâî P ∗

2 ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì â P ∗−

2 .Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f /∈ P ∗

2 , òî ñóùåñòâóåò íàáîð (α1, . . . , αn) òàêîé, ÷òî
f(α1, . . . , αn) = − . Çíà÷èò, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü �óíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ¾−¿. Ïðèìåíèâ îïåðàöèþ ñóïåðïîçèöèè ê �óíêöèÿì (00010111) , (0101) , (0011) è
(− −−−) , ïîëó÷èì �óíêöèþ (0 −−1) .Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå ìíîæåñòâà P ∗

2è P−

2 ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè.Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé í÷á� ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå
f(x1, . . . , xn) = (f0

∆ ∪ fx
∆) ∩ (f1

∆ ∪ f x̄
∆).Ñëåäñòâèå 6. Ìíîæåñòâî P−

2 ∪ {∩} ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â P ∗−

2 .Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∗ �óíêöèþ, êîòîðàÿ íà âñåõ íàáîðàõ ðàâíà ∗ .Ñëåäñòâèå 7. Ìíîæåñòâî P−

2 ∪ {∗} ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì â P ∗−

2 .Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f /∈ P−

2 ∪{∗} , òî ëåãêî ïîëó÷èòü �óíêöèþ (∗0) , çàòåì
(0 ∗ ∗0) è íàêîíåö �óíêöèþ (0 ∗ ∗1) .Íåïîñðåäñòâåííî èç ñëåäñòâèé 5 è 7 ïîëó÷àåìÑëåäñòâèå 8. Ìíîæåñòâî P2 ∪{∗} ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì â P ∗

2 [2℄, à ìíîæå-ñòâî P2 ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì â ìíîæåñòâå P−

2 [3℄.Äëÿ áóëåâûõ �óíêöèé äîñòàòî÷íû èçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå ñïåöèàëü-íûå ïðåäñòàâëåíèÿ, òàêèå, íàïðèìåð, êàê äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà èêîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà. Ïîêàæåì, ÷òî ïîõîæèå ðàçëîæåíèÿ èìåþò ìå-ñòî è äëÿ ÷àñòè÷íûõ íåäîîïðåäåëåííûõ áóëåâûõ �óíêöèé.



ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß Í×ÁÔ 117Êàê îáû÷íî ïîëàãàåì
xα =

{

x, åñëè α = 1,

x̄, åñëè α = 0è äëÿ �óíêöèé f(x1, . . . , xn) , h1(x1, . . . , xm) ,. . . , hn(x1, . . . , xm) ÷åðåç fh1,...,hn

x1,...,xn

îáî-çíà÷èì ñóïåðïîçèöèþ f(h1, . . . , hn) .Îïðåäåëèì äâå �óíêöèè δi(x1, . . . , xn) = (0−) ◦ ei(x1, . . . , xn) è λi(x1, . . . , xn) =
= (−1) ◦ ei(x1, . . . , xn) , ãäå ◦ � çíàê ñóïåðïîçèöèè è ïóñòü

β(αi) =

{

δi, åñëè αi = 0,

λi, åñëè αi = 1.Çàìåòèì, ÷òî ïðè αi = 0

β(αi) = β(0) =

{

0, åñëè xi = 0,

−, åñëè xi = 1,à ïðè αi = 1

β(αi) = β(1) =

{

−, åñëè xi = 0,

1, åñëè xi = 1.Òåîðåìà 4 (àíàëîã ñêí�). Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ P ∗−

2 ñïðàâåäëèâî ðàçëî-æåíèå
f(x1, . . . , xn) = &

(α1,...,αn)∈En

(

xα1

1 ∨ . . . ∨ xαn

n ∨ fβ(α1),...,β(αn)
x1 ,..., xn

)Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì çíà÷åíèå �óíêöèè f íà íåêîòîðîì íàáîðå
(a1, . . . , an) . Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà êîíúþíêöèÿ áåðåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì
(α1, . . . , αn) , èç êîòîðûõ îäèí ñîâïàäàåò ñ (a1, . . . , an) . Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèéêîíúþíêòèâíûé ÷ëåí ðàâåí

0 ∨ . . . ∨ 0 ∨ f(a1, . . . , an) = f(a1, . . . , an).Åñëè æå aj 6= αj äëÿ íåêîòîðîãî j , òî ñîîòâåòñòâóþùèé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåíðàâåí
1 ∨ f(c1, . . . , cn) =

{

1, åñëè f(c1, . . . , cn) 6= ∗,

∗, åñëè f(c1, . . . , cn) = ∗,
,ãäå

ci =

{

ai, åñëè ai = αi

−, åñëè ai 6= αi.Åñëè f(a1, . . . , an) 6= ∗ , òî è f(c1, . . . , cn) 6= ∗ .È òåïåðü ïðè f(a1, . . . , an) = ∗ ñïðàâåäëèâîñòü ðàçëîæåíèÿ î÷åâèäíà, à ïðè
f(a1, . . . , an) 6= ∗ â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì f(a1, . . . , an)&1 = f(a1, . . . , an)Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.Òåîðåìà 5 (àíàëîã ñäí�). Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ P ∗−

2 ñïðàâåäëèâî ðàçëî-æåíèå
f(x1, . . . , xn) = ∨

(α1,...,αn)∈En

(

xα1

1 & . . .&xαn

n &fβ(α1),...,β(αn)
x1 ,..., xn

)

.Ñëåäñòâèå 9. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ P ∗−

2 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå
f(x1, . . . , xn) =

∑

(α1,...,αn)∈En

2

(

xα1

1 · . . . · xαn

n · fβ(α1),...,β(αn)
x1 ,..., xn

)

.



118 Â.È. ÏÀÍÒÅËÅÅÂ2. Îáñóæäåíèå�åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â òåîðåìàõ 1�3 ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé, êîãäà
A � ýòî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî: A = {0, 1, . . . , k−1} , à B = 2A, è â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿïîëó÷èòü óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî ïðèâåäåíû â [4℄.Ôóíêöèè f : An → A ∪ {∅} íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè, f : An → 2A \ {∅} íàçû-âàþòñÿ ãèïåð�óíêöèÿìè, f : An → 2A íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ãèïåð�óíêöèÿìè(ñì., íàïðèìåð, [5℄).Ïóñòü Pk � ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé f : A → A , P ∗

k � ìíîæåñòâî âñåõ ÷à-ñòè÷íûõ �óíêöèé, P−

k � ìíîæåñòâî âñåõ ãèïåð�óíêöèé, P ∗−

k � ìíîæåñòâî âñåõ÷àñòè÷íûõ ãèïåð�óíêöèé íà ìíîæåñòâå A .Î÷åâèäíû ñëåäóþùèå âëîæåíèÿ: Pk ⊂ P ∗

k ⊂ P ∗−

k è Pk ⊂ P−

k ⊂ P ∗−

k .Ïî àíàëîãèè ñ í÷á� ìîæíî ââåñòè 0, 1, . . . , k− 1 -õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè,
k -ìåñòíóþ �óíêöèþ ⊲k , ïðèíèìàþùóþ âñå k çíà÷åíèé, ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòüóòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî òåîðåìå 1 è êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷èòü àíàëîã êðèòåðèÿïîëíîòû Ñ.Â. ßáëîíñêîãî äëÿ �óíêöèé k -çíà÷íîé ëîãèêè [6℄.Ïðåäëîæåíèå 1. Ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ãèïåð�óíêöèé íà ìíîæåñòâå Aáóäåò ïîëíûì, åñëè îíî ïîðîæäàåò Pk è ñîäåðæèò �óíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ âñå
2A çíà÷åíèé.Îïðåäåëÿÿ 0, 1, . . . , k− 1 -äîîïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f , àíàëîãè÷íûå ñîîòâåòñòâó-þùèì äëÿ í÷á� è, äîáàâëÿÿ ê (01) è (10)-äîîïðåäåëåíèÿì, C -äîîïðåäåëåíèÿ èñîîòâåòñòâóþùèå C′ -äîîïðåäåëåíèÿ, ãäå C ⊆ A è |C| ≥ 2 , ìîæíî äîêàçàòü óòâåð-æäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 2,3, ñëåäñòâèÿì 3, 4, 6 è ïîëó÷èòüÏðåäëîæåíèå 2. Ìíîæåñòâà P ∗

k è P−

k ∪{∗} ÿâëÿþòñÿ ïðåäïîëíûìè â P ∗−

k .Ïðåäëîæåíèå 3. Çàìêíóòûìè êëàññàìè, ñîäåðæàùèìè çàìêíóòûé êëàññ
Pk, ÿâëÿþòñÿ òîëüêî Pk , P ∗

k , P−

k , P−

k ∪ {∗} , Pk ∪ {∗} , P ∗−

k .�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 07-01-00240).SummaryV.I. Panteleyev. Spe
ial Expansions of Underdetermined Partial Boolean Fun
tions.The paper views spe
ial expansion of fun
tions determined on two-element set and takingfour meanings. In parti
ular, it is shown that there are expansions for su
h fun
tions, whi
hare analogous to known expansion of Boolean fun
tions, i. e. disjun
tive normal form and
onjun
tive normal form. As a sequen
e of re
eived expansion, some 
omplete and maximalsets are des
ribed.Key words: partial Boolean fun
tions, hyperoperation, 
omplete sets, 
omposition, spe
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