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ÓÄÊ 514.16�ÀÑÑËÎÅÍÈß ÍÅÅÂÊËÈÄÎÂÀ 3-Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ�ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î ÒÈÏÀ, ÏÎ�ÎÆÄÅÍÍÛÅÀË�ÅÁ�ÎÉ ÀÍÒÈÊÂÀÒÅ�ÍÈÎÍÎÂ. IÁ.Í. ØàïóêîâÀííîòàöèÿÈçó÷åíèþ áèàêñèàëüíûõ è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ïðîñòðàíñòâ À.Ï. Íîðäåí ïîñâÿòèëíåñêîëüêî ñâîèõ ðàáîò. Îí çàèíòåðåñîâàëñÿ ýòèì êëàññîì ïðîñòðàíñòâ ñ òî÷êè çðåíèÿïðèìåíåíèÿ àëãåáð êîìïëåêñíûõ, äâîéíûõ è äóàëüíûõ ÷èñåë, èìåÿ ïðåæäå âñåãî ââèäóïðèëîæåíèÿ ê ëèíåé÷àòîé ãåîìåòðèè íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ (ñì., íàïðèìåð, [2℄). Èçýòèõ åãî ðàáîò â äàëüíåéøåì è ðàçâèëàñü îáùàÿ òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ íàä àëãåáðàìè [3℄.Åñëè A � íåêîòîðàÿ àëãåáðà, òî åå ïðîåêòèâèçàöèÿ ïðèâîäèò ê ïðîåêòèâíîìó ïðî-ñòðàíñòâó, íàäåëåííîìó íåêîòîðîé ñòðóêòóðîé. Òàê, ïðè ïðîåêòèâèçàöèè àëãåáðû êâà-òåðíèîíîâ ïîëó÷èì 3-ìåðíîå ýëëèïòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì àëãåá-ðà àíòèêâàòåðíèîíîâ îïðåäåëÿåò 3-ìåðíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ëèíåé÷àòûìàáñîëþòîì. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ðàññëîåíèÿ íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ,âîçíèêàþùèå ñ ïîìîùüþ ïîäàëãåáð (ðàññëîåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî 3-ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæ-äåííîå àëãåáðîé êâàòåðíèîíîâ, áûëî ðàññìîòðåíî â [4℄). Êàê èçâåñòíî [5℄, àëãåáðà àíòè-êâàòåðíèîíîâ ñîäåðæèò âñå òðè òèïà ïîäàëãåáð âòîðîãî ïîðÿäêà: êîìïëåêñíûõ, äâîéíûõè äóàëüíûõ ÷èñåë. Â ýòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññëîåíèå 3-ìåðíîãî ãèïåðáîëè÷åñêî-ãî ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîå ïîäàëãåáðîé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïîñòðîåíà íîðìàëèçàöèÿðàññëàèâàþùåé ëèíåéíîé êîíãðóýíöèè è âûÿñíåí ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïîëó÷åííûõ îáú-åêòîâ.1. �àññëîåíèå, ïîðîæäåííîå ïîäàëãåáðîé êîìïëåêñíûõ ÷èñåëÀëãåáðà A àíòèêâàòåðíèîíîâ [6℄ � ýòî 4-ìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ íåïðèâîäèìàÿàëãåáðà ñ åäèíèöåé, êîòîðàÿ äîïóñêàåò ñîïðÿæåíèå x → x̄ è íåâûðîæäåííîå ñêà-ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå1

(x,y) =
1

2
(xȳ+ yx̄). (1)Îíî îïðåäåëÿåò â A ñòðóêòóðó 4-ìåðíîãî ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E4

2 . Ýëå-ìåíòû àëãåáðû, äëÿ êîòîðûõ a2 = aā 6= 0 , îáðàòèìû: a−1 = ā/|a|2 . Îíè îáðàçóþòãðóïïó Ëè G ⊂ A . Íåîáðàòèìûå ýëåìåíòû îáðàçóþò èçîòðîïíûé êîíóñ ïðîñòðàí-ñòâà: x2 = 0 .Âûáåðåì â A îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {1, ei} , êîìïëåêñíûå åäèíèöû êîòîðîãîóìíîæàþòñÿ ñîãëàñíî òàáëèöå e1 e2 e3e1 1 e3 e2e2 −e3 1 −e1e3 −e2 e1 -1
1Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè àëãåáð 4-ãî ïîðÿäêà òîëüêî àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ è àíòèêâàòåðíèîíîâèìåþò íåâûðîæäåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñîîòâåòñòâåííî åâêëèäîâî è ïñåâäîåâêëèäîâî.



182 Á.Í. ØÀÏÓÊÎÂÎòñþäà âèäíî, ÷òî âñÿêèé àíòèêâàòåðíèîí x = x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 ìîæíîçàïèñàòü â âèäå x = z1 + z2e2, zk ∈ R(e3),ãäå êîìïëåêñíûå ÷èñëà
z1 = x0 + x3e3, z2 = x2 + x1e3.Òîãäà óìíîæåíèå àíòèêâàòåðíèîíîâ x è y = w1 + w2e2 îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéxy = (z1w1 + z2w̄2) + (z1w2 + z2w̄1)e2, (2)ñîïðÿæåíèå èìååò âèä x̄ = z̄1− z2e2 , à ñêàëÿðíûé êâàäðàò àíòèêâàòåðíèîíà ðàâåíx2 = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 + (x3)2 = z1z̄1 − z2z̄2.Êàê ïîêàçàíî â [5℄, àëãåáðà àíòèêâàòåðíèîíîâ ñîäåðæèò 2-ìåðíûå ïîäàëãåáðûâñåõ òðåõ òèïîâ: êîìïëåêñíûõ, äâîéíûõ è äóàëüíûõ ÷èñåë. Â ýòîì ïàðàãðà�å ìûðàññìîòðèì ïîäàëãåáðó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C = R(e3) . Îíà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíå-íèåì z2 = 0 , à ìíîæåñòâî åå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ C◦ åñòü ïîäãðóïïà Ëè ãðóïïû G .�àññìîòðèì �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G/C◦ . Åñëè ýëåìåíòûx è y ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñìåæíîìó êëàññó, òî xy−1 ∈ C◦ , îòêóäà ïîëó÷èì äâàóñëîâèÿ

z1w2 − z2w1 = 0, z1w̄1 − z2w̄2 6= 0.Ïåðâîå èç íèõ äàåò z1 : z2 = w1 : w2 , è èìååì êàíîíè÷åñêóþ ïðîåêöèþ π : G→ CP 1â êîìïëåêñíóþ ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ, îïðåäåëÿåìóþ �îðìóëîé
π(x) = (z1 : z2). (3)Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî îáðàçîì ïðîåêöèè ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî M ⊂ CP 1 ,äëÿ êîòîðîãî z1z̄1 − z2z̄2 6= 0 . Òåì ñàìûì èñêëþ÷àþòñÿ òî÷êè ïîäìíîæåñòâà C ⊂

⊂ CP 1 , ñîîòâåòñòâóþùèå èçîòðîïíîìó êîíóñó.Òåîðåìà 1. �àññëîåíèå π : G → M åñòü íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ òðèâè-àëüíûõ ãëàâíûõ ðàññëîåíèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå M ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê îò-êðûòîå âåùåñòâåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå êîí�îðìíîé ïëîñêîñòè (èëè 2-ñ�åðû) áåçîêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Ïîýòîìó M ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïî-íåíò: M = U ∪ V. �àññìîòðèì ñíà÷àëà îãðàíè÷åíèå ðàññëîåíèÿ π íà îáëàñòü
U : z1z̄1 − z2z̄2 > 0 . Òàê êàê â íåé z1 6= 0 , òî ìîæíî ââåñòè íåîäíîðîäíóþ êîîðäè-íàòó z = z2/z1 è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååì êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà zz̄ < 1 . Ïóñòüàíòèêâàòåðíèîí x ∈ π−1(U) . Ïðåäñòàâèâ åãî â âèäå x = z1(1 + ze2) , ðàññìîòðèìáèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : π−1(U) → U × C◦ ïî �îðìóëå ϕ(x) = (z, z1) . Îáðàò-íî, äëÿ ëþáîãî z ∈ U è a ∈ C◦ îïðåäåëåí àíòèêâàòåðíèîí ϕ−1(z, a) = a(1 + ze2) .Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî äè��åîìîð�èçì, îïðåäåëÿþùèé òðèâèàëèçàöèþ ðàññëî-åíèÿ π|U . ×òîáû äîêàçàòü òðèâèàëüíîñòü ðàññëîåíèÿ π|V , äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòüèíâåðñèþ U → V : w = 1/z .Çàìå÷àíèå 1. Âïðî÷åì, ïðîåêöèÿ (3) èìååò ñìûñë äëÿ ëþáûõ x 6= 0 . Ïîýòîìóðàññëîåíèå G→M ìîæíî ðàñøèðèòü äî ðàññëîåíèÿ íåíóëåâûõ àíòèêâàòåðíèîíîâ
π : A◦ → CP 1 , ÷òî ìû è áóäåì ïðåäïîëàãàòü â äàëüíåéøåì.



�ÀÑÑËÎÅÍÈß ÍÅÅÂÊËÈÄÎÂÀ 3-Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ 183�àññìîòðèì ïðîåêòèâèçàöèþ ýòîãî ðàññëîåíèÿ [9℄. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ïðî-åêòèâèçàöèÿ λ : A◦ → P3 , êîòîðàÿ âñÿêîìó x ∈ A◦ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó
X ∈ P3 ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåò ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî S3

2 ,ëèíåé÷àòàÿ êâàäðèêà êîòîðîãî
Q : (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 + (x3)2 = 0 (4)ïîðîæäàåòñÿ èçîòðîïíûì êîíóñîì.Òåîðåìà 2. Ïîäàëãåáðà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë àëãåáðû àíòèêâàòåðíèîíîâ îïðå-äåëÿåò òðèâèàëüíîå ãëàâíîå ðàññëîåíèå ïðîñòðàíñòâà S3

2 ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîéêîíãðóýíöèè ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.Äîêàçàòåëüñòâî. Êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà
A◦ ←→ λ−→ ←→ S3

2

π ց ւ p
CP 1ñ ïðîåêöèåé p(X) = (z1 : z2) îïðåäåëÿåò ðàññëîåíèå ýòîãî íååâêëèäîâà ïðîñòðàí-ñòâà ëèíåéíîé êîíãðóýíöèåé ïðÿìûõ K . ßñíî, ÷òî ýòî ðàññëîåíèå òàêæå òðèâèàëü-íî. Â ãëàâíîì ðàññëîåíèè π èìååòñÿ ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà C◦ , êîòîðàÿ äåéñòâóåòëåâûìè ñäâèãàìè x′ = ax , a ∈ C◦ èëè ñîãëàñíî (2) z′1 = az1 , z′2 = az2 . Îäíàêî â S3

2ýòî äåéñòâèå íåý��åêòèâíî è èìååò ÿäðî R◦ . Ïîýòîìó ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé ðàñ-ñëîåíèÿ p ÿâëÿåòñÿ �àêòîð-ãðóïïà C◦/R◦ , èçîìîð�íàÿ ãðóïïå Ëè êîìïëåêñíûõ÷èñåë åäèíè÷íîãî ìîäóëÿ S . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
z′1 = eiϕz1, z′2 = eiϕz2èëè â âåùåñòâåííûõ îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ

x0(ϕ) = x0 cosϕ− x3 sinϕ, x1(ϕ) = x1 cosϕ+ x2 sinϕ,

x2(ϕ) = −x1 sinϕ+ x2 cosϕ, x3(ϕ) = x0 sinϕ+ x3 cosϕ.
(5)Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì x′ = A(ϕ)x , A(ϕ) ∈ S , åñòåñòâåííîíàçâàòü ëåâûìè ïàðàòàêòè÷åñêèìè ñäâèãàìè. Òàê êàê ïðè òàêèõ ñäâèãàõ (ïðè ñî-ãëàñîâàííîé íîðìèðîâêå) x′2 = x2 , òî åñëè x2 6= 0 , îðáèòû íå èìåþò òî÷åê íààáñîëþòå, ò. å. êîíãðóýíöèÿ ñîñòîèò èç ýëëèïòè÷åñêèõ ïðÿìûõ. Åñëè æå x2 = 0 , òîñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðÿìàÿ êîíãðóýíöèè ïðèíàäëåæèò àáñîëþòó, ÿâëÿÿñü åãî îáðà-çóþùåé. Òàêèå ïðÿìûå îáðàçóþò îäíî èç 1-ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ îáðàçóþùèõêâàäðèêè, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîîáðàçàìè òî÷åê îêðóæíîñòè C .Îòîæäåñòâëÿÿ CP 1 ñ êîí�îðìíîé ïëîñêîñòüþ, ïðîåêöèþ ðàññëîåíèÿ ëîêàëüíîìîæíî çàïèñàòü â âåùåñòâåííûõ êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü, íàïðèìåð, z ∈ U . Ïîëîæèâ

z = u+ ve3 , ïîëó÷èì
u =

x0x2 + x1x3

(x0)2 + (x3)2
, v =

x0x1 − x2x3

(x0)2 + (x3)2
.Íàéäåì íåÿâíûå óðàâíåíèÿ ñëîåâ. Â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè z2 − zz1 = 0 ,îòêóäà ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ξ(x) = x1 − vx0 − ux3 = 0, η(x) = x2 − ux0 + vx3 = 0. (6)



184 Á.Í. ØÀÏÓÊÎÂÑ ïîìîùüþ èíâåðñèè w = 1/z , ïîëîæèâ w = u′ + v′e3 , ïîëó÷èì íàä îáëàñòüþ Vàíàëîãè÷íóþ ñèñòåìó
ξ′(x) = x0 + v′x1 − u′x2 = 0, η′(x) = x3 − u′x1 − v′x2 = 0, (7)Ïàðàìåòðû (u, v) è (u′, v′) ñåìåéñòâ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

u′ =
u

u2 + v2
, v′ =

−v
u2 + v2

.×òî êàñàåòñÿ ñëîåâ íàä îêðóæíîñòüþ S , òî â ñèëó óñëîâèÿ u2 +v2 = 1 îáå ñèñòåìûñîâïàäàþò.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñëîåâ(5) ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñâîäÿòñÿ ê (6) èëè (7) â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿòî÷êè z = π(x) .�àññìîòðèì â A◦ ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäàx′ = axb, x′ = ax̄b, a,b ∈ G. (8)Èçâåñòíî ([6℄, ãë. 12), ÷òî ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îïèñûâàþò ïîëíóþ ãðóïïó ïîäîáèé(ïðè |a|2|b|2 > 0) è àíòèïîäîáèé (ïðè |a|2|b|2 < 0) ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ ïðî-ñòðàíñòâà àíòèêâàòåðíèîíîâ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1) . Îòñþäàñëåäóåò, ÷òî �îðìóëû (8) îïðåäåëÿþò ïîëíóþ ãðóïïó äâèæåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãîïðîñòðàíñòâà. Îíà çàâèñèò îò øåñòè ïàðàìåòðîâ è ñîñòîèò èç 4-õ ñâÿçíûõ êîì-ïîíåíò. �àññìîòðèì îòäåëüíî ïðàâûå è ëåâûå ñäâèãè, ïîëîæèâ a = a1 + a2e2 èb = b1 + b2e2 . Çäåñü a1 = a0 + a3e3 , a2 = a2 + a1e3 è àíàëîãè÷íî b1, b2 � êîìïëåêñ-íûå ÷èñëà.Òåîðåìà 3. Ïðàâûå ñäâèãè x′ = xb , b ∈ G ïðîñòðàíñòâà A◦ îïðåäåëÿþò â
S3

2 3-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó Ëè B ⊂ G äâèæåíèé x′ = Bx ñ ìàòðèöåé
B =









b0 b1 b2 −b3
b1 b0 −b3 b2

b2 b3 b0 −b1
b3 b2 −b1 b0









. (9)Îíà ñîõðàíÿåò ðàññëîåíèå è èíäóöèðóåò íà áàçå ïîäãðóïïó ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðà-çîâàíèé, êîòîðûå â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä
z′1 = b1z1 + b̄2z2, z′2 = b2z1 + b̄1z2. (10)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàâûå ñäâèãè x′ = xb , b ∈ G ïðåîáðàçóþò ïðàâûå ñìåæ-íûå êëàññû â ïðàâûå. Ïîýòîìó îíè ñîõðàíÿþò ðàññëîåíèå π , à îïðåäåëÿåìûå èìèäâèæåíèÿ â S3

2 ñîõðàíÿþò ðàññëîåíèå p . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðàâûå ñäâèãè èí-äóöèðóþò íà áàçå CP 1 íåêîòîðóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé. Íàéäåì ýòè ïðåîáðà-çîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàâ �îðìóëó (2), ïîëó÷èì â A◦ ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âêîìïëåêñíîì âèäå (10). Ïåðåéäÿ ê âåùåñòâåííûì êîîðäèíàòàì è çàòåì ðàññìîò-ðåâ èõ êàê îäíîðîäíûå, ïîëó÷èì â ïðîñòðàíñòâå S3
2 3-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïóïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ìàòðèöåé (9). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, �îðìóëû (10)èíäóöèðóþò â CP 1 ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò.Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â íåîäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ. Òîãäà äëÿ

z ∈ U è w ∈ V ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî
z′ =

b̄1z + b2

b̄2z + b1
, w′ =

b1w̃ + b̄2

b2w̃ + b̄1
.



�ÀÑÑËÎÅÍÈß ÍÅÅÂÊËÈÄÎÂÀ 3-Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ 185Çàìåòèì, ÷òî äåòåðìèíàíò detB = (b1b̄1 − b2b̄2)
2 = |b|4 6= 0 îïðåäåëåí â S3

2ñ òî÷íîñòüþ äî âåùåñòâåííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷è-òàòü, ÷òî detB = 1 . �ðóïïà (9) ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò � äâèæåíèé ïåðâîãî(ïðè |b|2 > 0) è âòîðîãî (ïðè |b|2 < 0) ðîäà. Ïðè ýòîì ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäè-íèöû èçîìîð�íà ñïåöèàëüíîé ïñåâäîóíèòàðíîé ãðóïïå SU(1, 1) . Îòìåòèì òàêæå,÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ãðóïïû (10), ïðåîáðàçóþùåå ñëîè â ñåáÿ, ìîæåò áûòü òîëüêîòîæäåñòâåííûì.�àññìîòðèì òåïåðü ëåâûå ñäâèãè x′ = ax , a ∈ G . Èñïîëüçîâàâ îïÿòü �îðìóëó(2), ïîëó÷èì
z′1 = a1z1 + a2z̄2, z′2 = a2z̄1 + a1z2. (11)Â ïðîñòðàíñòâå S3

2 ýòèì ïðåîáðàçîâàíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîðîä-íûõ êîîðäèíàò ñ ìàòðèöåé
A =









a0 a1 a2 −a3

a1 a0 a3 −a2

a2 −a3 a0 a1

a3 −a2 a1 a0









. (12)Òåîðåìà 4. Ïðåîáðàçîâàíèÿ (12) îáðàçóþò â ïðîñòðàíñòâå S3
2 3-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó Ëè äâèæåíèé A ⊂ G . Îíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñî-õðàíÿåò ðàññëîåíèå, íî ñîäåðæèò 1-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ëåâûõ ñäâèãîâñòðóêòóðíîé ãðóïïû S ýòîãî ðàññëîåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, îíà ñîäåðæèò àáñîëþò-íóþ èíâîëþöèþ ïðîñòðàíñòâà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äàëåå, ðàññìàòðèâàÿ îòíî-øåíèå z′1 : z′2 , íàéäåì, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì z1 : z2 èñõîäíûõ êîîðäèíàòëèøü ïðè óñëîâèè a2 = 0 . Ýòî çíà÷èò, ÷òî a ∈ C◦ , à ïðåîáðàçîâàíèå x′ = ax ÿâ-ëÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ëåâûì äåéñòâèåì ñòðóêòóðíîé ãðóïïû ðàññëîåíèÿ. Â S3
2 îíîèíäóöèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå x′ = A(ϕ)x , ðàññìîòðåííîå â òåîðåìå 2. Â ñèëó (5)

A(ϕ) =









cosϕ 0 0 − sinϕ
0 cosϕ sinϕ 0
0 − sinϕ cosϕ 0

sinϕ 0 0 cosϕ









.Â ÷àñòíîñòè, èç ëåâûõ ñäâèãîâ, îïðåäåëÿåìûõ áàçèñíûìè åäèíèöàìè ek àëãåá-ðû, òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèå I : x′ = e3x ÿâëÿåòñÿ ïàðàòàêòè÷åñêèì. Òàê êàê
I = A(π/2) , îíî èìååò ìàòðèöó

I =









0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0









. (13)Ýòî àáñîëþòíàÿ èíâîëþöèÿ ïðîñòðàíñòâà S3
2 .Òåîðåìà 5. Ïðîñòðàíñòâî S3

2 èìååò ñòðóêòóðó áèàêñèàëüíîãî ïðîñòðàí-ñòâà ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ à��èíîðîì àáñîëþòíîé èíâîëþöèè I , ïî îòíîøå-íèþ ê êîòîðîìó ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé, à êîíãðóýíöèÿ Kàáñîëþòíîé ëèíåéíîé êîíãðóýíöèåé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñâîéñòâà I2 = −Id . Ýòîòà��èíîð, òàêèì îáðàçîì, çàäàåò â S3
2 èíâîëþöèþ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Êðîìå



186 Á.Í. ØÀÏÓÊÎÂòîãî, I îïðåäåëÿåòñÿ ëåâûì ñäâèãîì è ïîýòîìó ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå(1): (Ix, Iy) = (x,y) . Âñëåäñòâèå ýòîãî ïðè x∈̄Q òî÷êè x è x̃ = Ix ñîïðÿæåíûîòíîñèòåëüíî àáñîëþòà Q . Â ñèëó òåîðåìû 4 èõ ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå îïîðíûõòî÷åê ïðÿìûõ h êîíãðóýíöèè K . À��èíîð I , òàêèì îáðàçîì, âïîëíå îïðåäåëÿåòêîíãðóýíöèþ. Ïðè ýòîì (â ñîãëàñîâàííîé íîðìèðîâêå) x̃2 = x2 . Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî ïðÿìàÿ êîíãðóýíöèè ïðèíàäëåæèò òîé îáëàñòè p−1(U) èëè p−1(V ) , â êîòîðîéíàõîäèòñÿ èñõîäíàÿ òî÷êà x .Çàìåòèì, ÷òî åñëè x ∈ Q , òî òàêæå Ix ∈ Q , à ïðÿìàÿ h(x, Ix) ÿâëÿåòñÿ îáðà-çóþùåé êâàäðèêè Q .Òåîðåìà 6. �ðóïïà äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà S3
2 ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèç-âåäåíèå ñâîèõ ïîäãðóïï A è B .Äîêàçàòåëüñòâî. Âñÿêîå äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà S3

2 â ñèëó (8) îïðåäåëÿåòñÿêîìïîçèöèåé ïðàâîãî è ëåâîãî ñäâèãîâ, ïðè÷åì â ëþáîì ïîðÿäêå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
A ∩ B = Id . Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû a,b ∈ Gòàêèå, ÷òî ax = xb äëÿ ëþáîãî x 6= 0 . Âñëåäñòâèå ëèíåéíîñòè çäåñü â êà÷åñòâå xäîñòàòî÷íî âûáðàòü áàçèñíûå ýëåìåíòû àëãåáðû A . Òîãäà ïîëó÷èì a = b = λ ∈
∈ R◦ . Íî ãîìîòåòèè x′ = λx îïðåäåëÿþò â ïðîñòðàíñòâå S3

2 ëèøü òîæäåñòâåííîåïðåîáðàçîâàíèå.Àíàëîãè÷íî âîçíèêàåò ðàññëîåíèå ïðîñòðàíñòâà S3
2 , îïðåäåëÿåìîå ëåâûìèñìåæíûìè êëàññàìè ïî ïîäãðóïïå C◦ . Ýëåìåíòû x è y ãðóïïû G ïðèíàäëåæàòîäíîìó ëåâîìó ñìåæíîìó êëàññó ïî ýòîé ïîäãðóïïå, åñëè x−1y ∈ C◦ . Îòñþäàïîëó÷àåì óñëîâèÿ

z̄1w2 − z2w̄1 = 0, z̄1w1 − z2w̄2 6= 0.Èç íèõ ñëåäóåò z̄1 : z2 = w̄1 : w2 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìååì ðàññëîåíèå p′ : S3
2 →

→ M ⊂ CP 1 , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïðîåêöèåé p′(x) = (z̄1 : z2) . Åãî ñëîÿìè ÿâ-ëÿþòñÿ ïðÿìûå ëèíåéíîé êîíãðóýíöèè ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà K′ . Íàïðèìåð, äëÿ
z = z2/z̄1 ∈ U îíè èìåþò óðàâíåíèÿ

x1 − vx0 + ux3 = 0, x2 − ux0 − vx3 = 0,àíàëîãè÷íûå (6). Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñèììåòðèÿ x3 → −x3 ïåðåâîäèò êîíãðóýíöèþ
K â êîíãðóýíöèþ K′ , âçàèìíóþ  K .×òî êàñàåòñÿ ãðóïïû äâèæåíèé, òî òåîðåìà 6 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è â ýòîìñëó÷àå, îäíàêî ïîäãðóïïû A è B ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäãðóïïû
A , ïîðîæäåííûå ëåâûìè ñäâèãàìè x′ = ax , ñîõðàíÿþò ðàññëîåíèå p′ . Ïîäãðóïïà
B ýòèì ñâîéñòâîì â öåëîì íå îáëàäàåò, íî ñîäåðæèò ïîäãðóïïó S , äåéñòâóþùóþíà ðàññëîåíèè p′ ñïðàâà. Â ñàìîì äåëå, ïðåîáðàçîâàíèÿ (10) èíäóöèðóþò òîæäå-ñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå áàçû ýòîãî ðàññëîåíèÿ ïðè óñëîâèè b2 = 0 . Çäåñü ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî b1 ∈ S , è òîãäà ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèíèìàþò âèä

z′1 = eiψz1, z′2 = e−iψz2.Â S3
2 èì ñîîòâåòñòâóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ 1-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû B(ψ) , êîòîðûåâ îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä

x0(ψ) = x0 cosψ − x3 sinψ, x1(ψ) = x1 cosψ − x2 sinψ,

x2(ψ) = x1 sinψ + x2 cosψ, x3(ψ) = x0 sinψ + x3 cosψ.Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, îðáèòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå âçàèìíîé êîíãðóýíöèè,àíàëîãè÷íû (5). Íàçîâåì èõ ïðàâûìè ïàðàòàêòè÷åñêèìè ñäâèãàìè. Â ÷àñòíîñòè,
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J = B(π/2) , J2 = −Id åñòü à��èíîð âçàèìíîé àáñîëþòíîé èíâîëþöèè ýëëèï-òè÷åñêîãî òèïà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè x ∈ Q ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûå êîíãðóýíöèèîáðàçóþò âòîðîå ñåìåéñòâî îáðàçóþùèõ ýòîé êâàäðèêè.2. Íîðìàëèçàöèÿ êîíãðóýíöèè�àññìîòðèì êîíãðóýíöèþ K , ïîðîæäåííóþ ïðàâûìè ñìåæíûìè êëàññàìè. Äëÿòî÷åê ïðîñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ àáñîëþòó, âûáåðåì êàíîíè÷åñêîå íîðìè-ðîâàíèe x2 = ε = ±1 . Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû çàäàåì èõ òî÷êàìè 3-ñ�åð åäèíè÷íîãîè ìíèìîåäèíè÷íîãî ðàäèóñà ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå 2-ëèñòíî íà-êðûâàþò ïðîñòðàíñòâî S3

2 .Ïóñòü h � ïðÿìûå êîíãðóýíöèè, ïðèíàäëåæàùèå äëÿ îïðåäåëåííîñòè îáëàñòè
p−1(U) íàä êðóãîì U . Ó÷èòûâàÿ (6), èõ áàçèñíûå òî÷êè ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð,òàê: a =

1√
R

(0 : u : −v : 1), ã =
1√
R

(1 : v : u : 0), (14)ãäå â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè R = 1−u2−v2 > 0 , à òî÷êà a âûáðàíà â ïëîñêîñòè
x0 = 0 . Òîãäà ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ ïîëó÷èì â âèäå

h : x(ϕ) = a cosϕ+ ã sinϕ. (15)Çäåñü ϕ èìååò ñìûñë êðàò÷àéøåãî ðàññòîÿíèÿ òî÷êè x(ϕ) äî íà÷àëüíîé òî÷êè a .Ââåäåì â ýòîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà S3
2 êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû, àäàïòè-ðîâàííûå ê ðàññëîåíèþ. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ êîîðäèíàò âûáåðåì ãàóññîâû êîîð-äèíàòû (ui) = (u, v) òî÷êè z = p(x) , à ñëîåâîé êîîðäèíàòû � ïàðàìåòð ϕ ëåâî-ãî ïàðàòàêòè÷åñêîãî ñäâèãà â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (15). Òîãäà îïåðàòîðû

{∂A} = {∂i, ∂ϕ} îáðàçóþò íàòóðàëüíûé ðåïåð â òî÷êå x , ïðèìåíèâ êîòîðûå ê x ,ïîëó÷èì
∂1x = ∂1a cosϕ+ ∂1ã sinϕ, ∂2x = ∂2a cosϕ+ ∂2ã sinϕ, ∂3x = x̃.Íàéäåì ìàòðèöó ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â ýòîì ðåïåðå. Òàê êàê ëåâûå ïàðàòàêòè-÷åñêèå ñäâèãè ÿâëÿþòñÿ äâèæåíèÿìè ïðîñòðàíñòâà, òî êîìïîíåíòû ýòîé ìàòðèöû

gAB = (∂Ax, ∂Bx) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü â òî÷êå a = x(0) . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
(gAB) =

1

R2





v2 − 1 −uv −Rv
−uv u2 − 1 Ru
−Rv Ru R2



 . (16)Ýòî ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Â ñèëó åå S -èíâà-ðèàíòíîñòè êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, çàâèñÿòëèøü îò áàçèñíûõ êîîðäèíàò.Ïîñòðîèì íîðìàëèçàöèþ êîíãðóýíöèè, ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû À.Ï. Øèðîêîâà[7℄. Ñ ýòîé öåëüþ ïðèñîåäèíèì ê ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòèïðîåêòèâíûé ðåïåð, çà äâå âåðøèíû êîòîðîãî ïðèìåì òî÷êè x ∈ h è x̃ = Ix ∈ h .Åùå äâå âåðøèíû yi (i = 1, 2) âûáåðåì íà ïîëÿðå h̃ ïðÿìîé h , ïîëîæèâyi = ∂ix− Γix̃, (17)ãäå Γi � íåêîòîðûå �óíêöèè êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò (uA) = (u, v, ϕ) . Óñëîâèåìyi ∈ h̃ ýòè �óíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî: Γi = (x̃, ∂ix) . Ïðîåêòèâíûé ðå-ïåð {rA} = {x,yi, x̃} , ñâÿçàííûé ñ òî÷êîé x , íàçîâåì ñîïðîâîæäàþùèì ðåïåðîìêîíãðóýíöèè. Ïðèìåíÿÿ òåðìèíîëîãèþ À.Ï. Íîðäåíà [1℄, òî÷êè yi ìîæíî íàçâàòüâåðøèíàìè íîðìàëè ïåðâîãî ðîäà ñëîåâ ðàññëîåíèÿ, à x̃ � îïîðíîé òî÷êîé íîðìàëèâòîðîãî ðîäà.



188 Á.Í. ØÀÏÓÊÎÂÒåîðåìà 7. Ïîëÿðà h̃ åñòü ïðÿìàÿ êîíãðóýíöèè K .Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê yi � îïîðíûå òî÷êè ïîëÿðû, òî (x,yi) = 0 è
(x̃,yi) = 0 . Òîãäà â ñèëó I -èíâàðèàíòíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (x̃, ỹi) = 0 è
(x, ỹi) = 0 . Ïîýòîìó òî÷êè ỹi ∈ h̃ . Òàêèì îáðàçîì, ïîëÿðà h̃ èíâàðèàíòíà îòíîñè-òåëüíî èíâîëþöèè I è ïîýòîìó åñòü ïðÿìàÿ êîíãðóýíöèè K .ßñíî, ÷òî åñëè x ∈ p−1(U) , òî ïîëÿðà ïðèíàäëåæèò îáëàñòè p−1(V ) . Ïîëîæèìỹi = γki yk . Îòñþäà è èç Ix = x̃ , Ix̃ = −x ñëåäóåò, ÷òî â ñîïðîâîæäàþùåì ðåïåðå

I =





0 0 1
0 (γij) 0
−1 0 0



 .Çäåñü γij óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ γikγ
k
j = −δij è ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè à��èíîðàòîé èíâîëþöèè γ , êîòîðàÿ èíäóöèðóåòñÿ íà ïîëÿðå h̃ èíâîëþöèåé I ïðîñòðàíñòâà.Íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ðåïåðå ýòè êîìïîíåíòû ïîñòîÿííûè ðàâíû

(γij) =

(

0 1
−1 0

)

. (18)Òåîðåìà 8. Êîìïîíåíòû {Γi} îïðåäåëÿþò èíâàðèàíòíóþ ñâÿçíîñòü ãëàâ-íîãî ðàññëîåíèÿ. Îíè íå çàâèñÿò îò ñëîåâîé êîîðäèíàòû è ïðè ïðåîáðàçîâàíèèàäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàò èçìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó
Γi′ = f ii′Γi + f3

i′ .Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïëîñêîñòè Γx = {x,yi} . Êàê ñëåäóåò èç óñëî-âèé (x̃,yi) = 0 , îíè îáðàçóþò ðàñïðåäåëåíèå H⊥ , îðòîãîíàëüíîå ïðÿìûì êîíãðóýí-öèè. Â ñèëó òåîðåìû 4 ýòî ðàñïðåäåëåíèå èíâàðèàíòíî ïðè ëåâîì äåéñòâèè ñòðóê-òóðíîé ãðóïïû, êîòîðîå â ýòèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä ϕ′ = ϕ+t . Êàê è â [8℄, áóäåìíàçûâàòü ñâÿçíîñòü Γ âíóòðåííåé. Âû÷èñëèì åå êîìïîíåíòû â àäàïòèðîâàííûõ êî-îðäèíàòàõ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî îíè íå çàâèñÿò îò ñëîåâîé êîîðäèíàòû è ïîýòîìóíå èçìåíÿþòñÿ ïðè äåéñòâèè ãðóïïû S , Â ñàìîì äåëå, ∂3Γi = (∂3x̃, ∂ix)+(x̃, ∂i3x) .Íî ∂3x̃ = −x è, ñëåäîâàòåëüíî, ∂i3x = ∂ix̃ . Òîãäà ïîëó÷èì ∂3Γi = 0 . Ïîýòîìó êîì-ïîíåíòû âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü â íà÷àëüíîé òî÷êå x(0) = a ,â êîòîðîé Γi = (ã, ∂ia) . Ó÷èòûâàÿ (14), ïîëó÷èì
∂1a =

1

R
√
R

(0 : R+ u2 : −uv : u), ∂2a =
1

R
√
R

(0 : uv : −(R+ v2) : v),îòêóäà
Γ1 = − v

R
, Γ2 =

u

R
. (19)Íàéäåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. �àññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿàäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàò

ui = f i(uj
′

), u3′

= f3′

(uj
′

, u3′

).Òîãäà ∂i′x = f ii′∂ix+ f3
i′∂3x . Ó÷èòûâàÿ (13) è (15), èìååì ∂3x = x̃ . Ïîýòîìó Γi′ =

(x̃, ∂i′x) = f ii′(x̃, ∂ix) + f3
i , îòêóäà è ñëåäóåò óêàçàííàÿ �îðìóëà.



�ÀÑÑËÎÅÍÈß ÍÅÅÂÊËÈÄÎÂÀ 3-Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ 189Äëÿ âåðøèí ñîïðîâîæäàþùåãî ðåïåðà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òàáëèöà ïîëÿð-íûõ ïðîèçâåäåíèé x yj x̃x 1 0 0yi 0 Gij 0x̃ 0 0 1Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê x̃ = ∂3x , âåðøèíû ñîïðîâîæäàþùåãî ðåïåðà {rA} ìîæíîïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ íà òî÷êó x ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðà-òîðîâ � òîæäåñòâåííîãî, Ei = ∂i−Γi∂3 è E3 = ∂3 . Ïîñëåäíèå îáðàçóþò àäàïòèðî-âàííûé ðåïåð {EA} , (A = 1, 2, 3) â òî÷êå x . �àññìîòðåíèå ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé
[EA, EB] = RCABEC ïðèâîäèò ê îáúåêòó íåãîëîíîìíîñòè R ýòîãî ðåïåðà. Íî òàê êàê�óíêöèè Γi çàâèñÿò òîëüêî îò áàçèñíûõ êîîðäèíàò, ñðåäè åãî êîìïîíåíò îòëè÷íûîò íóëÿ ëèøü

Rij := R3
ij = ∂jΓi − ∂iΓj . (20)Ýòî òåíçîð êðèâèçíû âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè [8℄. Îí èìååò åäèíñòâåííóþ ñóùå-ñòâåííóþ êîìïîíåíòó, êîòîðàÿ â ñèëó (19) ðàâíà

R12 = − 2

R2
.Òàêèì îáðàçîì, ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè íå èíâîëþ-òèâíî. Òàê êàê îíî îðòîãîíàëüíî ñëîÿì, êîíãðóýíöèÿ K íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.Òåîðåìà 9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð (16) ðàññëîåííîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ

H⊥ -ïðîåêòèðóåìûì è îïðåäåëÿåò íà áàçå ðàññëîåíèÿ ìåòðèêó ïëîñêîñòè Ëîáà-÷åâñêîãî.Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà g â àäàïòèðîâàííîìðåïåðå îáðàçóþò ìàòðèöó
(GAB) =

(

Gij 0
0 1

)

,ãäå ñîãëàñíî (17) Gij = gij − ΓiΓj . Òàêèì îáðàçîì, ãîðèçîíòàëüíûå êîìïîíåíòûòåíçîðà g íå çàâèñÿò îò ñëîåâîé êîîðäèíàòû. Ïîýòîìó, êàê äîêàçàíî Ê.Ì. Åãèà-çàðÿíîì [10℄, òåíçîð g H⊥ -ïðîåêòèðóåì íà áàçó ðàññëîåíèÿ è îïðåäåëÿåò íà íåéíåêîòîðóþ ìåòðèêó g∗ . Íî ñîãëàñíî òåîðåìå 3 ìåòðèêà g èíâàðèàíòíà îòíîñè-òåëüíî 3-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû B ïðàâûõ ñäâèãîâ, ñîõðàíÿþùèõ ðàññëîåíèå.Ïîýòîìó B èíäóöèðóåò íà áàçå íåêîòîðóþ ãðóïïó B∗ ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâà-íèé, èçîìîð�íóþ ãðóïïå B . Íî B∗ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äâèæåíèé ñïðîåêòèðîâàííîéìåòðèêè [10℄ è èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ïîðÿäîê r = 3 . Ïîýòîìó (U, g∗) åñòüïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Â ñèëó (16) è (19) êîìïîíåíòû ìåòðèêè g∗ âíàòóðàëüíîì ðåïåðå, ñîîòâåòñòâóþùåì ïðè ïðîåêòèðîâàíèè àäàïòèðîâàííîìó ðå-ïåðó, ðàâíû
Gij = − 1

R2
δij . (21)Ìåòðèêà g∗ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ è ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ ìåòðèêîé ïëîñ-êîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â êîí�îðìíîé ìîäåëè Ïóàíêàðå. Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ååãàóññîâà êðèâèçíà ðàâíà K = −4 .�àññìîòðèì äåðèâàöèîííûå óðàâíåíèÿ ñîïðîâîæäàþùåãî ðåïåðà, çàïèñàâ èõ ââèäå EArB = DC

ABrC . Ó÷èòûâàÿ ñïåöè�èêó â âûáîðå âåðøèí è ïðèâåäåííóþ âûøåòàáëèöó ïðîèçâåäåíèé, ïîëó÷èì



190 Á.Í. ØÀÏÓÊÎÂ
a) Eix = yi, d) ∂3x = x̃,
b) Ejyi = pijx+ Γkijyk + hij x̃, e) ∂3yi = βki yk,
c) Eix̃ = γki yk, f) ∂3x̃ = −x. (22)Çäåñü êîìïîíåíòû à��èíîðà γ è åãî ñìûñë îïðåäåëåíû â òåîðåìå 7. Íàéäåìçíà÷åíèÿ è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äðóãèõ êîý��èöèåíòîâ. Óðàâíåíèå () ïîëó÷à-åòñÿ èç (a) ñ ïîìîùüþ èíâîëþöèè. Òàêèì æå îáðàçîì óðàâíåíèå (f) ïîëó÷àåòñÿèç (d). �àññìîòðåâ ïðåîáðàçîâàíèå àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàò, ïðèäåì ê âûâîäó,÷òî êîìïîíåíòû Γkij îáðàçóþò îáúåêò íåêîòîðîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè, à p , h , β , γÿâëÿþòñÿ òåíçîðíûìè âåëè÷èíàìè ñ áàçèñíûìè êîìïîíåíòàìè.�àññìîòðåâ óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé (22), ïðèäåì ê ñëåäóþùèì âû-âîäàì.1) Èç óðàâíåíèé (a) ñ ó÷åòîì (b) ñëåäóåò

p[ij] = 0, Γk[ij] = 0, h[ij] = −1

2
Rij .Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëÿðíîå óìíîæåíèå óðàâíåíèé (b) íà x è íà x̃ ïðèâîäèò êñîîòíîøåíèÿì

pij = −Gij , hij = −Gikγkj . (23)2) Èç (a) è (d) âûòåêàåò, ÷òî òåíçîð β ñîâïàäàåò ñ γ . Íî òîãäà, óìíîæèâ óðàâíå-íèå (e) ïîëÿðíî íà yk è ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîìïîíåíòû Gij çàâèñÿò òîëüêî îò áàçèñíûõêîîðäèíàò, ïîëó÷èì Gikγ
k
j +Gjkγ

k
i = 0 . Ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî ï. 1 ýòî îçíà÷àåò,÷òî òåíçîð h ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íûì è ïîýòîìó hij = −(1/2)Rij . Åäèíñòâåí-íàÿ ñóùåñòâåííàÿ êîìïîíåíòà ýòîãî òåíçîðà ðàâíà h12 = −1/R2 . Ñ ó÷åòîì êîñîéñèììåòðèè âòîðîå èç ðàâåíñòâ (23) äàåò
Gkmγ

k
i γ

m
j = Gij . (24)Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòðèêà g∗ ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóê-òóðû γ .3) Çàéìåìñÿ êîìïîíåíòàìè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∗

∇ = {Γkij} . Åñëè óðàâíåíèÿ (b)óìíîæèòü ïîëÿðíî íà yk òî ïîëó÷èì ∂kGij = GsjΓ
s
ik +GisΓ

s
jk . Íî òàê êàê êîìïî-íåíòû Rkij îáúåêòà íåãîëîíîìíîñòè ðàâíû íóëþ, ñâÿçíîñòü ∗

∇ íå èìååò êðó÷åíèÿ.Ïîýòîìó ïîëó÷åííûì ñîîòíîøåíèåì åå êîìïîíåíòû îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî êàêñèìâîëû Êðèñòî��åëÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà Gij . Äðóãèìè ñëîâàìè, ∗

∇ åñòü ðè-ìàíîâà ñâÿçíîñòü ñïðîåêòèðîâàííîé ìåòðèêè.4) �àññìàòðèâàÿ óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé (e), ïîëó÷èì ∂3Γ
k
ij =

=
∗

∇iγkj . Íî êîìïîíåíòû Γkij íå çàâèñÿò îò ñëîåâîé êîîðäèíàòû è ïîýòîìó à��è-íîð γ ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííûì
∗

∇kγij = 0.Âñëåäñòâèå ýòîãî êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííûì ÿâëÿåòñÿ è òåíçîð hij . Òàêèì îáðàçîì,îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû òåíçîð g∗ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé Øèðîêîâà�Êýëåðà.Çàìåòèì íàêîíåö, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ðàññëîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà S3
2 íàä îáëà-ñòüþ V ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû. Â ÷àñòíîñòè, êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãîòåíçîðà g∗ ïîëó÷àþòñÿ èç (21) ñ ïîìîùüþ èíâåðñèè è ðàâíû

Gi′j′ = − 1

R′2
δi′j′ ,
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2

+ v′
2 − 1 > 0 .�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ôîíäà ÍÈÎÊ� �Ò (ïðîåêò � 05-5.1-244/2004Ô(05)). SummaryB.N. Shapukov. The bundles of non-Eulidean 3-spaes dsafdsf of hyperboli type whihare generated by the antiquaternion algebra. I.A.P. Norden devoted some of his works to researh biaxial spaes and spaes whih isonneted with them. This lass of spaes interested him for appliation of algebras of omplex,double and dual numbers, mainly like an appliation to linear geometry of non-Eulidean spaes(see, e. g., [2℄). General theory of spaes over algebras developed further from this works ofhim [3℄. Let U be an algebra. The projetivization of it will give the projetive spae witha struture. For instane, the projetivization of quaternion algebra is a 3-dimension elliptispae. Muh the same the antiquaternion algebra is determining the hyperboli spae withthe linear absolute. That's why it is interesting to look into the bundles of non-Eulideanspaes, whih was onstruted with the help of subalgebras. It is known [5℄, antiquaternionalgebra ontain the whole three types of subalgebras seondary order: omplex, double and dualnumbers. This artile is about the bundles of 3-dimension hyperboli spae, whih generated byomplex numbers subalgebra. The normalization of bundle linear ongruene was onstrutedand the geometrial meaning of the getting objets was explained in this artile.Ëèòåðàòóðà1. Íîðäåí À.Ï. Ïðîñòðàíñòâà à��èííîé ñâÿçíîñòè. � Ì.: Íàóêà, 1978. � 432 ñ.2. Íîðäåí À.Ï. Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîé êîíãðóýíöèè // Ìàòåì. ñá. � 1949. � � 24(66).� Ñ. 429�455.3. Âèøíåâñêèé Â.Â, Øèðîêîâ À.Ï., Øóðûãèí Â.Â. Ïðîñòðàíñòâà íàä àëãåáðàìè. � Êà-çàíü: Èçä-âî Êàçàí. óí-òà, 1985. � 263 ñ.4. Êóçüìèíà È.À., Øàïóêîâ Á.Í. Êîí�îðìíàÿ è ýëëèïòè÷åñêàÿ ìîäåëè ðàññëîåíèÿÕîï�à // Òð. ãåîì. ñåì. � Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàí. ìàòåì. îá-âà, 2003. � Âûï. 24. �Ñ. 81�98.5. Áåëîâà Í.Å. �àññëîåíèÿ àëãåáð ðàçìåðíîñòè 4. � Êàçàíü: Êàçàí. óí-ò, 1999. � 44 ñ. �Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ 11.10.99, � 3037-Â99.6. �îçåí�åëüä Á.À. Ìíîãîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà. � Ì.: Íàóêà, 1966. � 746 ñ.7. Øèðîêîâ À.Ï. Î íîðìàëèçàöèÿõ â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ñ çàäàííûì ðàññëîå-íèåì // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. � 1974. � � 5. � Ñ. 216�221.8. Øàïóêîâ Á.Í. Ñâÿçíîñòè íà äè��åðåíöèðóåìûõ ðàññëîåíèÿõ // Èòîãè íàóêè è òåõí.ÂÈÍÈÒÈ. Ïðîáëåìû ãåîìåòðèè. � 1983. � Ò. 15. � Ñ. 61�93.9. Øàïóêîâ Á.Í. Ïðîåêòèâíûå ðàññëîåíèÿ è ïðîåêòèâíûå ñâÿçíîñòè // Èçâ. âóçîâ. Ìà-òåìàòèêà. � 1995. � � 5. � Ñ. 83�90.10. Åãèàçàðÿí Ê.Ì. Ñïðîåêòèðîâàííûå èíâàðèàíòíûå à��èííûå ñâÿçíîñòè // Òð. ãåîì.ñåì. � Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàí. óí-òà, 1980. � Âûï. 12. � Ñ. 27�37.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ13.12.04Øàïóêîâ Áîðèñ Íèêèòîâè÷ � äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî�åññîðêà�åäðû ãåîìåòðèè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.E-mail: Boris.Shapukov�ksu.ru


