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ÓÄÊ 539.3 �ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È Î ÁÎËÜØÈÕÓÏ�Ó�ÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈßÕÌÅÒÎÄÎÌ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ�.Ë. Äàâûäîâ, Ë.Ó. ÑóëòàíîâÀííîòàöèÿÍàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäèêè èññëå-äîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ òåë ñ ó÷åòîìáîëüøèõ äå�îðìàöèé. Èñïîëüçîâàíà ïðîöåäóðà ïîøàãîâîãî íàãðóæåíèÿ. Ïðîñòðàíñòâåí-íàÿ äèñêðåòèçàöèÿ îñíîâàíà íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîéìåòîäèêè ðåøåíû çàäà÷è îá óïðóãîïëàñòè÷åñêîì äå�îðìèðîâàíèè òðóáû è ðàñòÿæåíèèñòåðæíÿ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íûå óïðóãîïëàñòè÷åñêèå äå�îðìàöèè, àääèòèâíîå ðàçëîæå-íèå ïîëíûõ äå�îðìàöèé, ëèíåàðèçîâàííûå �èçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ.ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿçàäà÷è î áîëüøèõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèÿõ. Â [1�4℄ ïðèâåäåíû ðåçóëü-òàòû èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà äå�îðìèðîâàíèÿ íåëèíåéíî óïðóãèõ òåë è íàñòîÿ-ùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ýòèõ ðàáîò. Êèíåìàòèêà ñðåäû îïèñûâàåòñÿëåâûì òåíçîðîì Êîøè��ðèíà (ìåðà Ôèíãåðà), íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿ-åòñÿ òåíçîðîì èñòèííûõ íàïðÿæåíèé Êîøè�Ýéëåðà. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñ ó÷åòîìïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé èñïîëüçóåòñÿ àññîöèèðîâàííûé çàêîí òå÷åíèÿ è àääè-òèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëíûõ äå�îðìàöèé ñêîðîñòè. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ îñíîâàí íàìåòîäå ïîøàãîâîãî íàãðóæåíèÿ ñ èòåðàöèîííûì óòî÷íåíèåì íà øàãå íàãðóæåíèÿ.�àçðåøàþùåå óðàâíåíèå ïîëó÷åíî ïóòåì ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèÿ âèðòóàëüíûõìîùíîñòåé, ïðè âûâîäå �èçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå ïîòåí-öèàëà óïðóãèõ äå�îðìàöèé. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ îñíîâàíà íà ìåòîäå êîíå÷íûõýëåìåíòîâ (ÌÊÝ), èñïîëüçóåòñÿ âîñüìèóçëîâîé èçîïàðàìåòðè÷åñêèé êîíå÷íûé ýëå-ìåíò. Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà àïðîáèðîâàíà íà ðåøåíèè çàäà÷è îá óïðóãîïëàñòè-÷åñêîì äå�îðìèðîâàíèè òðóáû. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì.�àññìîòðåíà òàêæå çàäà÷à î ðàñòÿæåíèè êðóãëîãî ñòåðæíÿ ñ îáðàçîâàíèåì øåéêè,ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ êîòîðîé èìåþò õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åí-íûìè äðóãèìè àâòîðàìè.1. Êèíåìàòèêà ñðåäû. Óðàâíåíèå â ñêîðîñòÿõ íàïðÿæåíèéÂ êà÷åñòâå òåíçîðîâ, îïèñûâàþùèõ äå�îðìàöèþ è ñêîðîñòü äå�îðìàöèè,èñïîëüçóþòñÿ òåíçîð ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè (F ) , ìåðà äå�îðìàöèè Ôèíãåðà
(B) = (F ) · (F )T , òåíçîð ïðîñòðàíñòâåííîãî ãðàäèåíòà ñêîðîñòè (h) =

∂υi

∂yj

(eiej) =

= (Ḟ ) · (F )−1 , òåíçîð äå�îðìàöèè ñêîðîñòè (d) =
1

2

[
(h) + (h)T

] , ãäå υi � êîìïî-íåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè υ , yj � êîìïîíåíòû ðàäèóñ-âåêòîðà R , ei � îðòû äåêàðòî-âîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (çäåñü è äàëåå òî÷êîé îáîçíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå).



18 �.Ë. ÄÀÂÛÄÎÂ, Ë.Ó. ÑÓËÒÀÍÎÂÍàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåíçîðà èñòèííûõ íàïðÿæåíèé
(Σ) = σij (eiej) , îïðåäåëåííîãî â àêòóàëüíîì ñîñòîÿíèè.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ó÷åòîì �èçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè (â ïåðâóþ î÷åðåäü çàäà÷ïëàñòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ) øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ �îðìóëèðîâêè ðàçðåøàþ-ùèõ âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé â ñêîðîñòÿõ äå�îðìàöèé è íàïðÿæåíèé. Òàêèå óðàâ-íåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî âðåìåíè óðàâíåíèÿ ïðèíöèïàâèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé â àêòóàëüíîé êîí�èãóðàöèè [5, 11℄

∫

Ω

(Σ) · ·(δd) dΩ =

∫
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f · δυ dΩ +

∫

Sσ

p · δυ dS, (1)ãäå Ω � òåêóùèé îáúåì, Sσ � ÷àñòü ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé çàäàíû óñèëèÿ, f , p �âåêòîðû îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë ñîîòâåòñòâåííî, � · ·� � îïåðàöèÿ ñâåðòêèòåíçîðîâ.Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè (1) ïîëó÷èì óðàâíåíèå â ñêîðîñòÿõ íàïðÿæåíèé
∫

Ω

[
(Σ̇) · ·(δd) + (Σ) · ·(δḋ) +
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· δυ dS, (2)ãäå J = det(F ) � îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà.2. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿÈñïîëüçóÿ âûðàæåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè óïðóãîé äå�îðìàöèè W , ïîëó-÷èì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ [1�3℄. Â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ �óíêöèè W ïðèìåìêîìïîíåíòû òåíçîðà ìåðû äå�îðìàöèè Ôèíãåðà, òî åñòü

W = W (Bij) ,òîãäà òåíçîð íàïðÿæåíèé Êîøè�Ýéëåðà áóäåò âûðàæàòüñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
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. (3)Äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, ñâîéñòâà êîòîðîãî íå çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ,�óíêöèÿ óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äå�îðìàöèè äîëæíà çàâèñåòü ëèøü îòèíâàðèàíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåíçîðîâ:

W = W (I1B , I2B, I3B) ,òîãäà òåíçîð íàïðÿæåíèé ìîæíî âûðàçèòü êàê
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.Ëèíåàðèçóÿ ñîîòíîøåíèå (3) ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè íàïðÿæåíèéÊîøè�Ýéëåðà:
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= (ΛΣ) · · (d) + (h) · (Σ) + (Σ) · (h)T − (Σ) I1d,
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· (B) .Èëè (

ΣTr
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= (ΛΣ) · · (d) , (4)ãäå (
ΣTr

)
=

(
Σ̇

)
+ (h) · (Σ) + (Σ) · (h)

T
− I1d (Σ) � ïðîèçâîäíàÿ Òðóñäåëëà òåíçîðàíàïðÿæåíèé (Σ) .Ìîäåëèðîâàíèå óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé îñíîâàíî íà àääèòèâíîìïðåäñòàâëåíèè ïîëíîé äå�îðìàöèè ñêîðîñòè, òî åñòü

(d) = (de) + (dp),ãäå (de) � óïðóãàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, à (dp) � ïëàñòè÷åñêàÿ.Ïðåäïîëàãàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü àññîöèèðîâàííîãî çàêîíà òå÷åíèÿ [5, 11℄
(dp) = λ̇

(
∂Φ

∂Σ

)
,ãäå λ̇ � ñêîðîñòü ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé, Φ � �óíêöèÿ òåêó÷åñòè.�àññìîòðèì â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ óïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ óñëîâèå �óáåðà �Ìèçåñà, êîòîðîå äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû äîïóñêàåò îáîáùåíèå â âèäå

Φ = σi − σT (χ) ≤ 0, (5)ãäå σi � èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé, σT (χ) � ïðåäåë òåêó÷åñòè, χ � ïàðàìåòðóïðî÷íåíèÿ.Òîãäà, èñïîëüçóÿ (5), ïëàñòè÷åñêóþ äå�îðìàöèþ ñêîðîñòè ìîæíî çàïèñàòü ñëå-äóþùèì îáðàçîì:
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)
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)
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3

2
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.3. Ìåòîä ïðîåöèðîâàíèÿ íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòèÏóñòü èìååòñÿ äâà áåñêîíå÷íî áëèçêèõ íàïðÿæåííûõ ñîñòîÿíèÿ k è k+1 . Ïî èç-âåñòíûì ïàðàìåòðàì k -ãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëèì (k + 1)-å ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:
(k+1Σ) = (kΣ)+ (kΣ̇)∆t = (kΣ)+ [(kΣTr)+ (kh) · (kΣ)+ (kΣ) · (kh)T − I1d(

kΣ)]∆t =

= (kΣ) +

{
(Λ) · ·

[
(kd) − λ̇

3(k+1Σ′)

2k+1σi

]
+ (kh) · (kΣ) + (kΣ) · (kh)

T
− I1d(

kΣ)

}
∆t,ãäå ∆t � ïðèðàùåíèå ïàðàìåòðà (âðåìåíè), îïðåäåëÿþùåå ïåðåõîä î ïðåäûäóùåãîñîñòîÿíèÿ ê ïîñëåäóþùåìó.Çàïèøåì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

(k+1Σ) +
3λ̇

2σi

(Λ) · ·(k+1Σ′) = (k+1Σ̃). (6)Çäåñü
(k+1Σ̃) = (kΣ) + {(Λ) · ·(kd) + (kh) · (kΣ) + (kΣ) · (kh)T − I1d(

kΣ)}∆t (7)� òàê íàçûâàåìûé òåíçîð ¾ïðîáíûõ¿ íàïðÿæåíèé. Óðàâíåíèå (6) îïðåäåëÿåò ñíîñíàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè [6℄.



20 �.Ë. ÄÀÂÛÄÎÂ, Ë.Ó. ÑÓËÒÀÍÎÂ4. Îáùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿÄëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ íà-ãðóæåíèé. Ïðîöåññ äå�îðìèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòèðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé. Ïåðåõîä îò ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ ê ïîñëåäóþùåìó ïðî-èñõîäèò ïóòåì ïðèðàùåíèÿ íàãðóçêè [4, 5, 11℄.Â êà÷åñòâå áàçîâîãî íà øàãå íàãðóæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå â ñêîðî-ñòÿõ íàïðÿæåíèé (2) â ñîâîêóïíîñòè ñ ëèíåàðèçîâàííûìè �èçè÷åñêèìè ñîîòíîøå-íèÿìè (4).Â èòîãå èìååì ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå íà k -ì øàãå íàãðóæåíèÿ
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∫
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(kΣ) · ·(δd) dV −

∫

Ωk

kf∗ · δυ dV −

∫

Sσ

kt∗n·δυ dS





. (8)Òàê êàê ðåøàþòñÿ êâàçèñòàòè÷åñêèå çàäà÷è, òî ìîæíî ïåðåéòè îò ñêîðîñòåé êïðèðàùåíèÿì, íàïðèìåð, ïî �îðìóëå υ = ∆u/∆t (è ïðèíÿòü ∆t = 1 ). �åøàÿóðàâíåíèå (8), ïîëó÷èì âåêòîð ïåðåìåùåíèé, êîòîðûé îïðåäåëÿåò êîí�èãóðàöèþíà (k + 1)-ì øàãå íàãðóæåíèÿ

k+1yi = kyi + ∆kui (9)è íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå
k+1σij = kσij + kσ̇ij∆t. (10)Äàëåå äëÿ ó÷åòà ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé ïðèìåíÿåì ìåòîä ïðîåöèðîâàíèÿíàïðÿæåíèé (6). Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿìåòîäà ïðîåöèðîâàíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè, íå óäîâëåòâîðÿåòðàçðåøàþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé. Ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ èòåðàöèîííûì óòî÷-íåíèåì íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðàîñíîâàíà íà ââåäåíèè â ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå âàðèàöèè ìîùíîñòè ¾äîïîëíè-òåëüíûõ íàïðÿæåíèé¿ (Σ∂) íà âîçìîæíûõ äå�îðìàöèÿõ ñêîðîñòè, ãäå äîïîëíè-òåëüíûå íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðàçíîñòü èñòèííûõ è ïðîáíûõ íàïðÿæåíèé,îïðåäåëÿåìûõ ïî �îðìóëå (7)

(kΣm+1

∂ ) = (Σm) − (Σ′m).Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (8) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâíà îñíîâå âîñüìèóçëîâîãî ýëåìåíòà [4, 5, 7, 11℄. Â èòîãå äëÿ m-é èòåðàöèè íà k -ìøàãå íàãðóæåíèÿ èìååì
kK∆kum = ∆kP + kH − kSm,ãäå kSm � âåêòîð äîïîëíèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé.



ÇÀÄÀ×À Î ÁÎËÜØÈÕ ÓÏ�Ó�ÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈßÕ 215. Ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ è ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèåäëÿ ìàòåðèàëà 2-ãî ïîðÿäêà�àññìîòðèì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ �èçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ñëåäóþùåãî ïî-òåíöèàëà óïðóãèõ äå�îðìàöèé:
W =

λ + 2µ

8
(I1B − 3)

2
+ µ (I1B − 3) −

µ

2
(I2B − 3) ,ãäå λ , µ � ïàðàìåòðû Ëÿìå.Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé Êîøè�Ýéëåðà:

(
Σ̇

)
= (ΛΣ) · · (d) + (h) · (Σ) + (Σ) · (h)

T
− (Σ) I1d,ãäå

(ΛΣ) =
4

J
(B) ·

(
∂2W

∂B ∂B

)
· (B) =

1

J
(B) · (λ (I) (I) + 2µ (CII)) · (B) . (11)Ïîäñòàâèâ �èçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ (11) â óðàâíåíèå â ñêîðîñòÿõ íàïðÿæåíèé (2),ïîëó÷èì ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå

∫

Ω

{
(d) · ·(Λ) · ·(δd) +

1

2
(Σ) · ·

[
(δh)

T
· (h) + (h)

T
· (δh)

]
− [∇y · υ]f∗ · δυ

}
dΩ+

+

∫

Sσ

{t∗n · (h)
T
− [∇y · υ]t∗n} · δυ dS =

∫

Ω

ḟ∗ · δυ dV +

∫

Sσ

ṫ∗n · δυ dS.6. ×èñëåííûå ïðèìåðûÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå áàçîâîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðîèçâîëüíûé âîñüìèóç-ëîâîé êîíå÷íûé ýëåìåíò, ïðèìåíÿåòñÿ ÌÊÝ ñ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì. Ñèñ-òåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà k -ì øàãå íàãðóæåíèÿ èìååò âèä
[
kK

] {
∆ku

}
=

{
∆kP

}
+

{
kH

}
−

{
kS

}
.6.1. Óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äå�îðìèðîâàíèå òîëñòîñòåííîé òðóáû.�àññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé â òîëñòîñòåííîé äëèííîé òðóáå, íàõî-äÿùåéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì îñåñèììåòðè÷íîãî äàâëåíèÿ p ïðè óïðóãîïëàñòè÷åñêîìäå�îðìèðîâàíèè â ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå (ïëîñêàÿ çàäà÷à) (ðèñ. 1).Âíóòðåííèé ðàäèóñ òðóáû a = 14 ñì, âíåøíèé b = 2 ñì, ìîäóëü óïðóãîñòè E =

= 2·106 êã/ñì2 , êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν = 0.3 . Ìàòåðèàë ïîëàãàåì èäåàëüíî ïëà-ñòè÷åñêèì, êðèòåðèåì ïëàñòè÷íîñòè ñëóæèò óñëîâèå �óáåðà �Ìèçåñà (5). Ôóíêöèÿèçîòðîïíîãî óïðî÷íåíèÿ èìååò âèä
σT (χ) = σT .Èç àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íàéäåíî îòíîøåíèå âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ê ïðåäåëóòåêó÷åñòè p/σT = 0.7208 , ïðè êîòîðîì ðàäèóñ ïëàñòè÷åñêîé çîíû c = 1.5 ñì [10℄.Òàê êàê çàäà÷à îáëàäàåò äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè ñèììåòðèè, ðàññìàòðèâàëàñü ëèøü÷åòâåðòü òðóáû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (ðèñ. 2); â ñèëó òîãî,÷òî çàäà÷à ïëîñêàÿ, èñêëþ÷àåì îñåâûå ñìåùåíèÿ âñåõ óçëîâ.Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ �èçè÷åñêè íåëèíåéíîé, íî äå�îðìàöèè ìàëû, ïîýòîìó îíàðåøàëàñü çà îäèí øàã ïî íàãðóçêå. Òðóáà ðàçáèâàëàñü íà 20 ýëåìåíòîâ ïî øèðèíåè 20 ýëåìåíòîâ ïî îêðóæíîìó íàïðàâëåíèþ (ðèñ. 3).Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíà ïëàñòè÷åñêàÿ çîíà äå�îðìèðîâàííîé òðóáû, íà ðèñ. 5 � ðàñ-ïðåäåëåíèå ðàäèàëüíûõ è îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé â òðóáå ïî îòíîøåíèþ ê ïðåäåëóòåêó÷åñòè.
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�èñ. 1. Òîëñòîñòåííàÿ òðóáà �èñ. 2. ×åòâåðòü òðóáû ñ ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè

�èñ. 3. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ñåòêà �èñ. 4. Ïëàñòè÷åñêàÿ çîíà äå�îð-ìèðîâàííîé òðóáû

�èñ. 5. �àñïðåäåëåíèå ðàäèàëüíûõ è îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé â òðóáå6.2. Óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ðàñòÿæåíèå êðóãëîãî ñòåðæíÿ. �àññìîò-ðèì çàäà÷ó ðàñòÿæåíèÿ êðóãëîãî ñòåðæíÿ ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: R =
= 6.4134 ìì, R0 = 0.982R ìì, L = 26.667 ìì. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êîíêðåòèçàöèèìåñòà îáðàçîâàíèÿ øåéêè â öåíòðå ñòåðæíÿ çàäàåòñÿ ñíèæåíèå ðàäèóñà íà 1.8%.
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�èñ. 6. �åîìåòðèÿ è êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ

�èñ. 7. Èíòåíñèâíîñòü ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèéÊðèòåðèåì ïëàñòè÷íîñòè ñëóæèò óñëîâèå �óáåðà �Ìèçåñà (5). Ôóíêöèÿ íåëèíåé-íîãî èçîòðîïíîãî óïðî÷íåíèÿ èìååò âèä [8, 9℄
σT (χ) = σT + hχ + (σ∞ − σT )(1 − e−δχ).Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà: E = 206.9 �Ïà, ν = 0.29 , σ∞ = 0.715 �Ïà, σT = 0.450 �Ïà,

h = 0.129 , δ = 16.93 .Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ïîëîâèíû ñòåðæíÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 6.Íà òîðöå çàäàþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ. Òàê êàê çàäà÷à îáëàäàåò òðåìÿ ïëîñêîñòÿìè ñèì-ìåòðèè, ðàññìàòðèâàëàñü âîñüìàÿ ÷àñòü ñòåðæíÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè. Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíà èíòåíñèâíîñòü ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé äëÿ êî-íå÷íîãî ïîëîæåíèÿ, íà ðèñ. 8 � äèàãðàììà ¾ñèëà � ïåðåìåùåíèå¿. Ìàêñèìàëüíàÿçîíà ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé âîçíèêàåò â ìåñòå îáðàçîâàíèÿ øåéêè. Èç ðèñ. 8âèäíî, ÷òî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè, èìååò õîðî-øåå ñîâïàäåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðåøåíèÿ äðóãèõ àâòîðîâ.
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�èñ. 8. Äèàãðàììà ¾ñèëà � ïåðåìåùåíèå òîðöà¿: ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � ðåøåíèå ïî îïèñàííîéìåòîäèêå, ◦ � ðåøåíèå [8℄, △ � ðåøåíèå [9℄Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèà-ëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåâîãî òåíçîðà Êîøè��ðèíà, äëÿ êîòîðûõ �èçè÷åñêèå ñî-îòíîøåíèÿ çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè óïðóãîãî ïîòåíöèàëà. Ïîëó÷åíû ëèíå-àðèçîâàííûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ è ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå. Â êà÷åñòâåïðèìåðà ðàññìîòðåí ìàòåðèàë 2-ãî ïîðÿäêà, âûáðàíî ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæå-íèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè óïðóãîé äå�îðìàöèè. Êðèòåðèåì ïðî÷íîñòè ñëóæèòóñëîâèå �óáåðà �Ìèçåñà ñ óïðî÷íåíèåì. Ïëàñòè÷åñêîå äå�îðìèðîâàíèå ìîäåëè-ðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðîåöèðîâàíèÿ íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòèñ èòåðàöèîííûì óòî÷íåíèåì òåêóùåãî íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ îñíîâàíà íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà áàçå âîñüìèóç-ëîâîãî ïîëèëèíåéíîãî ýëåìåíòà. �åøåíû òåñòîâàÿ çàäà÷à î äå�îðìèðîâàíèè òîë-ñòîñòåííîé òðóáû è çàäà÷à îá óïðóãîïëàñòè÷åñêîì ðàñòÿæåíèè êðóãëîãî ñòåðæíÿ.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äåìîíñòðèðóþò ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêèèññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû � 12-01-00955,12-01-97026, 12-01-31212). SummaryR.L. Davydov, L.U. Sultanov. Numeri
al Investigation of Large Elasti
-Plasti
 Deforma-tions by Finite Element Method.The present paper deals with the development and implementation of numeri
al methodsfor investigating the stress-strain state of elasti
-plasti
 solids with large deformations.An in
remental loading te
hnique is used. Spatial dis
retization is based on the �nite elementmethod. Using the proposed pro
edure, the problem of elasti
-plasti
 deformations of a pipeand the problem of tension of a round bar are solved.Key words: �nite elasti
-plasti
 deformations, additive de
omposition of total strains,linearized physi
al relations.
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