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Введение

Открытая квантовая система – это система взаимодействующая с окруже

нием (может обмениваться с окружением как энергией, так и веществом), при

чём, как правило, число степеней свободы у окружения несоизмеримо больше,

чем у рассматриваемой подсистемы. Действительно, в реальных эксперимен

тальных условиях невозможно полностью изолировать исследуемую систему от

внешнего мира. В случае когда рассматриваемая система является существенно

квантовой, проблема описания влияния окружения на её динамику становится

ещё более актуальной и значимой, поскольку, в определённом смысле, всякая

квантовая система может рассматриваться как открытая система и измерение

любой динамической наблюдаемой величины неизбежно связано с конечным

необратимым изменением квантового состояния системы. Такие процессы при

водят к распаду (декогеренции) квантового состояния на некотором характер

ном временном масштабе 𝜏𝑑 [1]. С точки зрения теории квантовой информации

декогеренции соответствует возникновение запутанности между степенями сво

боды квантового состояния и степенями свободы окружения. Следовательно мы

приходим к выводу, что в отличие от классической физики, в которой измере

ния не играют существенной роли, теория открытых квантовых систем должна

учитывать и включать в себя теорию квантовых измерений. В настоящее вре

мя теория открытых квантовых систем является теоретической основой совре

менной спектроскопии [2–5], квантовой оптики [6–8], квантовой теории измере

ний [9, 10], неравновесной статистической квантовой физики и имеет широкие

физические применения.

Решение проблемы в изучении открытых квантовых систем является од

ним из актуальных вызовов современной физики. К настоящему времени имеет

ся большой объем работ в контексте изучения классической квазиравновесной

и неравновесной физики многих тел и статистической механики [11–15]. Однако

аналогичные сценарии и теоретические инструменты для открытых квантовых
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систем гораздо менее изучены и развиты.

С появлением экспериментальных трудов в области неравновесных кван

товых систем, в которых динамика определяется не только одним Гамильтониа

ном, например конденсированный одноатомный газ [16–18], различные системы

связанные с конденсатом Бозе-Эйнштейна [19–22], спиновые модели захвачен

ных ионов [23, 24], стало понятно, что необходимо развить аппарат и методы

для теоретического описания подобных систем и структур. Хоть эти системы в

ближайшем рассмотрении и являются чисто квантовыми по своим свойствам,

присутствие окружающей среды, вводит диссипативную часть, которой нельзя

пренебрегать. Такие системы, не обязательно достигают внутреннего термоди

намического равновесия из-за отсутствия сохранения энергии. Они скорее схо

дятся к неравновесным стационарным состояниям материи, создавая сценарии,

не имеющие аналога в конденсированных равновесных средах. Это исключает

использование обычных теоретических концепций и методов термодинамиче

ского равновесия, и требуют развития новых подходов.

Таким образом, одна из ключевых целей новых подходов должна состоять

в том, чтобы идентифицировать универсальные динамические режимы, кото

рые сохраняются за пределами конкретных реализаций или точных начальных

условий. В последнее время было показано, что концепция приготовления дисси

пативного состояния в квантовой оптике [25, 26] можно развить в контекст физи

ки многих тел, как теоретически [27–30], так и экспериментально [31–33]. Тогда

специально подобранная диссипация не обязательно действует как противовес

тонких квантово-механических корреляций, таких как фазовая когерентность

или запутанность [34–39]. Наоборот, может даже создавать эти корреляции, и

диссипация тогда представляет доминирующее положение в многочастичной

динамики. В частности, даже топологически упорядоченные состояния в спи

новых системах [40] или фермионная материя [41, 42] может индуцироваться

диссипативно ( [29] и [43–45] соответственно). Эти разработки открывают но

вое окно возможностей для физики многих тел.
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Подводя итог, можно сказать, что теория открытых квантовых систем бы

ла следствием появившихся экспериментальных результатов в области кванто

вых измерений и квантовой оптики. В оставшейся части введения рассмотрим

подробно три основные проблемы, которые возникают в этих системах.

Присущая рассматриваемым системам вынужденная природа обусловлена

тем фактом, что лежащий в основе микроскопический гамильтониан зависит от

времени, причем временная зависимость связана с внешними вынуждающими

полями, такими как например лазеры. Когда такой ансамбль вдобавок имеет

естественное разделение на “систему” и “термостат” – континуум режимов хо

рошо аппроксимируется гармоническими осцилляторами с короткой памятью,

связь система-термостат является незначительной по сравнению с типичными

энергиями гамильтониана системы и операторов рождения и уничтожения, воз

никает “система” описания в терминах комбинированного гамильтониана и дис

сипативной Марковской квантовой динамики. Динамика “системы” получается

путем наблюдения за изменениями переменных термостата. Результирующая

эффективная микродинамика является “неравновесной”. Это касается не толь

ко эволюции во времени, но также справедливо и для неравновесных стацио

нарных состояний. Описанная выше ситуация подразумевает явное нарушение

детального баланса, поскольку энергия системы не сохраняется из-за явно зави

сящего от времени внешнего возмущения. Что же подразумевается под “деталь

ным балансом” и “термодинамическим равновесием”? Под условием детального

баланса подразумевается, что существует инвариантное разделение для тем

пературы (уровня шума) существующая в системе: произвольное разделение

системы на две части может быть выбрана так, что прослеживая одну часть,

можно определить температуру (уровень шума) и подсистемы, она будет та

кой, как и в наблюдаемой. Эта инвариантность разбиения является условием

глобально четко определенной температурной характеристики для систем в тер

модинамическом равновесии. Более формально, тепловое равновесие может об

наруживаться с помощью так называемых флуктуационно-диссипативных соот
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ношений (ФДС). Они соединяют две фундаментальные наблюдаемые величины

в физических системах – функции корреляции и отклика [46]. В случае термоди

намического равновесия величины определяются только статистически, Бозе-

и Ферми-распределениями соответственно. Отклонения из этой универсальной

формы, имеющей только два свободных параметра (температура и химический

потенциал, они обуславливают сохраняющиеся величины энергии и числа ча

стиц), обеспечивают необходимое требование для неравновесных стационарных

состояний. В неравновесных стационарных состояниях такой общей формы не

существует. Примером является управляемая модель Дике (фотон резонатора,

связанный с коллективным спином) [46], где форма ФДС зависит от наблюдае

мой, которую мы выбираем (например, корреляции положения или импульса и

отклики).

С другой стороны, тепловые ФДС могут возникать на больших длинах

волн, даже если микроскопическая динамика явно нарушает детальное равно

весие [47]. В частности, в трех измерениях и вблизи критической точки диссипа

тивного Бозе-конденсата, вырождение критических показателей указывает на

универсальную асимптотическую термализацию в виде возникающей тепловой

ФДС. Аналогичная ситуация возникает в неупорядоченном многомодовом рас

ширении модели Дике. На низких частотах критическая точка является своего

рода аттрактором системы. Однако в этих системах неравновесные состояния

оставляют свой отпечаток в динамическом отклике системы, с точки зрения

информации, которая не входит в ФДС, но все ж присутствует в системе. На

пример, критическое поведение характеризуемое тонкой структурой, который

измеряет декогерентность, и значение которого отличает равновесное и нерав

новесное состояние.

Вместо возникающего термодинамического процесса, указывающего на ис

чезновение неравновесных состояний при увеличении масштаба возможен и про

тивоположенный процесс. Например, низкоразмерные (𝑑 ⩽ 2) бозонные систе

мы с низким уровнем шума, такие как экситон-поляритоны, намного выше поро
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га и не притягиваются к равновесной критической точке, как и их трехмерные

аналоги, а притягиваются к неравновесной критической точке Кардара-Паризи

Чжана [48]. Это можно интерпретировать как преобладание неравновесного

состояния, которая срабатывает, даже если нарушение детального баланса на

микроскопическом уровне очень мало.

Универсальные неравновесные явления могут возникать и в эволюциях

управляемых открытых систем во времени. Например, законы масштабиро

вания, описывающие алгебраическую декогеренцию [49], аномальную диффу

зию [50] или поведение подобное стеклу [51–54], могут быть определены на боль

шом масштабе времени в асимптотике возбужденных спиновых систем, близких

к стационарным состояниям. И наоборот, в малом масштабе времени поведе

ние управляемых бозонов в открытой решетки с течением времени показывает

универсальное законы масштабирования, непосредственно свидетельствующие

о неравновесном движении. Этот процесс может быть связан с ярко выражен

ной неравновесной формой функции распределения во времени на ранних ста

диях эволюции и есть возможность пронаблюдать процесс законов сохранения

диссипативного источника.

Приведенное выше обсуждение в основном сосредоточено на разнице меж

ду равновесными и неравновесными системами на макроскопическом уровне

наблюдения. Другое направление, касается различия между классическими и

квантовыми эффектами. Опять же, хотя квантово-механическое описание необ

ходимо на микроскопическом уровне, постоянство квантовых эффектов на мак

роуровне не гарантируется. Это происходит в основном из-за Марковского шу

ма, присущего таким квантовые системы. Тем не менее, системы с надлежа

щим образом спроектированной диссипативной динамикой демонстрируют ти

пичные квантово- механические явления, такие как фазовая когерентность [27,

28, 34, 36, 37, 55], запутанность [31–33, 35] или топологический порядок [29, 39,

43–45].

Аналитических инструменты применяемые в описании таких систем, долж
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ны совершить скачок от микро- к макрофизике в управляемых открытых кван

товых системах, но они все еще находятся на стадии разработки, как и тема

исследований в данной области. Причина предварительного статуса теории за

ключается в том, что две прежде довольно самостоятельные дисциплины –

квантовая оптика и физика многих тел – должны быть унифицированы на

техническом уровне.

Квантово-оптические системы хорошо описываются микроскопически в

терминах Марковских квантовых основных уравнений, которые одинаково от

носятся и к когерентной гамильтоновой и к диссипативной динамике. Для ре

шения таких задач были разработаны мощные приемы. Например численный

метод – квантовая траекторный подход [56–58]. Есть также аналитические под

ходы, такие как теория возмущений для квантовых вычислений, например ме

тод проекционных операторов Накадзимы-Цванзига [59, 60] или отображения

в P, W, Q-представлениях [61], выводящие задачу во вторичное квантование

с приведением уравнений в виде частных производных. Характерной особенно

стью традиционных квантово-оптических систем является конечное расстояние

между несколькими энергетическими уровнями, вносящими основной вклад.

При рассмотрении систем с пространственным множеством степеней свободы

уровни энергии становятся непрерывными. Это не означает, что микроскопи

ческое моделирование в терминах основных квантовых уравнений неуместны,

они уместны, но в в таких пределах, в каких длина волны испускаемого излуче

ния значительно ниже пространственного разрешения, в котором определяется

микроскопическая модель. Действительно, в этой ситуации, деструктивное вме

шательство излучения, оправдывает описание управляемой диссипации с точки

зрения некогерентного процесса. Однако в этих условиях малость микроскопи

ческого параметра расширения уже не гарантирует малость пертурбативной

поправки. Здесь причина в том, что в теории возмущений суммируют промежу

точные состояния с амплитудами распространения вплоть до самых длинных

волны. Это может привести к инфракрасным расходимостям в теории возмуще
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ний – обстоятельство, нашедшее свою физическую интерпретацию в терминах

ренорм групп [62, 63]. Больший вклад длинных волн лежит в основе большей

части универсальности, т. е. инвариантности в переходе от коротких к длинным

волнам.

Современная структура понимания проблем термодинамического равнове

сия многочастичных систем основана на формулировке квантовой теории поля

как функционального интеграла. Спектр его применения охватывает замеча

тельный диапазон энергетических масштабов, от ультрахолодных атомарных

газов до систем конденсированного состояния. Он дает нам хорошо развитый

набор методов, таких как диаграммная. Но это также включает в себя непер

турбативные подходы, которые часто могут извлечь выгоду из гибкости функ

ционального интеграла, когда он сводится к выбору соответствующих степеней

свободы. Это хороший инструмент для задач, чье решение обычно сильно зави

сит от пространственного масштаба [64]. Оно хорошо описывает Куперовские

пары или молекулярные степени свободы во взаимодействующих фермионах.

Описание изменения физики с пространственным масштабом было заложено в

терминах уже упомянутой выше ренорм группы, однако это еще один инстру

мент, разработанный и наиболее четко сформулированный на функциональном

языке. Наконец, функциональный интеграл, основанный на одной скалярной

величине – действии, кодирующей всю динамику в микроскопическом масшта

бе – удобная основа, когда речь идет о классификации симметрий и связанных

с ними законов сохранения и их использование при аппроксимации.

Таким образом, в то время как управляемые открытые системы многих

тел хорошо описываются микроскопическими основными уравнениями, тради

ционные методы квантовой оптики не могут быть использованы эффективно,

по крайней мере, не в том случае, когда начинают играть роль возникающие осо

бенности систем многих тел. И наоборот, делает невозможным подход к этим

проблемам в рамках равновесной физики многих тел. Эта ситуация требует

слияния дисциплин квантовой оптики и физики многих тел на техническом
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уровне. Со стороны вычислений, недавно был достигнут прогресс в одном про

странственном измерении, сочетая метод квантовых траекторий с мощными

алгоритмами ренорм группировки матрицы плотности [65? –67]. Для простоты

вычислений идеально подходят функционал Келдыша или интеграл по траек

ториям [68–73]. Концептуально последний отражает наиболее общую ситуацию

в физике многих тел — динамика матрицы плотности при произвольной возму

щенной динамики.

Интеграл по траекториям также известный как континуальный интеграл

– это мощный аппарат в изучении квантовой механики, потому что он чет

ко выделяет соответствие между классической и квантовой механикой. Физи

ческие величины являются средними по всем возможным траекториям, но в

квазиклассическом приближении ℏ → 0 основной вклад дастся траекториями,

ближайшими к классическим. Формулировка квантовой механики, основанная

на континуальных интегралах, хоть и выглядит математически более сложной,

чем формализм дифференциальных уравнений, тем не менее хорошо описывает

системы с огромным числом степеней свободы, где формализм Шредингеровско

го типа малоприменим. Поэтому в квантовой теории поля или статистической

физике в основном прибегают к континуальным интегралам.

Современная история континуального интеграла началась с работ Фейн

мана Хибса. Фейнман сформулировал квантовую эволюцию в терминах сумм

по набору траекторий с весом 𝑒𝑖S/ℏ, где S – классическое действие (интеграл

по времени от Лагранжиана). При таком подходе классические уравнения дви

жения возникают при вычислениях с добавлением стационарной фазы. Когда

в физической системе типичные значения действия велики по сравнению с ℏ,

основной вклад в континуальный интеграл вносят траектории, близкие к клас

сическим. Интегралы по путям стали мощным инструментом в современной

физике, особенно в областях связанные с большими степенями свободы. В част

ности в квантовании неабелевых калибровочных полей. Если принять во внима

ние, что неабелевы калибровочные поля – основная составляющая Стандартной
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Модели, которая описывает все фундаментальные взаимодействия, кроме гра

витации, то актуальность такого результат становится очевидной. Более того,

были обнаружены математические взаимосвязи статистической физики и фи

зики фазовых переходов.

Континуальные интегралы позволили воспроизвести классические прибли

жения с помощью более простых и интуитивно понятных методов. В нашей

работе также будет использован функциональный интеграл по путям основан

ный на операторе эволюции гармонического осциллятора в открытой квантовой

системе со случайной силой. Будет использован формализм взаимодействия,

применена вариационная теория возмущений для определения свободного ком

плексного параметра, а также методы сводящие функциональный интеграл к

Гауссовым.

Основная цель настоящей работы – это изучение физических свойств и

характеристик гармонического осциллятора в открытой квантовой системе во

внешнем потенциальном поле с случайной возбуждающей силой. Для достиже

ния цели были поставлены и решены следующие важные задачи:

• Обзор существующей литературы по современным достижениям в обла

сти физики открытых квантовых систем. Обзор и знакомство с математи

ческими методами и подходами, применяемыми в данной области, в част

ности Келдышевская диаграммная техника для неравновесных систем в

представлении функционального интеграла.

• Используя формализм функционального интеграла, получить точное вы

ражение для пропогатора гармонического осциллятора с учётом внешнего

переменного поля для открытой квантовой системы.

• Вычисление временной зависимости амплитуды переходов системы из на

чального состояния в возбужденные под действием случайной силы при

наличии взаимодействия осциллятора с окружением.
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• Анализ и оценка полученных результатов.

Выпускная квалификационная работа состоит из введения, двух глав и

заключения. Во введении обозначена мотивация и актуальность настоящей ра

боты, а также ставятся её цели и задачи.

В первой главе последовательно приводится математический аппарат фор

мализма фейнмановского функционального интеграла, адаптированного для

феноменологического описания открытой квантовой системы. Предлагается и

обсуждается оригинальная схема включения взаимодействия системы с окру

жением.

Во второй главе приводится расчёт амплитуд перехода между состояниями

свободного (невозмущённого) квантового гармонического осциллятора при сов

местном учёте как взаимодействия с окружением, так и внешнего возмущающе

го поля. Отдельно рассматривается влияние на динамику переходов различный

характер внешнего поля (возмущающей силы).

В заключении проводится анализ и оценка полученных результатов.
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Глава 1

Фейнмановский функциональный интеграл в

открытой квантовой системе

В данной главе приводится и обсуждается феноменологическая схема учё

та влияния окружения на динамику квантовой системы. В качестве основного

математического аппарата для описания данного подхода применяется извест

ный Фейнмановский формализм интегралов по путям.

1.1. Общие положения квантовой механики

Как известно, динамика замкнутой квантовой системы описывается урав

нением Шредингера для волновой функции, которое является полностью детер

министическим уравнением

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜓 = �̂�𝜓, 𝜓(𝑡 = 0) = 𝜓0, (1.1)

где �̂� – оператор Гамильтона (гамильтониан системы). Напомним, что все опе

раторы в квантовой механики, отвечающие наблюдаемым физическим величи

нам являются эрмитовыми, и соответственно, их спектр (собственные значения)

есть вещественные числа. Это позволяет утверждать, что нормировка волновой

функции сохраняется. Так, в координатном базисе, мы можем написать

⟨𝜓(𝑡)|𝜓(𝑡)⟩ =
∞∫︁

−∞

|𝜓(𝑥, 𝑡)|2𝑑𝑥 = const = 1, (1.2)

тогда модуль волновой функции |𝜓(𝑥, 𝑡)|2 определяет плотность вероятности

найти частицу в точке 𝑥 в момент времени 𝑡. Среднее значение наблюдаемой

физической величины 𝐴(𝑡) в состоянии |𝜓⟩ определятся как

𝐴(𝑡) = ⟨𝜓(𝑡)|𝐴|𝜓(𝑡)⟩ = ⟨0|𝑆(𝑡0, 𝑡)𝐴𝑆(𝑡, 𝑡0)|0⟩, (1.3)
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где 𝑆 – оператор эволюции системы

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑆(𝑡, 𝑡0)|0⟩, (1.4)

который также удовлетворяет уравнению Шредингера (1.1) с начальным усло

вием

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑆(𝑡, 𝑡0) = �̂�𝑆(𝑡, 𝑡0), 𝑆(𝑡0, 𝑡0) = 1. (1.5)

Формальное решение уравнения (1.5) имеет вид

𝑆(𝑡, 𝑡0) = 𝑇 exp

⎡⎣− 𝑖

ℏ

𝑡∫︁
𝑡0

�̂�(𝜏)𝑑𝜏

⎤⎦ , 𝑡 > 𝑡0, (1.6)

где символ 𝑇 обозначает хронологизированное упорядочение по времени (все

операторы, стоящие под символом 𝑇 должны располагаться слева направо в

порядке возрастания времени).

Ситуация, однако, радикально меняется, если мы рассматриваем незамкну

тую систему или статистический ансамбль одинаковых систем. В этом случае,

значение физической величины 𝐴(𝑡) необходимо также усреднить по ансамблю

систем, с некоторыми весовыми коэффициентами 𝑤𝑎

𝐴(𝑡) =
∑︁
𝑎

𝑤𝑎⟨𝜓𝑎(𝑡)|𝐴(𝑡)|𝜓𝑎(𝑡)⟩,
∑︁
𝑎

𝑤𝑎 = 1, (1.7)

где индекс 𝑎 нумерует ансамбли систем. Разложив состояние |𝜓𝑎⟩ по базису

собственных состояний |𝑛⟩ системы,

|𝜓𝑎⟩ =
∑︁
𝑛

𝑐𝑎𝑛|𝑛⟩,
∑︁
𝑛

|𝑐𝑛|2 = 1,

формулу (1.7) можно переписать в следующем виде

𝐴(𝑡) =
∑︁
𝑎

𝑤𝑎

∑︁
𝑛,𝑚

𝑐𝑎𝑛(𝑡)𝑐
𝑎*
𝑚 (𝑡)⟨𝑚|𝐴|𝑛⟩ =

∑︁
𝑛,𝑚

𝐴𝑛𝑚𝜌𝑚𝑛 = Tr𝐴𝜌, (1.8)

где 𝜌 – оператор матрицы плотности, матричные элементы которого соответ

ственно равны

𝜌𝑛𝑚 =
∑︁
𝑎

𝑤𝑎𝑐
𝑎
𝑛𝑐

*𝑎
𝑚 .

Отметим здесь также некоторые важные свойства матрицы плотности.
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1. Матрица плотности эрмитова 𝜌† = 𝜌, что непосредственно следует из её

определения;

2. Собственные значения матрицы плотности положительны. Это следует из

требования неотрицательности среднего значения оператора с неотрица

тельными собственными значениями.

3. Диагональные матричные элементы матрицы плотности 𝜌𝑛𝑛 имеют смысл

вероятности нахождения системы в чистом состоянии |𝑛⟩. Соответственно,

след матрицы плотности равен единицы Tr𝜌 = 1.

Временная зависимость матрицы плотности определяется через оператор

эволюции следующим образом

𝜌(𝑡) = 𝑆(𝑡, 𝑡0)𝜌(𝑡0)𝑆(𝑡0, 𝑡). (1.9)

Беря производную по времени от обоих частей в (1.9) и используя уравне

ние (1.5) приходим к известному уравнению Лиувиля

𝜕

𝜕𝑡
𝜌(𝑡) = − 𝑖

ℏ

[︁
�̂�(𝑡), 𝜌(𝑡)

]︁
. (1.10)

1.2. Декогеренция и диссипативные эффекты в открытой

квантовой системе

В предыдущем разделе было получено уравнение Лиувиля для матрицы

плотности, описывающее “когерентную” динамику, порождённую гамильтониа

ном �̂�. Для учёта “диссипативной” динамики, обусловленной взаимодействием

системы с окружением используют уравнение Линдблада [74, 75] для матрицы

плотности

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 = ℒ̂𝜌 = − 𝑖

ℏ
[�̂�, 𝜌] +

∑︁
𝛼

𝛾𝛼

(︂
�̂�𝛼𝜌�̂�

†
𝛼 −

1

2
{�̂�†

𝛼�̂�𝛼, 𝜌}
)︂
, (1.11)

где оператор ℒ̂, действующий на матрицу плотности в литературе называет

ся супероператор Лиувиля, фигурные скобки {𝐴, �̂�} = 𝐴�̂� + �̂�𝐴 обозначают
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антикоммутатор. Второе слагаемое “диссипатор” в уравнении (1.11) описывает

диссипативную динамику системы, взаимодействующую с окружением, и опре

деляется так называемыми операторами Линдблада [74, 76], осуществляющих

связь системы с тепловой баней (окружением). Константы 𝛾𝛼 определяют интен

сивность такого взаимодействия и имеют положительные значения. Отметим,

что при этом матрица плотности остаётся положительно определённой.

Для наглядности полезно рассмотреть простую модель квантового осцил

лятора с гамильтонианом �̂� = 𝜔0 �̂�
†�̂�, где �̂�†, �̂� – бозевские операторы рождения

и уничтожения, а 𝜔0 собственная частота осциллятора, а в качестве операторов

Линдблада положим �̂� = �̂�. Такая упрощённая модель допускает точное реше

ние [77], в частности, запаздывающая функция Грина

𝐺𝑅(𝑡, 𝑡
′
) = −𝑖𝜃(𝑡− 𝑡

′
)⟨[�̂�(𝑡), �̂�†(𝑡′)]⟩

в частотном представлении имеет будет иметь вид [77]

𝐺𝑅(𝜔) =
1

𝜔 − 𝜔0 + 𝑖𝜅
, 𝜅 = 𝛾/2,

а, соответственно, спектральная функция 𝐴(𝜔) определяющая плотность рас

пределения энергии осциллятора, взаимодействующего с окружением размыва

ется, приобретая лоренцеву форму с шириной 𝜅

𝐴(𝜔) = −2Im𝐺𝑅(𝜔) =
2𝜅

(𝜔 − 𝜔0)2 + 𝜅2
. (1.12)

Наличие такой мнимой добавки к полюсу 𝜔 = 𝜔0 − 𝑖𝜅 приводит к конечному

времени жизни 𝜏 ∼ 𝜅−1 возбуждения с энергией 𝜔.

В настоящей работе мы предлагаем несколько иной феноменологический

подход к учёту диссипативных эффектов. Ниже мы изложим его ключевые

положения на примере одномерного гармонического осциллятора, взаимодей

ствующего с окружением и находящегося под действием внешнего переменного

поля. Основная идея нашего подхода заключается в следующем. Добавим в
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уравнение Шредингера (1.1) дополнительное слагаемое “диссипатор” следую

щим образом

𝑖ℏ 𝜕𝑡𝜓 =
𝛿ℋ𝑐(𝜓

*, 𝜓, 𝑡)

𝛿𝜓* − 𝑖
𝛿ℋ𝑑(𝜓

*, 𝜓)

𝛿𝜓* , (1.13)

где ℋ𝑐 гамильтониан системы без учёта окружения. При этом гамильтониан

ℋ𝑐 может явно зависеть от времени, посредством, например, внешних полей. В

случае гармонического осциллятора во внешнем поле

ℋ𝑐 =

∫︁
𝑑𝑥𝜓*

(︂
− ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑈(𝑥, 𝑡)

)︂
𝜓,

𝑈(𝑥, 𝑡) =
𝑚𝜔2

0

2
𝑥2 − 𝑓(𝑡)𝑥.

(1.14)

Диссипативный вклад ℋ𝑑 представляет из себя эрмитов оператор, который дол

жен обладать следующими свойствами:

1. Оператор ℋ𝑑 должен быть положительно определён (собственные значе

ния 𝜆𝑛 положительны (𝜆𝑛 ≥ 0).

2. Собственные значения оператора ℋ𝑑 монотонно возрастают с увеличени

ем кинетической энергии системы. Данное требование отражает т от факт,

что с ростом кинетической энергии системы должна возрастать и интен

сивность диссипативных процессов между рассматриваемой системой и

окружением.

Таким образом, наиболее естественно выбрать в качестве “диссипатора” ℋ𝑑 ки

нетическую энергию

ℋ𝑑 = 𝛾

∫︁
𝑑𝑥𝜓*

(︂
− ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2

)︂
𝜓, (1.15)

с некоторым феноменологическим безразмерным параметром 𝛾, смысл которо

го будет ясен из дальнейшего обсуждения результатов.

Последующее изложение будет проводится в рамках фейнмановского фор

мализма функционального интеграла (также известного, как интеграла по пу

тям).
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1.3. Фейнмановский функциональный интеграл

В данном разделе мы приведём вывод оператора эволюции для уравне

ния (1.13) в координатном представлении. В научной литературе эту величину

обычно называют пропогатором 𝐾(𝑥1, 𝑡1;𝑥0, 𝑡0) квантовой частицы, который

равен амплитуде перехода частицы из точки 𝑥0 в момент времени 𝑡0 в точку с

координатой 𝑥1 в момент времени 𝑡1

𝐾(𝑥𝑓 , 𝑡;𝑥𝑖, 𝑡0) = ⟨𝑥𝑓 |𝑆(𝑡, 𝑡0)|𝑥𝑖⟩, (1.16)

где |𝑥𝑖⟩, |𝑥𝑓⟩ начальное и конечное состояние в координатном представлении

соответственно. Разобьем весь временной интервал 𝑇 = 𝑡 − 𝑡0 на 𝑁 частей,

длительностью 𝛿𝑡 = 𝑇/𝑁 . Тогда, используя очевидное свойство оператора эво

люции 𝑆(𝑡, 𝑡0) = 𝑆(𝑡, 𝑡𝑚)𝑆(𝑡𝑚, 𝑡0), перепишем (1.16) в виде

𝐾(𝑥𝑓 , 𝑡;𝑥𝑖, 𝑡0) = ⟨𝑥𝑓 |𝑆(𝑡𝑁 , 𝑡𝑁−1) . . . 𝑆(𝑡2, 𝑡1)𝑆(𝑡1, 𝑡0)|𝑥𝑖⟩ (1.17)

и вставим между каждой парой соседних операторов 𝑆 операторную единицу

1̂ =

∞∫︁
−∞

𝑑𝑥 |𝑥⟩⟨𝑥|, 𝐾(𝑥𝑓 , 𝑡;𝑥𝑖, 𝑡0) =

=

∞∫︁∫︁
−∞

∏︁
𝑖

𝑑𝑥𝑖⟨𝑥𝑓 |𝑆(𝑡𝑁 , 𝑡𝑁−1)|𝑥𝑁−1⟩ . . . ⟨𝑥2|𝑆(𝑡2, 𝑡1)|𝑥1⟩⟨𝑥1|𝑆(𝑡1, 𝑡0)|𝑥𝑖⟩

(1.18)

и рассмотрим отдельный матричный элемент

⟨𝑥𝑖+1|𝑆(𝑡𝑖+1, 𝑡𝑖)|𝑥𝑖⟩ ≈ ⟨𝑥𝑖+1|1−
𝑖𝛿𝑡

ℏ
�̂�𝛾(𝑝, �̂�, 𝑡𝑖)|𝑥𝑖⟩

=

∞∫︁
−∞

𝑑𝑝

2𝜋
⟨𝑥𝑖+1|𝑝⟩⟨𝑝|𝑥𝑖⟩

(︂
1− 𝑖𝛿𝑡

ℏ
𝐻𝛾(𝑝, 𝑥, 𝑡𝑖)

)︂

=

∞∫︁
−∞

𝑑𝑝

2𝜋
exp

{︂
𝑖𝛿𝑡

ℏ

(︂
𝑝(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)

𝛿𝑡
−𝐻𝛾(𝑝, 𝑥, 𝑡𝑖)

)︂}︂
.

(1.19)

Напомним, что гамильтониан 𝐻𝛾 с учётом диссипативного вклада имеет следу

ющий вид

𝐻𝛾(𝑝, 𝑥, 𝑡) =
𝑝2

2𝑚
(1− 𝑖𝛾) + 𝑈(𝑥, 𝑡).
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Далее, беря предел 𝛿𝑡→ 0, 𝛿𝑡𝑁 → 𝑇 приходим к функциональному интегралу

𝐾(𝑥1, 𝑡1;𝑥0, 𝑡0) =

∫︁
𝒟[𝑝(𝑡)]

∫︁
𝒟[𝑥(𝑡)] exp

⎧⎨⎩ 𝑖

ℏ

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑑𝑡 (𝑝�̇�−𝐻𝛾(𝑝, 𝑥, 𝑡))

⎫⎬⎭, (1.20)

с граничными условиями 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑥(𝑡1) = 𝑥1. Поскольку функциональный

интеграл (1.20) является гаусовым относительно имнульса 𝑝(𝑡) по этой пере

менной можно точно отинтегрировать и в результате мы получим следующее

выражение для пропогатора

𝐾(𝑥1, 𝑡1, 𝑥0, 𝑡0) =

𝑥(𝑡1)=𝑥1∫︁
𝑥(𝑡0)=𝑥0

𝒟[𝑥(𝑡)] 𝑒𝑖𝑆/ℏ,

𝑆 =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑑𝑡
(︁𝑚𝛾

2
�̇�2 − 𝑈(𝑥, 𝑡)

)︁
, 𝑚𝛾 =

𝑚

1− 𝑖𝛾
.

(1.21)

Таким образом мы получили, в рамках нашего феноменологического подхода,

пропогатор квантовой частицы с учётом диссипативных эффектов. При этом

“эффективная” масса частицы стала комплексной, что, как мы увидим далее,

приводит к затуханию амплитуд переходов между различными состояниями

системы. Амплитуды перехода из начального состояния |𝑛⟩ в момент времени

𝑡0 в конечное состояние |𝑚⟩ в момент времени 𝑡1 определяется через пропогатор

следующим образом

𝐴𝑚𝑛(𝑡1, 𝑡0) =

∞∫︁∫︁
−∞

𝑑𝑥0 𝑑𝑥1⟨𝑚|𝑥1⟩⟨𝑥1|𝐾(𝑥1, 𝑡1;𝑥0, 𝑡0)|𝑥0⟩⟨𝑥0|𝑛⟩. (1.22)

Вероятность же 𝑃𝑚𝑛 такого перехода определяется квадратом модуля амплиту

ды перехода 𝑃𝑚𝑛 = |𝐴𝑚𝑛|2. Временная зависимость вероятности переходов несёт

в себе важную информацию о динамике системы. Нашей последующей целью

будет нахождение и исследование их временной эволюции для гармонического

осциллятора в случайном внешнем поле с учётом диссипационных эффектов.
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Глава 2

Амплитуды переходов осциллятора в случайном

поле в открытой квантовой системе

В данной главе, в рамках развитой теории, мы последовательно вычис

ляем амплитуды переходов из основного состояния свободного осциллятора в

возбуждённые состояния под влиянием внешнего переменного поля. Отдельно

рассматривается случай монохроматического взаимодействия 𝑓(𝑡) ∼ sin(𝜔𝑡+𝛿)

со случайной фазой 𝛿.

2.1. Пропогатор для осциллятора во внешнем поле

В предыдущей главе нами было получено общее выражение для пропо

гатора квантовой частицы с учётом диссипативных процессов в формализме

функционального интеграла

𝐾(𝑥1, 𝑡1, 𝑥0, 𝑡0) =

𝑥(𝑡1)=𝑥1∫︁
𝑥(𝑡0)=𝑥0

𝒟[𝑥(𝑡)] 𝑒𝑖𝑆/ℏ,

𝑆 =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑑𝑡
(︁𝑚𝛾

2
�̇�2 − 𝑈(𝑥, 𝑡)

)︁
, 𝑚𝛾 =

𝑚

1− 𝑖𝛾
.

(2.1)

Для квантового осциллятора находящегося под действием внешнего поля 𝑓(𝑡)

(в качестве примера, это может быть внешнее переменное электрическое поле

𝑓(𝑡) = 𝑒𝐸(𝑡)) потенциальная энергия будет иметь вид

𝑈(𝑥, 𝑡) =
𝑚𝜔2

0

2
𝑥2 − 𝑓(𝑡)𝑥. (2.2)

Нашей целью сейчас будет нахождение явного вида пропогатора𝐾. Для квадра

тичного действия, такая процедура может быть выполнена точно. Произведём

последовательно все вычисления в несколько этапов. Сделаем сдвиг переменной
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интегрирования следующим образом 𝑥(𝑡) = 𝑥cl(𝑡)+ 𝜂(𝑡), где заданная функция

𝑥cl(𝑡) удовлетворяет уравнению Эйлера-Лагранжа для свободного осциллятора

с соответствующими граничным условиям

𝑚𝛾�̈�cl +𝑚𝜔2
0𝑥cl = 𝑓(𝑡), 𝑥cl(𝑡0) = 𝑥0, 𝑥cl(𝑡1) = 𝑥1. (2.3)

Общее (однородное) решение уравнения (2.3) 𝑥0cl(𝑡) с учётом граничных условий

есть
𝑥0cl(𝑡) = 𝑥0

sinΩ(𝑡1 − 𝑡)

sinΩ𝑇
+ 𝑥1

sinΩ(𝑡− 𝑡0)

sinΩ𝑇
,

Ω =
√︀

1− 𝑖𝛾 𝜔0, 𝑇 = 𝑡1 − 𝑡0.

(2.4)

Частное решение 𝑥part(𝑡) уравнения (2.3) можно представить через функцию

Грина 𝐺(𝑡, 𝑡′)

𝑥part(𝑡) =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝐺(𝑡, 𝑡
′
)𝑓(𝑡

′
)𝑑𝑡

′
, (2.5)

которая удовлетворяет следующему уравнению

(︀
−𝑚𝛾𝜕

2
𝑡 −𝑚Ω2

)︀
𝐺(𝑡, 𝑡

′
) = 𝛿(𝑡− 𝑡

′
), 𝐺(𝑡0, 𝑡

′
) = 𝐺(𝑡1, 𝑡

′
) = 0. (2.6)

Решение для функции Грина элементарно находится и имеет следующий вид

𝐺(𝑡, 𝑡
′
) =

⎧⎪⎨⎪⎩(1− 𝑖𝛾) sinΩ(𝑡
′−𝑡0) sinΩ(𝑡1−𝑡)
Ω sinΩ𝑇 𝑡 > 𝑡

′

(1− 𝑖𝛾) sinΩ(𝑡1−𝑡
′
) sinΩ(𝑡−𝑡0)

Ω sinΩ𝑇 𝑡 < 𝑡
′
.

(2.7)

Для новой же функциональной переменной интегрирования 𝜂(𝑡) должны выпол

нятся следующие граничные условия 𝜂(𝑡0) = 𝜂(𝑡1) = 0. Подставляя теперь (2.4),

(2.5) в (2.1) получаем следующее выражение (здесь и далее полагаем𝑚 = ℏ = 1)

𝐾(𝑥1, 𝑡1, 𝑥0, 𝑡0) = 𝐴(𝑇 ) exp {𝑖𝑆cl(𝑥1, 𝑥0, 𝑡1, 𝑡0)} ,

𝑆cl =
Ω

2(1− 𝑖𝛾) sinΩ𝑇

[︀
cosΩ𝑇 (𝑥21 + 𝑥20)− 2𝑥1𝑥0

]︀
+

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑓(𝑡)𝑥0cl(𝑡) 𝑑𝑡−
1

2

𝑡1∫︁∫︁
𝑡0

𝑓(𝑡
′
)𝐺(𝑡

′
, 𝑡

′′
)𝑓(𝑡

′′
)𝑑𝑡

′
𝑑𝑡

′′
,

(2.8)
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где коэффициент 𝐴(𝑇 ) стоящий перед экспонентой зависит только от интервала

времени 𝑇 = 𝑡1 − 𝑡0 и представляет из себя гауссов функциональный интеграл

𝐴(𝑇 ) =

𝜂(𝑡1)=0∫︁
𝜂(𝑡0)=0

𝒟[𝜂(𝑡)] exp

⎧⎨⎩ 𝑖

2

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑑𝑡 𝜂(𝑡)
[︀
−𝑚𝛾𝜕

2
𝑡 −𝑚Ω2

]︀
𝜂(𝑡)

⎫⎬⎭ . (2.9)

Явную временную зависимость для 𝐴(𝑇 ) можно найти используя следующий

приём. Подставим (2.8) в уравнение Шредингера[︂
𝑖𝜕𝑡 + (1− 𝑖𝛾)

1

2

𝑑2

𝑑𝑥2
− 𝑈(𝑥, 𝑡)

]︂
𝐴(𝑡, 𝑡0) exp {𝑖𝑆cl(𝑥, 𝑥0, 𝑡, 𝑡0)} = 0 (2.10)

и учитывая, что
𝜕𝑆cl

𝜕𝑥
= 𝑝,

𝜕𝑆cl

𝜕𝑡
= −𝐻𝛾,

получаем следующее дифференциальное уравнение для 𝐴(𝑡)

𝜕𝐴(𝑡)

𝜕𝑡
+ (1− 𝑖𝛾)

𝜕2𝑆cl

𝜕𝑥2
𝐴(𝑡) = 0,

𝜕2𝑆cl

𝜕𝑥2
=

Ω

(1− 𝑖𝛾)

cosΩ𝑡

sinΩ𝑡
, (2.11)

решением которого с точностью до константы, есть

𝐴(𝑇 ) =

√︂
𝐶

sinΩ𝑇
.

Константу 𝐶 можно получить, рассматривая предел 𝑇 → 0, при котором из

вестно точное выражение для 𝐴(𝑇 ) (см, например [78]). Приведём здесь лишь

окончательное выражение

𝐴(𝑇 ) =

√︃
Ω

2𝜋𝑖(1− 𝑖𝛾) sinΩ𝑇
. (2.12)

Таким образом, мы получили явное выражение (2.8), (2.12) для пропогатора

квантового осциллятора во внешнем переменном поле.

2.2. Амплитуды перехода под действием внешнего поля

В данном разделе мы получим производящий функционал для получения

амплитуд перехода 𝐴𝑚𝑛 из начального |𝑛⟩ в конечное состояние |𝑚⟩ невозму

щённого осциллятора. Как было упомянуто выше, амплитуда такого перехода

22



определяется через пропогатор 𝐾 следующим образом

𝐴𝑚𝑛 =

∞∫︁∫︁
−∞

𝑑𝑥1𝑑𝑥0 𝜓
*
𝑚(𝑥1)𝐾(𝑥1, 𝑡1, 𝑥0, 𝑡0)𝜓𝑛(𝑥0), (2.13)

где 𝜓𝑛 – собственная функция в координатном представлении невозмущённого

осциллятора в отсутствии процессов диссипации с окружением. Эти волновые

функции выражаются через полиномы Эрмита

𝜓𝑛(𝑥) =
1√
2𝑛𝑛!

(︁𝜔0

𝜋

)︁ 1
4

𝐻𝑛(
√
𝜔0𝑥) 𝑒

−𝜔0
2 𝑥2

. (2.14)

Тогда, подставляя в (2.13) выражение для пропогатора (2.8) и выражения для

собственных функций осциллятора (2.14), амплитуда перехода будет иметь вид

𝐴𝑚𝑛 = 𝐴(𝑇 )
1√

2𝑛2𝑚𝑛!𝑚!

(︁𝜔0

𝜋

)︁ 1
2

exp

{︂
− 𝑖

2

∫︁∫︁
𝑓(𝑡

′
)𝐺(𝑡

′
, 𝑡

′′
)𝑓(𝑡

′′
)𝑑𝑡

′
𝑑𝑡

′′
}︂

×
∫︁∫︁

𝑑𝑥1𝑑𝑥0𝐻𝑚(
√
𝜔0𝑥1)𝐻𝑛(

√
𝜔0𝑥0) exp

{︂
−1

2
x�̂�x+ Jx

}︂
,

(2.15)

где мы для краткости ввели следующие обозначения x = (𝑥0, 𝑥1)
𝑇 , J = (𝐽0, 𝐽1)

𝑇 ,

а матрица �̂� и источники 𝐽0, 𝐽1 определяются следующим образом

�̂� =

⎛⎝𝜔0(1− 𝑖𝛼) 𝑖𝛽𝜔0

𝑖𝛽𝜔0 𝜔0(1− 𝑖𝛼)

⎞⎠ ,

𝛼 =
cosΩ𝑇√

1− 𝑖𝛾 sinΩ𝑇
, 𝛽 =

1√
1− 𝑖𝛾 sinΩ𝑇

,

𝐽0 = 𝑖

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑑𝜏𝑓(𝜏)
sinΩ(𝑡1 − 𝜏)

sinΩ𝑇
, 𝐽1 = 𝑖

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑑𝜏𝑓(𝜏)
sinΩ(𝜏 − 𝑡0)

sinΩ𝑇
.

(2.16)

Выражение (2.15) можно ещё упростить, вынеся полиномы Эрмита за знак ин

теграла, заменив их аргументы соответствующими производными

𝐴𝑚𝑛 =
𝐴(𝑇 )√

2𝑛2𝑚𝑛!𝑚!

(︁𝜔0

𝜋

)︁ 1
2

exp

{︂
− 𝑖

2

∫︁∫︁
𝑓(𝑡

′
)𝐺(𝑡

′
, 𝑡

′′
)𝑓(𝑡

′′
)𝑑𝑡

′
𝑑𝑡

′′
}︂

× 2𝜋√︀
det�̂�

𝐻𝑚

(︂
√
𝜔0

𝛿

𝛿𝐽1

)︂
𝐻𝑛

(︂
√
𝜔0

𝛿

𝛿𝐽0

)︂
exp

{︂
1

2
J�̂�−1J

}︂
.

(2.17)
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Учитывая явный вид 𝐴(𝑇 ) и матрицы �̂� и предполагая также, что 𝛾 ≪ 1 и,

следовательно
√
1− 𝑖𝛾 ≈ 1 − 𝑖𝛾/2, получаем окончательное компактное выра

жение для амплитуды перехода

𝐴𝑚𝑛 = 𝑒−𝑖Ω2 𝑇
𝑒−

𝑖
2

∫︀
𝑓𝐺𝑓

√
2𝑛2𝑚𝑛!𝑚!

𝐻𝑚

(︂
√
𝜔0

𝛿

𝛿𝐽1

)︂
𝐻𝑛

(︂
√
𝜔0

𝛿

𝛿𝐽0

)︂
𝑒

1
2J�̂�

−1J. (2.18)

Здесь обратная матрица �̂�−1 имеет простой вид

�̂�−1 =
1

2𝜔0

{︁(︁
1 +

𝛾

2
𝑒−𝑖Ω𝑇 sinΩ𝑇

)︁
�̂�0 + 𝑒−𝑖Ω𝑇 �̂�1

}︁
, (2.19)

где �̂�0 и �̂�1 единичная и первая матрицы Паули, соответственно.

2.3. Время декогеренции квантового состояния

осциллятора

В данном разделе рассмотрим процессы декогеренции квантового состоя

ния в отсутствии внешней возмущающей силы и обусловленные исключительно

взаимодействием системы с окружением. При таких необратимых диссипатив

ных процессах, вероятность 𝑃𝑛 того, что система за время 𝑇 останется в на

чальном состоянии |𝑛⟩ определяется как

𝑃𝑛(𝑡) = |𝐴𝑛𝑛(𝑡)|2.

С другой стороны, амплитуда 𝐴𝑛𝑛 в отсутствии внешней силы имеет вид

𝐴𝑛𝑛 =
𝑒−𝑖Ω𝑡/2

2𝑛𝑛!
𝐻𝑛

(︂
√
𝜔0

𝛿

𝛿𝐽1

)︂
𝐻𝑛

(︂
√
𝜔0

𝛿

𝛿𝐽0

)︂
exp

{︂
1

2
J�̂�−1J

}︂⃒⃒⃒⃒
𝐽0,𝐽1=0

(2.20)

и может быть посчитана аналитически точно

𝐴𝑛𝑛(𝑡) = 𝑒−𝑖(𝑛+ 1
2 )Ω𝑡 ≈ 𝑒−𝑖(𝑛+ 1

2 )𝜔0𝑡 × 𝑒−(𝑛+ 1
2 )𝜔0𝛾𝑡/2. (2.21)

Соответствующая вероятность 𝑃𝑛(𝑡) будет экспоненциально затухать во време

ни по экспоненциальному закону

𝑃𝑛(𝑡) = 𝑒−𝑡/𝜏𝑑 = 𝑒−(𝑛+ 1
2 )𝜔0𝛾𝑡, (2.22)
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где характерное время декогеренции определяется как

𝜏𝑑 =
1

(𝑛+ 1/2)𝜔0𝛾
. (2.23)

Таким образом, важное соотношение (2.23) устанавливает связь между фено

менологическим параметром 𝛾 и временем декогеренции квантового состояния

гармонического осциллятора. Также стоит отметить, что время декогеренции

𝜏𝑑 обратно пропорционально энергии начального состояния 𝐸𝑛 = 𝜔0(𝑛 + 1/2)

осциллятора.

Приведём здесь также амплитуды перехода из основного состояния в пер

вые четыре возбуждённые состояния

𝐴10 = 0, 𝐴20 =
𝛾

2
3
2

𝑒−𝑖 32Ω𝑡 sinΩ𝑡, 𝐴30 = 0, 𝐴40 =

√
3 𝛾2

2
5
2

𝑒−𝑖 5Ω2 𝑡 sin2Ω𝑡. (2.24)

Поскольку Ω = 𝜔0

√
1− 𝑖𝛾 ≈ 𝜔0(1− 𝑖𝛾/2) комплексная величина, здесь происхо

дит аналогичное экспоненциальное затухание амплитуд переходов, Второе, на

что стоит обратить внимание, это то, что даже в отсутствии внешнего поля ока

зываются возможными спонтанные переходы между состояниями имеющими

одинаковую чётность относительно квантовых чисел 𝑛 и 𝑚.

2.4. Монохроматическое возмущение со случайной фазой

Рассмотрим здесь влияние на временную зависимость амплитуды перехода

𝐴𝑚𝑛(𝑡) монохроматического возмущения с заданной частотой 𝜔 и случайной

фазой 𝛿

𝑓(𝑡) = 𝑓0 sin(𝜔𝑡+ 𝛿).

Нас будет интересовать усреднённое значение вероятности переходов между

начальным и конечным состояниями т.е.

⟨𝑃𝑚𝑛(𝑡)⟩ =
2𝜋∫︁
0

𝑑𝛿

2𝜋
|𝐴𝑚𝑛(𝑡, 𝛿)|2. (2.25)
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Ниже представлены численные результаты расчётов для усреднённой вероят

ности ⟨𝑃0(𝑡)⟩ нахождения системы в основном состоянии под действием моно

хроматического возмущения. Так, на рис. 2.1 и 2.2 приведена зависимость ве

роятности ⟨𝑃0(𝑡)⟩ для когерентной динамики, при отсутствии взаимодействия с

окружением (𝛾 = 0) и случай учитывающий необратимые диссипативные про

цессы с феноменологическим параметром 𝛾 = 0.1 для различных значений ча

стот 𝜔 вынуждающей внешней силы. Чёрная кривая на всех приведённых ниже

графиках соответствует случаю отсутствия внешней силы но с учётом влияния

окружения. Разумеется, для полностью замкнутой системы квантового осцил

лятора (𝛾 = 0) и в отсутствии внешнего возмущения, ⟨𝑃0(𝑡)⟩ не зависело бы от

времени и, соответственно, в этом случае ⟨𝑃0(𝑡)⟩ = 1.

Для наглядности, графики на рис. 2.1, 2.2 приведены в порядке возраста

ния частоты 𝜔 вынуждающей силы, при этом рис. 2.1(a) соответствует случаю

резонанса, когда 𝜔 = 𝜔0. Хорошо видно, что в этом случае обе зависимости

быстро спадают до нуля при значении 𝜔0𝑡 = 2𝜋, т.е. за один полный период

осциллятора. Такое поведение обусловлено тем, что при резонансе амплитуда

колебаний частицы резко возрастает, а следовательно, возрастает и полная ме

ханическая энергия, что приводит к быстрым переходам квантовой частицы с

основного уровня на всё более высокие возбуждённые состояния. В результате

вероятность того, что частица в режиме резонанса окажется в основном состо

янии, отвечающем минимальной энергии, быстро падает до нуля. При этом на

таком коротком временном масштабе, как один период колебаний осциллятора

не успевают существенно сказаться процессы взаимодействия системы с окру

жением, и обе зависимости для когерентной и диссипативной динамики прак

тически совпадают. С увеличением частоты вынуждающей силы рис. 2.1(b),(c)

наблюдается возникновение периодичности в поведении вероятности ⟨𝑃0(𝑡)⟩ для

когерентной динамики (𝛾 = 0). Так, для частоты 𝜔 = 5
4𝜔0 период для ⟨𝑃0(𝑡)⟩

составляет 𝑇0 = 8𝜋/𝜔0, а для частоты 𝜔 = 3
2𝜔0 период оказывается в два раза

больше 𝑇0 = 4𝜋/𝜔0. Пока период 𝑇0 сравнительно большой, частица “успевает”

26



Рис. 2.1. Временная зависимость вероятности нахождения системы в основном состоянии

для случая когерентной динамики 𝛾 = 0 и диссипативной c 𝛾 = 0.1 для трёх различных

частот вынуждающей силы: (a) случай резонанса 𝜔 = 𝜔0; (b) 𝜔 = 5
4
𝜔0; (c) 𝜔 = 3

2
𝜔0. Чёрная

кривая на графиках соответствует предельному случаю, когда внешняя возмущающая сила

отсутствует.
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Рис. 2.2. Временная зависимость вероятности нахождения системы в основном состоянии для

случая когерентной динамики 𝛾 = 0 и диссипативной c 𝛾 = 0.1 для трёх различных частот

вынуждающей силы: (a) 𝜔 = 7
4
𝜔0; (b) 𝜔 = 2𝜔0; (c) 𝜔 = 4𝜔0. Чёрная кривая на графиках

соответствует предельному случаю, когда внешняя возмущающая сила отсутствует.

побывать в более высоких возбуждённых состояниях, а как мы выяснили ра

нее, время декогеренции 𝜏𝑑 уменьшается с возрастанием энергии уровня 𝐸𝑛 как
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𝜏𝑑 ∼ 1/𝐸𝑛, что приводит к быстрому затуханию вероятности ⟨𝑃0⟩ со временем,

что хорошо видно на графиках 2.1. При увеличении частоты вынуждающей

силы, временной интервал между максимумами в зависимости вероятности об

наружить систему в основном состоянии, для когерентного случая сокращается,

совместно с уменьшением и амплитуды изменения ⟨𝑃0(𝑡)⟩, рис. 2.2(a)-(c) соот

ветственно. Это приводит к тому, что по мере отдаления от резонанса, когда

|𝜔−𝜔0| ≪ 𝜔0 амплитуда вынужденных колебаний уменьшается и система боль

шую часть времени проводит в своём основном состоянии, для которого время

декогеренции максимально. В результате мы можем наблюдать хорошо выра

женное диссипативное поведение ⟨𝑃0(𝑡)⟩, которое с увеличением частоты вы

нуждающей силы всё более приближается к предельному случаю, когда внеш

нее возмущение вообще отсутствует. Так, на рис. 2.2(c) хорошо видно, что при

значении частоты внешней силы 𝜔 = 4𝜔0 зависимость ⟨𝑃0(𝑡)⟩ при 𝛾 = 0.1 слабо

отличается от предельного случая, которому соответствует чёрная кривая. В

случае с когерентной динамикой, наблюдается постепенный переход ⟨𝑃0(𝑡)⟩ к

постоянной величине ⟨𝑃0(𝑡)⟩ = 1.
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Заключение

Основной целью данной работы было изучение диссипативной динамики

гармонического осциллятора в открытой квантовой системе во внешнем слу

чайном поле. Была предложена простая феноменологическая модель для опи

сания влияния квантового шума, обусловленного взаимодействием осциллятора

с окружением. На основе данной модели были получены следующие важные ре

зультаты и выводы

1. Получено явное выражение для времени декогеренции 𝜏𝑑 системы для раз

личных начальных состояний гармонического осциллятора. Установлена

связь времени декогеренции с феноменологическим параметром модели.

2. Получено общее выражение для амплитуд переходов между начальным и

конечным состояниями осциллятора при наличии внешней возмущающей

силы и с учётом взаимодействия с окружением.

3. Получены численные зависимости усреднённой по случайной фазе вероят

ности ⟨𝑃0(𝑡)⟩ нахождения системы в основном состоянии, при различных

режимах внешнего возмущения.

Таким образом, предложенная модель основанная на редукции, “выбрасывании”

из описания степеней свободы окружения, описывается в рамках неэрмитовой

квантовой механики. Такое описание приводит к затуханию амплитуд перехо

дов во времени на характерном масштабе ∼ 𝜏𝑑. При этом время декогеренции

оказывается обратно пропорционально энергии начального состояния осцилля

тора. В рамках предложенной модели возникает отличная от нуля вероятность

спонтанных переходов между собственными состояниями гармонического ос

циллятора даже в отсутствии внешней возмущающей силы.
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Prosen, Tomaž.— 2010.— 12.

35. Kastoryano, M. J. Dissipative Preparation of Entanglement in Optical Cavi-

ties [Text] / Kastoryano, M. J., Reiter, F., and Sørensen, A. S. // Phys. Rev.

Lett.— 2011.—Feb.—Vol. 106.—P. 090502.

36. Horstmann, Birger. Noise-driven dynamics and phase transitions in fermionic

systems [Text] / Horstmann, Birger, Cirac, J. Ignacio, and Giedke, Géza //
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