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Краткое сообщение

И.Б.БАДРИЕВ, М.В.МАКАРОВ, В.Н.ПАЙМУШИН

КОНТАКТНАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ МЕХАНИКИ ПОДКРЕПЛЕННЫХ
НА КОНТУРЕ ТРЕХСЛОЙНЫХ ОБОЛОЧЕК

С ТРАНСВЕРСАЛЬНО-МЯГКИМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ

Аннотация. Для трехслойных пластин и оболочек с трансверсально-мягким заполнителем
и внешними слоями, имеющими на внешнем контуре подкрепляющие стержни, при малых
деформациях и средних перемещениях построена уточненная геометрически нелинейная тео-
рия, позволяющая описать процесс их докритического деформирования и выявить все воз-
можные формы потери устойчивости (ФПУ) несущих слоев и подкрепляющих стержней. Она
основана на рассмотрении в качестве неизвестных контактных усилий взаимодействия в точ-
ках поверхностей сопряжения внешних слоев с заполнителем, а также внешних слоев и запол-
нителя с подкрепляющими стержнями во всех точках поверхности их сопряжения на конту-
ре оболочки. Для вывода основных уравнений равновесия, статических граничных условий
для оболочки и подкрепляющих стержней, а также условий кинематического сопряжения
внешних слоев с заполнителем, внешних слоев и заполнителя с подкрепляющими стержнями
используется предложенный ранее обобщенный вариационный принцип Лагранжа.

Ключевые слова: трехслойные пластины и оболочки, трансверсально-мягкий заполнитель,
контурные подкрепляющие стержни, средний изгиб, уточненные модели заполнителя и стерж-
ня, контактные напряжения, обобщенный вариационный принцип Лагранжа.
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Введение

Трехслойные пластины и оболочки с внешними (несущими) слоями из жестких мате-
риалов и заполнителем, относящимся к классу трансверсально-мягких [1]–[6], на контуре
всегда имеют подкрепляющие стержни, обеспечивающие передачу нагрузки на несущие
слои при взаимодействии с другими элементами конструкций. Так как они являются наи-
более рациональными при их работе на изгиб и сжатие, то одной из главных является
задача исследования возможных форм потери устойчивости (ФПУ). Эти задачи для трех-
слойных конструкций с подкрепляющими стержнями к настоящему времени практически
не исследованы, а существующие методы и известные пакеты прикладных программ для
их исследования абсолютно не эффективны и практически не пригодны. Построение для
исследования механики деформирования и выявления всех возможных ФПУ трехслойных
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конструкций описанного класса (конструкции в целом, несущих слоев, заполнителя и под-
крепляющих стержней) соответствующих математических моделей, имеющих необходимую
степень точности и содержательности, является актуальной задачей механики слоистых
конструкций.
Предположим, что трехслойная оболочка состоит из внешних слоев с толщинами 2h(k),

k = 1, 2, и ортотропного трансверсально-мягкого заполнителя с толщиной 2h, у которой
срединная поверхность σ отнесена к ее линиям кривизны x1, x2 (см. рис.).

Рис.

Пусть σ(k), k = 1, 2, — срединные поверхности нижнего (k = 1) и верхнего (k = 2) несу-
щих слоев; Ai, ki — параметры Ляме и главные кривизны на σ; z (−h ≤ z ≤ h), z(k)

(−h(k) ≤ z(k) ≤ h(k)) — координаты, отсчитываемые от σ и σ(k) в направлении единичной
нормали m, составляющей с единичными векторами e1 и e2 выбранной системы коорди-
нат правосторонний триэдр. Тогда при среднем [7] изгибе оболочки для описания механики
деформирования несущих слоев согласно классической модели Кирхгофа-Лява тангенци-
альные компоненты векторов перемещений и тензоров деформаций в несущих слоях будут
определяться кинематическими соотношениями
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Здесь и в дальнейшем через u
(k)
i , w

(k)
i обозначены тангенциальные перемещения и проги-

бы точек поверхностей σ(k), символ
−→
1, 2←− означает, что не приведенные формулы следуют

из приведенных путем круговой перестановки индексов 1 и 2, а нижним индексом после
запятой обозначена частная производная по соответствующей координате.
В заполнителе перемещения U1, U2, U3 и напряжение σ33 в соответствии с моделью

трансверсально-мягкого слоя [1] и полученными ранее результатами [8] и др. определяются
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выражениями
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где Gi3, E3 — модули поперечного сдвига и обжатия заполнителя, qi — поперечные ка-
сательные напряжения, постоянные по толщине заполнителя, ui = Ui|z=0 — постоянные
интегрирования.
Будем считать, что контурные линии оболочки совпадают с координатными линиями

xi = x−
i , xi = x+

i на поверхности σ, а ее граничный срез представляет собой линейчатую
поверхность

∑
, образованную движением отрезка zm
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)
вдоль

координатных линий (см. рис.). В общем случае предполагается, что
∑
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2 , F±
1 —

площади поперечных сечений стержней, соответствующих линиям x1 = x±
1 , x2 = x±

2 (на
рисунке показаны сечения стержней, сопрягаемых с торцевыми сечениями xi = x±

i оболоч-
ки). В свете полученных ранее [8], [9] и других результатов с целью редукции трехмерных
уравнений теории упругости, составленных в непротиворечивом квадратичном приближе-
нии [10], [11] и других к одномерным уравнениям для векторов перемещений стержней
примем представление

V = [U (s) + zϕ (s)]n + [V (s) + zχ (s) + ζψ (s)] s + [W (s) − ζϕ (s)]m, (4)

в котором s,s = −Akm, m,s = Aks, n,ζ = n,s = 0, причем здесь и в дальнейшем при x1 = x+
1

s = e2, n = e1, s = x2, ζ = x1, A = A2, k = k2,
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При введении обозначений

eu = A−1U,s, ev = A−1V,s + kW, ew = A−1W,s − kV,

Eχ = A−1χ,s, Eψ = A−1ψ,s − kϕ, Eϕ = A−1ϕ,s

(5)

для выявления классических изгибно-сдвиговых и неклассических изгибно-крутильных
форм потери устойчивости, являющихся возможными и основными для подкрепляющих
стержней, исходя из анализа полученных ранее результатов [9] и используя представле-
ние (4), можно вывести кинематические соотношения в следующем приближении:

εs = ε0
s + ζκζ + zκz, 2εsζ = ψ + eu + zEϕ, 2εsz = χ + ew − ζEϕ,
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где

ε0
s = ev +

1
2
(e2

u + e2
w), κζ = Eψ − ew(Eϕ + kψ), κz = Eχ + euEϕ, (6)

а остальные слагаемые с точностью 1+zk ≈ 1, 1+ζk ≈ 1 отброшены как малые в сравнении
с остальными.
Для вывода основных уравнений, следуя полученным ранее [8], [12] результатам, разде-

лим конструкцию на семь элементов, введя в точках поверхностей сопряжения контактные
поверхностные усилия взаимодействия [13]. В силу того, что в точках поверхностей сопря-
жения внешних слоев с заполнителем предварительно были выполнены условия сопряжения
по прогибам, неизвестными контактными усилиями в точках поверхностей z = ±h являются
величины q1, q2, представляющие собой постоянные по толщине заполнителя касательные
напряжения. Вариация их работы на соответствующих перемещениях будет равна
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В точках поверхностей сопряжения оболочки со стержнями, являющихся линейчатыми
поверхностями xi = x±

i для оболочки и ζ = ∓B±
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поперечные касательные усилия. Для вычисления вариации их работы на соответствующих
перемещениях (1), (3), (6) можно получить выражение
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в котором варьированию подвергаются как компоненты векторов (8), так и функции пере-
мещений, а в слагаемых вида ±B±

3−iΨ, ±B±
3−iϕ верхние знаки относятся к сечениям xi = x+

i ,
а нижние — к сечениям xi = x−

i .
Будем считать, что внешние силы, действующие на оболочку, приведены к срединным

поверхностям внешних слоев и заданы векторами поверхностных усилий X(k) = X
(k)
i ei, а

приложенные к подкрепляющим стержням внешние силы приведены к осевым линиям s и
заданы погонными силами Pζ , Ps, Pz и моментами mζ , ms, mz. Для вычисления вариации
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их работы можно получить выражение
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где величины со знаком “+” относятся к сечениям xi = x+
i , а со знаком “−” — к сечениям
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В рамках моделей, принятых для оболочки и подкрепляющих стержней, для вычисления
вариации их потенциальной энергии деформации будет иметь место выражение
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Здесь введены усилия и моменты, приведенные к срединным поверхностям внешних слоев
и осевым линиям s подкрепляющих стержней
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причем в приближении соотношений (6) имеют место равенства
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приведенные к осевым линиям подкрепляющих стержней, а выражение (11) при использо-
вании соотношений (5) преобразуем к виду
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3−i

x−
3−i

[N∗
ζ,sδU + (Ns,s + A3−ik3−iN

∗
z ) δV +

(
N∗

z,s − A3−ik3−iNs

)
δW+

+ (Mz,s − A3−iNζ) δψ + (Mζ,s − A3−iNz) δχ +
(
M∗

s,s + A3−ik3−iMz

)
δϕ]dx3−i

}∣∣∣xi=x+
i

xi=x−
i

. (12)

В соответствии с предлагаемым подходом и полученными ранее [8], [12] и др. результатами
для вывода необходимого комплекса уравнений должно быть [13] составлено обобщенное
вариационное уравнение

δI = δA + δUq + δUτ − δΠs − δΠb = 0.

Внеся в него выражения (7), (9)–(12) и используя кинематические соотношения (2), прове-
дем традиционные преобразования. Тогда при учете принятых выше обозначений можно
получить вариационное уравнение следующего вида:

−
2∑

i=1

(
N∗

ζ δU + NsδV + N∗
z δW + Mzδψ + Mζδχ + M∗

s δϕ
)∣∣∣xi=x+

i

xi=x−
i

−

−
2∑

k=1

2
(
L

(k)
12 − M

(k)
12

)
δw(k)

∣∣∣x1=x+
1 , x2=x+

2

x1=x−
1 , x2=x−

2

+
2∑

i=1

∫ x+
3−i

x−
3−i

ΦiA3−idx3−i

∣∣∣xi=x+
i

xi=x−
i

+

+
∫ x+

1

x−
1

∫ x+
2

x−
2

[
µiδqiA1A2 +

2∑
k=1

(
f

(k)
i δu

(k)
i + f

(k)
3 δw(k)

)]
dx1dx2−

−
2∑

i=1

∫ x+
3−i

x−
3−i

(fuδU + fvδV + fwδW + fψδψ + fχδχ + fϕδϕ) dx3−i

∣∣∣xi=x+
i

xi=x−
i

= 0, (13)

где (δ(1) = 1, δ(2) = −1)

Φ1 =
2∑

k=1

{(
Q

(k)
11 − T

(k)
11

)
δu

(k)
1 +

(
Q

(k)
12 + k2L

(k)
12 − T

(k)
12 − k2M

(k)
12

)
δu

(k)
2 +

+
(

Q
(k)
13 + hτ1 +

1
A2

∂L
(k)
12

∂x2
− N

(k)
1 − 1

A2

∂M
(k)
12

∂x2

)
δw(k) −

(
L

(k)
11 − M

(k)
11

)
δω

(k)
1 +

+
[
u

(k)
1 −

(
U − δ(k)H(k)ϕ

) ]
δQ

(k)
11 +

[
u

(k)
2 −

(
V − δ(k)H

(k)χ
)
∓ B±

2 ψ
]
δQ

(k)
12 +

+
[
w(k) −

(
W ± B±

2 ϕ
) ]

δQ
(k)
13 −

(
ω

(k)
1 + ϕ

)
δL

(k)
11 −

(
ω

(k)
2 + χ

)
δL

(k)
12

}
+

+
2h3

3E3
(τ1 − q1) δΨ +

[
w(1) + w(2) +

2h2

3E3
Ψ − 2

(
W ± B±

2 ϕ
)]

hδτ1;
−→
1, 2←−, (14)
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N
(k)
1 = (A1A2)

−1[(A2M
(k)
11

)
,1

+
(
A1M

(k)
12

)
,2
− A2,1M

(k)
22 + A1,2M

(k)
12

]
+

+ T
(k)
11 ω

(k)
1 + T

(k)
12 ω

(k)
2 + H(k)q1;

−→
1, 2←−,

f
(k)
1 =

(
A2T

(k)
11

)
,1

+
(
A1T

(k)
12

)
,2
− A2,1T

(k)
22 + A1,2T

(k)
12 + A1A2

(
δ(k)q1 + k1N

(k)
1 + X

(k)
1

)
;

−→
1, 2←−,

f
(k)
3 =

(
A2N

(k)
1

)
,1

+
(
A1N

(k)
2

)
,2

+ A1A2

[
X

(k)
3 − T

(k)
11 k1 − T

(k)
22 k2 +

δ(k)E3

2h
(
w(2) − w(1)

)]
;

f±
u = N∗

ζ,s + A3−iP̃
±
ζ , f±

v = Ns,s + A3−i

(
k3−iN

∗
z + P̃±

s

)
,

f±
w = N∗

z,s − A3−i

(
k3−iNs − P̃±

z

)
, f±

ψ = Mz,s − A3−i

(
Nζ − kMzew − m̃±

ζ

)
,

f±
χ = Mζ,s − A3−i

(
Nz − m̃±

ζ

)
, f±

ϕ = M∗
s,s + A3−i

(
k3−iMz + m̃±

s

)
.

Вариационное уравнение (13) будет выполнено, если формирующиеся во внешних слоях
оболочки перемещения u

(k)
i , w(k), повороты ωi и формирующиеся в заполнителе попереч-

ные касательные напряжения qi будут удовлетворять шести уравнениям равновесия внеш-
них слоев f

(k)
i = 0 и f

(k)
3 = 0 двум уравнениям µi = 0, имеющим смысл кинематических

условий сопряжения внешних слоев с заполнителем по тангенциальным перемещениям, а
формирующиеся в подкрепляющих стержнях перемещения U , V , W , повороты ψ, χ, ϕ,
погонные контактные усилия Q

(k)
ij , Q

(k)
i3 , моменты L

(k)
ij , поверхностные контактные усилия

τi = qi|xi=x±
i
, постоянные по z будут удовлетворять шести уравнениям равновесия каждого

стержня fu = 0, fv = 0, fw = 0, fψ = 0, fχ = 0, fϕ = 0, а в сечениях xi = x+
i , xi = x−

i — усло-
виям сопряжения стержней с оболочкой, граничным условиям для внешних слоев, запол-
нителя и подкрепляющих стержней, содержащимся в (14). Для замыкания составленного
комплекса уравнений и соотношений к ним необходимо добавить физические соотношения,
связывающие введенные в рассмотрение внутренние усилия и моменты во внешних слоях
с двумерными функциями u

(k)
i , w(k), а в стержнях — с одномерными функциями U , V , W ,

ψ, χ, и ϕ.
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I.B. Badriev, M.V.Makarov, and V.N.Paimushhin

Contact statement of mechanical problems of reinforced on a contour sandwich plates
with transversal-soft core

Abstract. For the sandwich plates and shells with transversal-soft core and carrier layers having
on the outer contour of the reinforcing rod, for small deformations, and middle displacements
refined geometrically nonlinear theory is built, allowing to describe the process of the subcritical
deformation and identify all possible buckling of carrier layers and reinforcing rods. It is based on
the introduction as unknown contact forces at the points of interaction mating surface of the outer
layers with filler and carrier layers and a core with reinforcing rods at all points of the surface of
their conjugation to the shell contour. To derive the basic equations of equilibrium, static boundary
conditions for the shell and reinforcing rods, as well as conditions of the kinematic coupling of the
carrier layers with a core, the carrier layers and a core with reinforcing rods previously proposed
a generalized Lagrange variational principle is used.

Keywords: sandwich plates and shells, transversal-soft core, side member, medium bending, refined
beam and core models, contact stress, Lagrange variational principle.
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