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Аннотация

Решена нестационарная задача для тонкой упругой круговой цилиндрической обо-
лочки, заполненной упругой средой, при воздействии на нее внешнего нестационарного
давления. С использованием принципа суперпозиции задача сведена к интегральному со-
отношению между нормальными перемещениями оболочки и внешним давлением. Ядром
этого соотношения является функция влияния, которая построена с использованием ап-
парата разложений в ряды Фурье и интегрального преобразования Лапласа по времени.
Получение оригиналов коэффициентов рядов осуществлено аналитически с применением
асимптотически эквивалентных функций. Приведены примеры расчетов.

Ключевые слова: нестационарные задачи, модель оболочки С.П. Тимошенко, упру-
гий заполнитель, функция влияния, принцип суперпозиции, нестационарное давление

Введение

Нестационарны е задачи теории оболочек являются актуальными для самых
различных областей науки и технологий. Особо важные приложения они имеют
в аэрокосмической отрасли, так как в процессе проектирования конструкций ле-
тательных аппаратов требуется обеспечить необходимые значения коэффициен-
тов запаса прочности, жесткости и устойчивости при одновременном обеспече-
нии минимальных значений массовых характеристик соответствующих элементов.
Для решения этих проблем широко используется теория оболочек. В настоящее
время она хорошо развита. Имеется множество опубликованных работ, в которых
получены решения различных задач. Однако наряду с большим количеством пуб-
ликаций, посвященных статическим и квазистационарным задачам, лишь ограни-
ченный круг работ направлен на исследование нестационарных задач [1–7]. В на-
стоящей работе построено решение нестационарной задачи для тонкой упругой
круговой цилиндрической оболочки с упругим заполнителем. Полученные резуль-
таты могут служить основой для разработки и реализации методов решения неста-
ционарных контактных задач для оболочек с упругими заполнителями.

1. Постановка задачи

В начальный момент времени τ = 0 к заполненной сплошной упругой средой
тонкой упругой круговой цилиндрической оболочке радиуса R и толщины h при-
кладывается внешняя поверхностная нагрузка p , которая зависит от времени и
угловой координаты. Для оболочки использованы уравнения модели С.П. Тимо-
шенко в перемещениях [8]. В цилиндрической системе координат Orα с центром
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на оси оболочки и полярным углом α ∈ (−π, π] они имеют вид (точками над вели-
чиной здесь и далее обозначены производные по времени):

w = Lw + p, (1)

w = (u,w, χ)T
, L = (Lij)3×3 , p = (0, p, 0)T

L11 =
∂2

∂α2
− η2k2, L12 = −L21 =

(
1 + η2k2

) ∂

∂α
,

L13 = −γ2 ∂2

∂α2
+ η2k2, L22 = η2k2 ∂2

∂α2
− 1,

L23 = η2k2 ∂

∂α
, L31 = −L33 = γ−2L13,

L32 = −η2k2γ−2 ∂

∂α
, k2 =

5
6
,

u, w – касательные и нормальные перемещения оболочки; χ – угол поворота нор-
мального к срединной поверхности до деформации волокна за счет сдвиговых де-
формаций, p – внешнее нормальное давление.

Движение заполнителя подчиняется уравнениям теории упругости относитель-
но скалярного ϕ и ненулевой компоненты ψ векторного потенциала упругих пере-
мещений [8]:

ϕ̈ = β2
1∆ϕ, ψ̈ = η2

1∆ψ, ∆ =
∂2

∂r2
+

1
r

∂

∂r
+

1
r2

∂2

∂α2
. (2)

Радиальные ur и угловые uα перемещения заполнителя связаны с упругими
потенциалами следующими равенствами [8]:

ur =
∂ϕ

∂r
+

1
r

∂ψ

∂α
, uα =

1
r

∂ϕ

∂α
− ∂ψ

∂r
. (3)

Ненулевые компоненты εrr , εαα , εrα тензора деформаций связаны с переме-
щениями соотношениями Коши:

εrr =
∂ur

∂r
, εαα =

1
r

∂uα

∂α
+

ur

r
, εrα =

1
2

(
∂uα

∂r
+

1
r

∂ur

∂α
− uα

r

)
. (4)

Связь ненулевых компонент σrr , σαα , σrα тензора напряжений с деформа-
циями определяется законом Гука:

σrr = κ1εrr + κ2εαα, σαα = κ1εαα + κ2εrr, σrα = (κ1 − κ2) εrα. (5)

Предполагаем, что контакт между оболочкой и заполнителем происходит
в условиях свободного проскальзывания, что соответствует следующим гранич-
ным условиям:

ur|r=1 = w (α ∈ (−π, π]) , σrα|r=1 = 0 (α ∈ (−π, π]) . (6)

Полагаем также, что в центральной точке заполнителя искомые функции огра-
ничены.

Задача замыкается однородными начальными условиями

u|τ=0 = w|τ=0 = χ|τ=0 = ϕ|τ=0 = ψ|τ=0 = 0,

u̇|τ=0 = ẇ|τ=0 = χ̇|τ=0 = ϕ̇|τ=0 = ψ̇
∣∣∣
τ=0

= 0.
(7)
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Все величины и параметры имеют безразмерный вид, определяемый следую-
щими выражениями (штрихом обозначены размерные величины):

u =
u′

R
, w =

w′

R
, ur =

u′r
R

, uα =
u′α
R

,

r =
r′

R
, τ =

c1t

R
, γ2 =

h2

12R2
, η2 =

c2
2

c2
1

, η2
1 =

c2
21

c2
1

,

β2
1 =

c2
11

c2
1

, c2
1 =

λ + 2µ

ρ
, c2

2 =
µ

ρ
, c2

11 =
λ1 + 2µ1

ρ1
, c2

21 =
µ1

ρ1
,

p =
p′

σ
, σ = 2

√
3 (λ + 2µ) γ, σrr =

σ′rr

σ
, σαα =

σ′αα

σ
,

σrα =
σ′rα

σ
, ϕ =

ϕ′

R2
, ψ =

ψ′

R2
, ϕ =

ϕ′

R2
, κ1 =

λ1 + 2µ1

σ
, κ2 =

λ1

σ
,

где t – размерное время; c1 , c11 – скорости волн растяжения-сжатия в оболочке
и заполнителе соответственно; c2 , c21 – скорости волн сдвига в оболочке и заполни-
теле соответственно; ρ и ρ1 – плотности материала оболочки и заполнителя; λ , µ
и λ1 , µ1 – параметры Ламе материала оболочки и заполнителя соответственно.

2. Разрешающее интегральное соотношение

С использованием принципа суперпозиции [1–4, 7] нормальные перемещения
оболочки представляются в виде

w (x, τ) =

τ∫

0

b(t)∫

−b(t)

G2 (x− ξ, τ − t) p (ξ, t) dξdt, (8)

где G2 (x, τ) – функция влияния для оболочки с заполнителем [1–4].
Функция влияния для оболочки с заполнителем представляет собой нормаль-

ные перемещения w = G2 (α, τ) как реакцию на воздействие внешней сосредо-
точенной нормальной нагрузки вида p0 = δ (α) δ (τ) , где δ (z) – дельта-функция
Дирака. В этом случае для тангенциальных перемещений оболочки и угла поворота
нормали к срединной поверхности введем обозначения u = G1 (α, τ) , χ = G3 (α, τ) .

3. Функция влияния для оболочки с заполнителем

Постановка задачи об определении функции влияния для оболочки с заполни-
телем включает в себя уравнения, соотношения, начальные и граничные условия
(1)–(7), в которых w = G = (G1, G2, G3)

T , p = p0 − σr , σr = σrr|r=1 .
Представим искомые и заданные функции в виде тригонометрических рядов

Фурье

G1 =
∞∑

n=1

G1n (τ) sin nα, G2 =
∞∑

n=0

G2n (τ) cos nα, G3 =
∞∑

n=1

G3n (τ) sin nα,

ϕ =
∞∑

n=0

ϕn (r, τ) cos nα, ψ =
∞∑

n=1

ψn (r, τ) sin nα,

ur =
∞∑

n=0

urn (r, τ) cos nα, uα =
∞∑

n=1

uαn (r, τ) sin nα,

σrr =
∞∑

n=0

σrrn (r, τ) cos nα, σrα =
∞∑

n=1

σrαn (r, τ) sin nα.

(9)
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δ (α) =
δ0

2
+

∞∑
n=1

δn cosnα, δn =
1
π

π∫

−π

δ (α) cos nα =
1
π

. (10)

Как следует из соотношений (3)–(5), коэффициенты рядов (9) связаны между
собой формулами

urn =
∂ϕn

∂r
+

n

r
ψn, σrrn = κ1

∂urn

∂r
+
κ2

r
(urn + nuαn) ,

uαn = −n

r
ϕn − ∂ψn

∂r
, σrαn = κ

(
∂uαn

∂r
− nurn + uαn

r

)
,

(11)

где κ = (κ1 − κ2) /2 .
Подставляя (9) и (10) в уравнения (1) и (2), получаем

при n ≥ 1

G̈n = MGn + pn, Gn = (G1n, G2n, G3n)T
, pn = (0, pn, 0)T

,

pn =
1
π

δ (τ)− σrn, σrn = σrrn|r=1 , Gkn|τ=0 = Ġkn

∣∣∣
τ=0

= 0 (k = 1, 2, 3) ,

M =



− (

n2 + η2k2
) −n

(
1 + η2k2

)
γ2n2 + η2k2

−n
(
1 + η2k2

) − (
1 + n2η2k2

)
nη2k2

n2 + η2k2γ−2 −nη2k2γ−2 − (
n2 + η2k2γ−2

)


 ,

(12)

ϕ̈n = β2
1∆rnϕn, ψ̈n = η2

1∆rnψn, ∆rn =
∂2

∂r2
+

1
r

∂

∂r
− n2

r2
,

urn|r=1 = G2n, σrαn|r=1 = 0,

ϕn|τ=0 = ϕ̇n|τ=0 = ψn|τ=0 = ψ̇n

∣∣∣
τ=0

= 0;

(13)

при n = 0

G̈20 = −G20 +
1
2π

δ (τ)− σr0, G20|τ=0 = Ġ20

∣∣
τ=0

= 0, (14)

ϕ̈0 = β2
1∆r0ϕ0, ∆r0 =

∂2

∂r2
+

1
r

∂

∂r
, ur0|r=1 = G20, ϕ0|τ=0 = ϕ̇0|τ=0 = 0. (15)

Кроме того, следует учесть ограниченность коэффициентов ϕn и ψn при r → 0 .
Применяя к (12)–(15) преобразование Лапласа по времени, получаем (верхний

индекс “L ” у функции означает ее изображение Лапласа, s – параметр преобразо-
вания, δij – символ Кронекера):
при n ≥ 1 :

(
M− s2E

)
GL

n + pL
n = 0,

GL
n =

(
GL

1n, GL
2n, GL

3n

)T
, GL

n =
(
GL

1n, GL
2n, GL

3n

)T
, E = (δij)3×3 .

(16)

∂2ϕL
n

∂r2
+

1
r

∂ϕL
n

∂r
−

(
n2

r2
+

s2

β2
1

)
ϕL

n = 0,

∂2ψL
n

∂r2
+

1
r

∂ψL
n

∂r
−

(
n2

r2
+

s2

η2
1

)
ψL

n = 0,

urn|r=1 = G2n, σrαn|r=1 = 0.

(17)
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при n = 0 :

GL
20 =

1
s2 + 1

(
1
2π

− σL
r0

)
. (18)

∂2ϕL
0

∂r2
+

1
r

∂ϕL
0

∂r
− s2

β2
1

ϕL
0 = 0,

uL
r0

∣∣
r=1

= GL
20.

(19)

Ограниченные при r → 0 решения уравнений (17) и (19) определяются форму-
лами [8]:

ϕL
n = Cn (s) In (ξ) , ψL

n = Dn (s) In (ζ) , (20)

ξ =
rs

β1
, ζ =

rs

η1
, D0 = 0,

где In (z) – модифицированная функция Бесселя [9].
Решение GL

2n уравнений (16) имеет вид

GL
2n =

(
1
π
− σL

rn

)
Q (s, n) , Q (s, n) =

2∑
j=1

Pj

(
s2, n2

)

3∑
j=1

Rj (s2, n2)
, (21)

P1 (s, n) = η2k2
[
n

(
γ2 − 1

)− s
(
γ2 + 1

)]
,

P2 (s, n) = γ2 [n (γ − 1)− s] [n (γ + 1) + s] ,

R1 (s, n) = η2k2
[
n

(
2η2k2 + γ2

)− s
(
γ2 + 1

)]
,

R2 (s, n) = − [
γ2 + η2k2

(
γ2 + 1

)]
s2 +

[
η2k2

(
3γ2 − 1

)− (
2η4k4 + γ2

)]
sn+

+
[
2η4k4

(
γ2 − 1

)
+ γ2

(
2η2k2 + γ2

)]
n2,

R3 (s, n) = P2 (s, n)
(
η2k2n + s

)
.

Подставляя (20) в формулы (11), находим

uL
rn =

1
r

[CnξI ′n (ξ) + nDnIn (ζ)] , uL
αn = −1

r
[nCnIn (ξ) + DnζI ′n (ζ)] ,

σL
rrn =

1
r2

{
Cn

[
κ1ξ

2I ′′n (ξ)+κ2

[
ξI ′n (ξ)− n2In (ξ)

]]
+2κnDn [ζI ′n (ζ)− In (ζ)]

}
,

σL
rαn = − κ

r2

{
2nCn [ξI ′n (ξ)− In (ξ)] + Dn

[
ζ2I ′′n (ζ)− ζI ′n (ζ) + n2In (ζ)

]}
.

(22)

Из граничных условий задачи (17) и соотношений (22) для Cn и Dn получаем
систему уравнений

Cn

{
ξ0I

′
n (ξ0) + f (s, n)

[
κ1ξ

2
0I ′′n (ξ0) + κ2

[
ξ0I

′
n (ξ0)− n2In (ξ0)

]]}
+

+ nDn {In (ζ0)− 2κf (s, n) [ζ0I
′
n (ζ0)− In (ζ0)]} = g (s, n) ,

2nCn [ξ0I
′
n (ξ0)− In (ξ0)] + Dn

[
ζ2
0I ′′n (ζ0)− ζ0I

′
n (ζ0) + n2In (ζ0)

]
= 0,

ξ0 =
s

β1
, ζ0 =

s

η1
, (23)
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f (s, n) =





Q (s, n) при n > 0,

1
s2 + 1

при n = 0,
g (s, n) =





1
π

Q (s, n) при n > 0,

1
2π

1
s2 + 1

при n = 0.

Далее ограничимся исследованием процесса на начальном временном этапе.
При этом используем асимптотики для модифицированных функций Бесселя [9]
и функции Q (s, n) при s → ∞ , соответствующие согласно предельной теореме
для изображений [10] асимптотическим представлениям вышеупомянутых функ-
ций при τ → 0 :

In (z) ∼ ez

√
2πz

, I ′n (z) ∼ ez

√
2πz

, I ′′n (z) ∼ ez

√
2πz

при z →∞,

Q (s, n) ∼ 1
η2k2n2 + s2

при s →∞.

(24)

Тогда из (23) и (24) следуют выражения для Cn и Dn , справедливые при боль-
ших s :

C0 ∼ 1
2πJ (ξ0)

β2
1

s [β1s2 + κ1s + β1 (κ2 + 1)]
, D0 = 0,

Cn ∼ 1
πJ (ξ0)

β1

(
s2 + η2

1n2
)

s5 + a2n8
, Dn ∼ − 1

πJ (ζ0)
2nsη2

1

s5 + a2n8
,

J (z) =
ez

√
2πz

, a2 = 2η4η2
1k4β1.

(25)

Из (21) с учетом (24) и (25) вытекают следующие соотношения для изображений
коэффициентов ряда разложения функции влияния для оболочки с заполнителем
при больших s :

GL
2 (α, s) = GL

21 (α, s) + GL
22 (α, s) , (26)

GL
21 (α, s) =

∞∑
n=0

GL
2n1 (s) cos nα, GL

22 (α, s) =
∞∑

n=0

GL
2n2 (s) cos nα,

GL
2n1 =





1
2π

1
s2 + 1

при n = 0,

1
π

1
s2 + η2k2n2

при n > 0,

GL
2n2 =





− κ1s + κ2β1

β1s2 + κ1s + β1 (κ2 + 1)
GL

201 при n = 0,

−κ1s
4 − 4κβ1η1n

2s2 − κ2β
2
1η2

1n4

s5 + a2n8
GL

2n1 при n > 0.

Отметим, что первое слагаемое в правой части (26) соответствует изображению
функции влияния для оболочки без заполнителя, а второе характеризует влияние
заполнителя.

Оригиналы коэффициентов GL
2n1 находятся элементарно:

G2n1 (τ) =





1
2π

sin τ при n = 0,

1
πηkn

sin ηknτ при n > 0.
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При этом сумма соответствующего ряда определяется по формуле [11, 12]:

G21 (α, τ) =
sin τ

2π
+

1
πηk

∞∑
n=1

sin ηknτ

n
cos nα =

=
sin τ

2π
+

1
2πηk

( ∞∑
n=1

sin n (α + ηkτ)
n

−
∞∑

n=1

sin n (α− ηkτ)
n

)
=

=
sin τ

2π
+

1
2πηk

∞∑
n=−∞

[f (α, ηkτ + 2πn)− f (α,−ηkτ + 2πn)] ,

где
f (α, τ) =

π − α− τ

2
[H (α + τ)−H (α + τ + 2πn)] ,

при определенных значениях α ∈ (−π, π] и τ ∈ [0,∞) в сумме остается только
одно ненулевое слагаемое.

Оригиналы коэффициентов GL
2n2 при каждом n = 0, 1, 2, . . . и при задании

свойств материалов оболочки и заполнителя определяются аналитически с помо-
щью теоремы разложения для преобразования Лапласа [10].

4. Примеры расчетов

Рассмотрим два варианта внешней нагрузки:

p1 = −H (τ) H
(π

3
− |α|

)
cos (α) ,

p2 = −H (τ)H
( π

30
− |α|

)
cos (α) .

В качестве материала оболочки выбрана сталь, а для заполнителя – алюминий,
что соответствует следующим значениям безразмерных параметров: η = 0.546 ,
η1 = 0.162 , β1 = 0.329 , κ1 = 11.55 , κ2 = 5.95 . Геометрический параметр оболочки
γ = 0.025 . В расчетах удерживалось 11 членов ряда при вычислении функции
G22 (α, τ) .

Для получения результатов использовано представление (8), при этом входящие
в него интегралы вычислялись аналитически.

На рис. 1 представлены распределения нормальных перемещений по углу в по-
лярной системе координат с центром на оси оболочки и углом α в момент времени
τ = 0.08 . Сплошная кривая соответствует нагрузке p1 , а штриховая – p2 .

На рис. 2 представлено сравнение распределений нормальных перемещений,
соответствующих нагрузке p1 , по углу α . Сплошная кривая соответствует обо-
лочке с заполнителем, а штриховая – пустой оболочке. Распределения построены
в момент времени τ = 0.08 .

Динамика развития нормальных перемещений представлена на рис. 3, при этом
распределения соответствуют первому варианту нагрузки в моменты времени τ =
= 0.02 , 0.04, 0.06, 0.08.

Сравнение результатов при учете различного числа членов ряда для функции
G22 (α, τ) показано на рис. 4. Здесь представлены распределения нормальных пе-
ремещений, соответствующих нагрузке p1 , по углу α в момент времени τ = 0.08 .
Сплошная кривая построена с учетом 11 членов ряда, а штриховая – с учетом
6 членов. Видно, что отличие в результатах незначительное.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФФИ (про-
ект № 16-08-00260).



148 Д.В. ТАРЛАКОВСКИЙ, Г.В. ФЕДОТЕНКОВ
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Рис. 3 Рис. 4
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Abstract

The solution of the non-stationary problem for thin elastic circular cylindrical shell filled
with an elastic medium under the influence of external non-stationary pressure has been ob-
tained based on the superposition principle. Using the apparatus of expansions in the Fourier
series and the Laplace integral transforms in time, the non-stationary function of the impact
shell with core has been constructed. The construction of the original coefficients of the series
expansions has been carried out analytically with the help of the asymptotically equivalent
functions. Examples of calculations are presented.

Keywords: non-stationary problems, S.P. Timoshenko’s shell model, elastic core, function
of influence, principle of superposition, non-stationary pressure
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