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Аннотация

В статье описан вариационный метод расчета усиливаемых под нагрузкой тонкостен-
ных стержневых систем открытого профиля. Приведены основные соотношения метода.
Его основная особенность состоит в том, что он основан на использовании компонент
деформаций для прямолинейной полосы, но применим для определения напряженно-
деформированного состояния стержней, у которых продольная ось и срединная линия
профиля поперечного сечения состоят как из прямолинейных, так и криволинейных
участков. Представлены результаты расчетов напряженно-деформированного состояния
тонкостенного усиленного стержня при упругих и упругопластических деформациях.

Ключевые слова: тонкостенный стержень, открытый профиль, усиление стержня,
напряженно-деформированное состояние.

В настоящей статье изложен метод определения напряженно-деформированного
состояния (НДС) тонкостенных усиленных стержней открытого профиля. Ранее
аналогичный подход использовался для расчета нетонкостенных стержней [1]. Ме-
тод является достаточно универсальным, так как основан на простейших соотно-
шениях теории тонкостенных прямолинейных стержней открытого профиля [2].
Он может использоваться для расчета стержневых систем, элементами которых
могут быть прямолинейные и криволинейные стержни с различной, в том числе
и криволинейной, формой профиля.

Нами приняты основные допущения теории тонкостенных стержней с учетом
сдвигов [2, 3]. В глобальной декартовой системе координат Oxyz (рис. 1) вводятся
мера депланации β̃(x) , а также вектора перемещения и углов поворота с компо-
нентами ũ1(x), ũ2(x), ũ3(x) и ϕ̃1(x), ϕ̃2(x), ϕ̃3(x) .

Деформации и напряжения вычисляются в локальной декартовой системе коор-
динат Mxtytzt , начало которой расположено на срединной линии поперечного се-
чения, ось Myt направлена по касательной к этой линии, а ось Mzt лежит в плос-
кости поперечного сечения стержня (рис. 1). Используются формулы [2]
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dx

− y
dϕ3(x)

dx
− dβ(x)
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Рис. 1

Здесь u1, u2, u3, ϕ1, ϕ2, ϕ3 – компоненты вектора перемещения и углов по-
ворота в локальной системе координат Mxtytzt ; β – мера депланации сечения;
ρ(ym, zm) = ymtz − zmty – длина перпендикуляра, проведенного из начала коорди-
нат xyz к касательной к срединной линии сечения в точке M ; ω(y, z) = ω(s) =

=

s∫

o

ρ ds – секториальная площадь профиля; ty , tz – направляющие косинусы осей

Myt , Mzt ;

y = ym + ytty + zttz, z = zm + yttz − ztty, ty = dy/ds, tz = dz/ds.

Для описания НДС стержневой системы используется теория идеально пла-
стического тела, согласно которой в тех точках сечения, где возникают упругие
деформации, зависимость между напряжениями и деформациями описывается за-
коном Гука

σx = Eεx, τxtyt = Gγxtyt . (2)

В точках же возникновения пластических деформаций, согласно критерию пла-
стичности Губера –Мизеса, σi =

√
σ2

x + 3τ2
xtyt

= σT , а нормальные и касательные
напряжения следует определять по формулам

σpl
x = σx/K, τpl

xtyt
= τxtyt/K, (3)

где K = σi/σT ; σx и τxtyt – напряжения, вычисленные с использованием закона
Гука (2).

Из соотношений (1), (2) следует, что касательные напряжения и деформации
сдвига можно представить в следующем виде:

τxyt = τ + τk
xyt

, γxyt = γ + γk
xyt

, (4)

где τ – постоянное по толщине стенки среднее касательное напряжение; τk
xyt

–
напряжение чистого кручения, распределенное по толщине стенки по линейному
закону

τ = Gγ, τk
xyt

= Gγk
xyt

,

γ =
[
du2(x)
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− ϕ3(x)

]
ty +

[
du3(x)

dx
+ ϕ2(x)

]
tz +

[
dϕ1(x)

dx
− β(x)

]
ρ(ym, zm),

γk
xyt

= G
dϕ1(x)

dx
zt.

Расчет НДС усиливаемой конструкции состоит из следующих этапов.
1. Определяются ремонтные напряжения σp

x, τp
xy, τp

xz , возникающие в элемен-
тах конструкции от нагрузок, действующих в период ремонта или усиления (ре-
монтных нагрузок);
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2. Проводится расчет НДС конструкции с учетом усиления элементов сооруже-
ния, действия эксплуатационных нагрузок и наличия ремонтных напряжений.

Компоненты перемещений элементов стержневой конструкции определяются из
вариационного уравнения

δUe + δUp − δW = 0, (5)

где δUe – вариация потенциальной энергии деформации стержневой системы в зоне
упругих деформаций; δUp – вариация потенциальной энергии в зоне пластических
деформаций; δW – вариация работы внешних нагрузок.

С учетом напряжений σp
x, τp

xtyt
, возникающих от воздействия ремонтных на-

грузок, выражения для δUe и δUp имеют вид
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[ ∫∫
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pl

(
σp

xδεx + τp
xtyt

δγz
xtyt

)
dA

]
dl,

где le , lp – длины участков стержней, в которых возникают соответственно упругие
и упругопластические деформации; Ap , Ay – площади поперечных сечений до
и после усиления; Ay

e , Ay
pl – площади областей поперечного сечения стержней,

в которых возникают упругие и пластические деформации; Ap
e – площади сечений,

в которых возникают упругие деформации и действуют ремонтные напряжения.
Отметим, что в выражениях (6) вместо напряжений и деформаций τxyt , γxyt ,

определяемых по формуле (4), используются τz
xyt

= τ + k∗τk
xyt

и γz
xyt

= γ + k∗γk
xyt

,
где k∗ – коэффициент, введение которого связано с особенностями теории чистого
кручения стержней открытого профиля. Как известно [3], при чистом кручении
узкой полосы касательные напряжения τxyt , τxzt вносят одинаковый вклад в ве-
личину момента чистого кручения H . Следовательно, напряжения τxzt должны
вносить в величину потенциальной энергии деформации стержня такой же вклад,
как и τxyt

. Однако согласно принятой в теории тонкостенных стержней гипотезе
безмоментности полагалось τxzt

= 0. Для компенсации отсутствия в выражении (6)
для потенциальной энергии деформации напряжения τxzt , в формулы τxyt , γxyt

введен коэффициент k∗ [2]. При расчетах следует полагать k∗ = 2 .
Вариация работы внешних сил, действующих на стержневую систему после

усиления, определяется по формуле

δW =
∫

lC

[q̃ y
1 (x)δũ1(x) + q̃ y

2 (x)δũ2(x) + q̃ y
3 (x)δũ3(x)] dl +

+
K∑

k=1

[
F̃ y

1kδũ1(xk) + F̃ y
2kδũ2(xk) + F̃ y

3kδũ3(xk)
]

+

+
J∑

j=1

[
M̃ y

1jδϕ̃1(xj) + M̃ y
2jδϕ̃2(xj) + M̃ y

3jδϕ̃3(xj)
]
.

Здесь lc – длина элементов стержневой системы; q̃ y
1 , q̃ y

2 , q̃ y
3 , F̃ y

1i, F̃ y
2i, F̃ y

3i , M̃ y
1k,

M̃ y
2k, M̃ y

3k – нагрузки, действующие на конструкцию после усиления.
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Для вычисления интегралов, входящих в вариационное уравнение (5), применя-
ется численное интегрирование с использованием квадратурной формулы Гаусса.
Интегрирование проводится по длине стержней и площади их поперечных сечений
с учетом зон упругих и пластических деформаций.

При использовании условия (5) стержневая система разбивается на N участков,
на каждом из которых компоненты векторов перемещений, углов поворота и мера
депланации представляются в виде рядов

ũk = ũi
k =

M∑
m=1

Ci
kmfm (t) , ϕ̃k = ϕ̃i

k =
M∑

m=1

Di
kmfm (t) , β̃1 = β̃i

1 =
M∑

m=1

Bi
1mfm (t) .

Здесь k = 1, 2, 3 , i = 1, 2, . . . , N ; Ci
km , Di

km , Bi
1m – неизвестные постоянные;

fm (t) – функции формы; f1 (t) = 1−3t2 +2t3 , f2 (t) = 3t2−2t3 , f3 (t) = t
(
1− t2

)
l ,

f4 (t) =
(
t3 − t2

)
l , fm (t) = (1− t)2 t(m−3) , 0 ≤ t ≤ 1, m = 5, 6, . . . , M .

Для определения коэффициентов Ci
km , Bi

km , Di
km из вариационного уравне-

ния (5) получается система алгебраических уравнений. После решения этой систе-
мы уравнений перемещения деформации и напряжения вычисляются по приведен-
ным выше формулам.

Размер области пластических деформаций в стержнях определяется итераци-
онным методом. На первой итерации деформации считаются упругими (Ay

p = 0) ,
а на последующих итерациях в каждой точке интегрирования проверяется вы-
полнение условия σi =

√
σ2

x + 3τ2
xtyt

< σT . При выполнении этого условия в точке
возникают упругие деформации, а если σi ≥ σT , то данная точка относится к обла-
сти пластических деформаций, и напряжения следует вычислять по формулам (3).
Итерационный процесс определения областей пластических деформаций заканчи-
вается при выполнении условия

∣∣(M (n) −M (n+1))
/
M (n+1)

∣∣ · 100% ≤ ε , где ε –
заданная малая величина, M (n) , M (n + 1) – наибольшие изгибающие моменты
в сечениях элементов стержневой системы на двух последующих итерациях.

Отметим, что использование формулы (2) для касательных напряжений поз-
воляет достаточно точно вычислять интегральные характеристики. Однако для
определения распределения по сечению стержня постоянных по толщине стенки
касательных напряжений τ следует применять формулы, которые получаются из
уравнений равновесии отсеченной части стержня. В частности, если на боковых
поверхностях стержня отсутствуют касательные напряжения, а точка отсчета O1

выбрана внутри сечения, то можно полагать

τ = τotc = E

[
d2u1(x)

dx2
Ao +

dϕ2(x)
dx2

Soy − d2ϕ3(x)
dx2

Soz − d2β(x)
dx2

Soω

]
.

Здесь Soy =
∫∫

Ao

z dA , Soz =
∫∫

Ao

y dA, Soω =
∫∫

Ao

ω dA ; Ao – площадь отсеченной

части сечения.
Усилия и моменты, возникающие в поперечных сечениях стержня, вычисляются

по формулам

N =
∫∫

Ay
e

σx dA +
∫∫

Ay
p

σpl
x dA, Qy =

∫∫

Ay
e

τty dA +
∫∫

Ay
p

τplty dA,

Qz =
∫∫

Ay
e

τtz dA +
∫∫

Ap
e

τpltz dA, My =
∫∫

Ay
e

σxz dA +
∫∫

Ap
e

σpl
x z dA,
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Рис. 2. Расчетная схема (а) и поперечное сечение стержня (б)

Табл. 1
Результаты расчетов

Вычисленные параметры ϕ1, рад β, м−1 B, кН·м2 Ap, м2

При действии ремонтных нагрузок Mp = 40 кНм, F p = 500 кН
Без учета депланации сечения 0.0478 – – 0
С учетом депланации 0.0128 0.00465 117.0 0

После усиления стержня My = 80 кНм , F y = 1000 кН
Без учета депланации сечения 0.0491 – – 0
С учетом депланации 0.0177 0.00637 198.0 0.00402

Mz =
∫∫

Ay
e

σxy dA +
∫∫

Ap
e

σpl
x y, dA,

B =
∫∫

Ay
e

σxω dA +
∫∫

Ap
e

σpl
x ω dA, H = k∗

∫∫

Ay
e

τxtytzt dA + k∗
∫∫

Ay
pl

τpl
xtyt

zt dA,

Mω =
∫∫

Ay
e

(τotc tzy − τotc tyz) dA +
∫∫

Ay
pl

(τpltzy − τpltyz) dA.

В табл. 1 приведены результаты расчета консольного стержня, нагруженного
силой и крутящим моментом (рис. 2, а). При усилении стержня его сечение в виде
двутавра увеличивается за счет присоединения к верхней полке двутавра стержня
с прямоугольным поперечным сечением (рис. 2, б). Материал основного и усили-
вающего элементов – сталь № 3 (σT = 240 МПа, E = 2 · 105 МПа) . До усиления
на стержень действовали нагрузки M = Mp = 40 кНм и F = F p = 500 кН, после
усиления – M = My = 80 кНм и F = F y = 1000 кН, эти нагрузки складываются
из нагрузок, действующих в период ремонта и прикладываемых к конструкции
после выполненного усиления.

В табл. 1 приведены максимальные значения угла закручивания стержня ϕ1 ,
депланации β , бимомента B , которые получены для стержня до и после усиления,
с учетом и без учета депланации сечения.

Как видно из представленных данных, учет депланации сечений стержня ока-
зывает существенное влияние на характеристики НДС усиленного и неусиленно-
го стержней. При расчете без учета депланации сечений стержня возникающие
деформации и напряжения являются упругими (Ap = 0) . Если расчет выполня-
ется с учетом депланации, то появляются зоны пластических деформаций (Ap =
= 0.00402 м2) . Таким образом, в случаях, подобных рассмотренному в примере,
без учета депланации невозможно даже предсказать возникновение пластических
деформаций в усиленном стержне.
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Summary

M.N. Serazutdinov, M.N. Ubaydulloyev. Calculation of Open Profile Thin-Walled Rod
Systems Strengthened Under Load in Elastic and Plastic Deformations.

This paper presents a variational method for calculation of open profile thin-walled rod
systems strengthened under load. The main relations of the method are described. The principal
feature of the method is that it is based on the use of deformation components for a straight-
line strip and also applicable for determining the stress-strain state of rods, the longitudinal
axis and median line of cross-sectional profile of which consist of both straight-line and curved
sections. Calculation results of the stress-strain state of thin-walled strengthened rod in elastic
and elastic-plastic deformations are discussed.

Keywords: thin-walled rod, open profile, strengthening of rod, stress-strain state.
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