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Аннотация

Изучены свойства минимального собственного значения, отвечающего положительной
собственной функции, нелинейной задачи на собственные значения для обыкновенного
дифференциального уравнения. Эта задача аппроксимирована сеточной схемой метода
конечных элементов на равномерной сетке с линейными конечными элементами. Иссле-
дована погрешность приближенных решений. Теоретические результаты подтверждены
численными экспериментами для модельной задачи на собственные значения.

Ключевые слова: собственное значение, положительная собственная функция,
нелинейная задача на собственные значения, обыкновенное дифференциальное уравне-
ние, задача Штурма –Лиувилля, метод конечных элементов.

Введение

В статье исследуется задача определения наименьшего собственного значения
λ ∈ Λ , Λ = [0,∞) , и соответствующей положительной собственной функции u(x) ,
x ∈ Ω , Ω = (0, π) , Ω = [0, π] , удовлетворяющих обыкновенному дифференциаль-
ному уравнению и однородным граничным условиям Дирихле

− (p(λs(x))u′)′ = r(λs(x))u, x ∈ Ω,

u(0) = u(π) = 0.
(1)

Коэффициенты дифференциального уравнения зависят от спектрального пара-
метра λ ∈ Λ . Пусть функции p(µ) , r(µ) , µ ∈ Λ , s(x) , x ∈ Ω являются непре-
рывными положительными, функция p(µ) , µ ∈ Λ – неубывающая ограниченная,
а функция r(µ) , µ ∈ Λ – неубывающая неограниченная. Предположим дополни-
тельно, что производные p′(µ) , r′(µ) , µ ∈ Λ , существуют и непрерывны.

Задачу (1) сформулируем в эквивалентном виде как задачу о нахождении корня
линейного уравнения. Пусть γ(µ) для фиксированного µ ∈ Λ обозначает наи-
меньшее простое собственное значение, отвечающее положительной собственной
функции u(x) = uµ(x) , x ∈ Ω , параметрической линейной задачи на собственные
значения для обыкновенного дифференциального уравнения

− (p(µs(x))u′)′ = γ(µ)r(µs(x))u, x ∈ Ω,

u(0) = u(π) = 0.
(2)

Тогда наименьшее собственное значение λ ∈ Λ задачи (1) определяется как наи-
меньший корень характеристического уравнения

γ(µ) = 1, µ ∈ Λ. (3)
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В работе [1] предложено простое достаточное условие существования собствен-
ного значения λ ∈ Λ как корня характеристического уравнения (3) в терминах ко-
эффициентов уравнения задачи (1). Это условие состоит в выполнении неравенства
p(0) > r(0) . В разд. 1 настоящей статьи доказывается непрерывная дифференциру-
емость функции γ(µ) , µ ∈ Λ , и выводится формула для вычисления производной
γ′(µ) , µ ∈ Λ . Доказательство основано на использовании вариационных формули-
ровок задач (1) и (2) в гильбертовом пространстве. Установлено также необходимое
и достаточное условие для существования собственного значения λ ∈ Λ задачи (1).
В разд. 2 определяется сеточная схема метода конечных элементов для решения за-
дачи (1) как конечномерная аппроксимация вариационной задачи в гильбертовом
пространстве. Доказаны оценки погрешности аппроксимации собственного значе-
ния λ ∈ Λ задачи (1) и соответствующей собственной функции u(x) , x ∈ Ω , при
выполнении условия γ′(λ) 6= 0 . В разд. 3 приведены результаты численных экспе-
риментов для модельной задачи.

Задача вида (1) возникает при моделировании плазмы высокочастотного раз-
ряда пониженного давления [2–5]. Минимальное собственное значение, отвечающее
положительной собственной функции, определяет условие, необходимое для под-
держания стационарного высокочастотного индукционного разряда пониженного
давления.

Приближенные методы решения задачи на собственные значения для обыкно-
венного дифференциального уравнения

− (p(λ, x)u′)′ + q(λ, x)u = λr(λ, x)u, x ∈ Ω,

u(0) = u(l) = 0,
(4)

с коэффициентами, зависящими от спектрального параметра, изучались в рабо-
тах [6–8]. В этих работах предполагалось, что функции p(µ, x) > 0 , q(µ, x) > 0 ,
r(µ, x) > 0 , µ ∈ Λ , x ∈ Ω , Ω = (0, l) , Ω = [0, l] , являются достаточно гладкими.
Функции p(µ, x) , q(µ, x) , µ ∈ Λ , x ∈ Ω , предполагались невозрастающими по пер-
вому аргументу µ ∈ Λ , а функция r(µ, x) , µ ∈ Λ , x ∈ Ω , – неубывающей по
первому аргументу µ ∈ Λ при фиксированном x ∈ Ω .

Чтобы сформулировать задачу (4) в эквивалентном виде обозначим через γ(µ)
для фиксированного µ ∈ Λ минимальное собственное значение, отвечающее поло-
жительной собственной функции u(x) = uµ(x) , x ∈ Ω , параметрической линейной
задачи на собственные значения для обыкновенного дифференциального уравне-
ния

− (p(µ, x)u′)′ + q(µ, x)u = γ(µ)r(µ, x)u, x ∈ Ω,

u(0) = u(l) = 0.
(5)

Тогда минимальное собственное значение λ задачи (4) определяется как наимень-
ший корень характеристического уравнения

γ(µ) = µ, µ ∈ Λ. (6)

В работах [6, 7] исследована погрешность метода конечных разностей для за-
дачи (4) при r(µ, x) = r(x) , µ ∈ Λ , x ∈ Ω . В [8] получены оценки погрешно-
сти метода конечных элементов для задачи (4). В этих случаях функция γ(µ) ,
µ ∈ Λ , невозрастающая и существует единственный корень уравнения (6). В отли-
чие от работ [6–8], в настоящей статье функция γ(µ) , µ ∈ Λ , из характеристиче-
ского уравнения (3) может быть немонотонной.

Задачи на собственные значения с нелинейной зависимостью от спектрального
параметра имеют многочисленные приложения в науке и технике [9–18]. Вычис-
лительные алгоритмы решения нелинейных спектральных задач исследовались
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в работах [9, 19–22]. Погрешность приближенных методов решения задач на соб-
ственные значения с монотонным и немонотонным вхождением спектрального па-
раметра изучалась в работах [23–32]. Исследование погрешности приближенных
методов решения нелинейных спектральных задач опирается на применение ре-
зультатов для линейных задач на собственные значения [33–43].

1. Вариационная постановка задачи

Пусть Λ = [0,∞) , Ω = (0, π) , H = L2(Ω) – вещественное гильбертово простран-
ство Лебега с нормой | · |0 и со скалярным произведением (·, ·)0 при

|v|0 =




π∫

0

(v(x))2 dx




1/2

, (u, v)0 =

π∫

0

u(x)v(x) dx ∀u, v ∈ H.

Обозначим через V = {v : v, v′ ∈ H, v(0) = v(π) = 0} вещественное гильбертово
пространство Соболева с нормой | · |1 и со скалярным произведением (·, ·)1 при

|v|1 =




π∫

0

(v′(x))2 dx




1/2

, (u, v)1 =

π∫

0

u′(x)v′(x) dx ∀u, v ∈ V.

При фиксированном µ ∈ Λ определим билинейные формы

a(µ, u, v) =

π∫

0

p(µs(x))u′v′ dx, b(µ, u, v) =

π∫

0

r(µs(x))uv dx,

для u, v ∈ V и отношение Рэлея

R(µ, v) =
a(µ, v, v)
b(µ, v, v)

∀ v ∈ V \ {0}.

Положим K = {v : v ∈ V, v(x) > 0, x ∈ Ω} .
Дифференциальную задачу (1) представим в виде вариационной нелинейной

задачи на собственные значения: найти минимальное число λ ∈ Λ и функцию
u ∈ K , b(λ, u, u) = 1 , такие, что

a(λ, u, v) = b(λ, u, v) ∀ v ∈ V. (7)

При фиксированном µ ∈ Λ введем вариационную линейную параметриче-
скую задачу на собственные значения: найти число γ(µ) и функцию u = uµ ∈ K ,
b(µ, u, u) = 1 , такие, что

a(µ, u, v) = γ(µ)b(µ, u, v) ∀ v ∈ V. (8)

Для собственного значения задачи (8) справедлив вариационный принцип мини-
мума

γ(µ) = min
v∈V \{0}

R(µ, v).

Введем вспомогательную линейную задачу на собственные значения: найти ми-
нимальное число κ и функцию u ∈ K , (u, u)0 = 1 , такие, что

(u, v)1 = κ(u, v)0 ∀ v ∈ V. (9)
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Решения этой задачи определяются по формулам

κ = 1, u(x) =
√

π

2
sin x, x ∈ Ω,

и выполняется принцип минимума

κ = min
v∈V \{0}

S(v)

с отношением Рэлея
S(v) =

(v, v)1
(v, v)0

∀ v ∈ V \ {0}.

Обозначим через γi(µ) , ui(µ) = ui(µ, x) , x ∈ Ω , µ ∈ Λ , i = 1, 2, . . . , собственные
значения и собственные функции, удовлетворяющие уравнению (8) и такие, что
γ1(µ) < γ2(µ) < · · · < γi(µ) < · · · , a(µ, ui(µ), uj(µ)) = γi(µ)δij , b(µ, ui(µ), uj(µ)) =
= δij , i, j = 1, 2, . . . , u1(µ) = uµ ∈ K , γ1(µ) = γ(µ) , γi(µ) → ∞ при i → ∞ ;
функции ui(µ) , µ ∈ Λ , i = 1, 2, . . . , образуют полную систему в пространстве V .

Положим
s0 = min

x∈Ω
s(x), s1 = max

x∈Ω
s(x), p1 = sup

µ∈Λ
p(µ).

Для фиксированного ν ∈ Λ обозначим ∆ = [0, ν] ,

α1 = p(0), α2 = max
µ∈∆

p(µs1), α3 = max
µ∈∆

p′(µs1)s1,

β1 = r(0), β2 = max
µ∈∆

r(µs1), β3 = max
µ∈∆

r′(µs1)s1.

Лемма 1. Для µ, η ∈ ∆ справедливы неравенства

α1|v|21 6 a(µ, v, v) 6 α2|v|21 ∀ v ∈ V,

β1|v|20 6 b(µ, v, v) 6 β2|v|20 ∀ v ∈ H,

|a(µ, v, v)− a(η, v, v)| 6 α3|µ− η| |v|21 ∀ v ∈ V,

|b(µ, v, v)− b(η, v, v)| 6 β3|µ− η| |v|20 ∀ v ∈ H.

Доказательство. Используя соотношения

α1 6 p(µs(x)) 6 α2, |p(µs(x))− p(ηs(x))| 6 α3|µ− η|, µ, η ∈ ∆, x ∈ Ω,

для любого v ∈ V получаем

α1|v|21 6 a(µ, v, v) =

π∫

0

p(µs(x))(v′)2 dx 6 α2 |v|21,

|a(µ, v, v)− a(η, v, v)| 6
π∫

0

|p(µs(x))− p(ηs(x))|(v′)2 dx 6 α3|µ− η| |v|21.

Аналогично устанавливаются свойства билинейной формы b(µ, ·, ·) .
Через σ будем обозначать различные положительные постоянные, не зависящие

от µ, η ∈ ∆ . Положим ‖v‖2a(µ) = a(µ, v, v) , ‖v‖2b(µ) = b(µ, v, v) для v ∈ V , µ ∈ Λ .
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Лемма 2. Если µ, η ∈ ∆ и величина |µ−η| достаточно мала, то существует
постоянная σ , для которой справедливы оценки

|γi(µ)− γi(η)| 6 σ |µ− η|, i = 1, 2.

Доказательство. Утверждение вытекает из [8] с учетом леммы 1.

Лемма 3. Если µ, η ∈ ∆ и величина |µ−η| достаточно мала, то существует
постоянная σ , для которой выполняется оценка

|uµ − uη|1 6 σ |µ− η|.
Доказательство. Зафиксируем µ ∈ ∆ . Представим элемент y = uµ = u1(µ)

в виде разложения
y = β1(η)u1(η) + w1(η),

где

w1(η) =
∞∑

i=2

βi(η)ui(η), βi(η) = b(η, y, ui(η)), i = 1, 2, . . . , η ∈ ∆.

Согласно лемме 2 выберем η ∈ ∆ так, чтобы γ2(η)− γ1(µ) > 0 . Обозначим

δ(η, v) = sup
w∈V \{0}

|a(η, v, w)− γ1(µ)b(η, v, w)|
‖w‖a(η)

.

Докажем оценку

‖w1(η)‖a(η) 6 γ2(η)
γ2(η)− γ1(µ)

δ(η, y).

Нетрудно проверить, что

a(η, y, w1(η)) = a(η, w1(η), w1(η)),

b(η, y, w1(η)) = b(η, w1(η), w1(η)),

a(η, w1(η), w1(η)) > γ2(η)b(η, w1(η), w1(η)).

Поэтому приходим к соотношениям

a(η, y, w1(η))− γ1(µ)b(η, y, w1(η)) =

= a(η, w1(η), w1(η))− γ1(µ)b(η, w1(η), w1(η)) >

> γ2(η)− γ1(µ)
γ2(η)

a(η, w1(η), w1(η)),

которые приводят к требуемой оценке.
Установленная оценка дает

‖y − β1(η)u1(η)‖a(η) = ‖w1(η)‖a(η) 6 γ2(η)
γ2(η)− γ1(µ)

δ(η, y) 6 σ |µ− η|.

Кроме того, имеем

β1(η) = ‖β1(η)u1(η)‖b(η) 6 ‖u1(µ)‖b(η) + ‖u1(µ)− β1(η)u1(η)‖b(η) 6

6 ‖u1(µ)‖b(µ) +
∣∣ ‖u1(µ)‖b(η) − ‖u1(µ)‖b(µ)

∣∣ + ‖u1(µ)− β1(η)u1(η)‖b(η) 6
6 1 + σ |µ− η|,
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β1(η) = ‖β1(η)u1(η)‖b(η) > ‖u1(µ)‖b(η) − ‖u1(µ)− β1(η)u1(η)‖b(η) >

> ‖u1(µ)‖b(µ) −
∣∣ ‖u1(µ)‖b(η) − ‖u1(µ)‖b(µ)

∣∣− ‖u1(µ)− β1(η)u1(η)‖b(η) >
> 1− σ |µ− η|,

поскольку

∣∣ ‖u1(µ)‖b(η) − ‖u1(µ)‖b(µ)

∣∣ =
|b(η, u1(µ), u1(µ))− b(µ, u1(µ), u1(µ))|

‖u1(µ)‖b(η) + ‖u1(µ)‖b(µ)
6 σ |µ− η|.

Следовательно,
|1− β1(η)| 6 σ |µ− η|.

Таким образом, собирая предыдущие оценки, заключаем

√
α1 |uµ − uη|1 6 ‖u1(µ)− u1(η)‖a(η) 6

6 ‖u1(µ)− β1(η)u1(η)‖a(η) + ‖u1(η)− β1(η)u1(η)‖a(η) =

= ‖u1(µ)− β1(η)u1(η)‖a(η) +
√

γ(η) |1− β1(η)| 6 √
α1 σ |µ− η|.

Лемма доказана.

Лемма 4. Для µ ∈ Λ имеет место равенство

γ′(µ) =
d

dµ
R(µ, v)

при v = uµ .

Доказательство. Для µ, η ∈ Λ , µ 6= η , справедливы соотношения

γ(µ)− γ(η)
µ− η

=

=
R(µ, uµ)−R(η, uη)

µ− η
=

R(µ, uµ)−R(η, uµ)
µ− η

+
R(η, uµ)−R(η, uη)

µ− η
.

Докажем, что

G(η) =
R(η, uµ)−R(η, uη)

µ− η
→ 0

при η → µ . Предположим, что существует последовательность η′ → µ , для которой
|G(η)| > σ при η = η′ → µ . Обозначим ε = µ − η , w = (uµ − uη)/(µ − η) . Так как
согласно лемме 3 выполняется неравенство |w|1 6 σ при η = η′ → µ , то существует
подпоследовательность η′′ → µ такая, что w ⇀ w̃ в V при η = η′′ → µ , где w̃ ∈ V ,
символ ⇀ обозначает слабую сходимость в гильбертовом пространстве V . Тогда
получим

R(η, uµ)−R(η, uη) = R(η, uµ)−R(η, uµ + εw) =

=
a(η, uµ, uµ)
b(η, uµ, uµ)

− a(η, uµ + εw, uµ + εw)
b(η, uµ + εw, uµ + εw)

=
A(η)
B(η)

,

где
A(η) = 2εA1(η) + ε2A2(η),

A1(η) = a(η, uµ, uµ) b(η, uµ, w)− b(η, uµ, uµ) a(η, uµ, w),
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A2(η) = a(η, uµ, uµ) b(η, w, w)− b(η, uµ, uµ) a(η, w, w),

B(η) = b(η, uµ, uµ) b(η, uµ + εw, uµ + εw).

Учитывая, что
A1(η) → 0, |A2(η)| 6 σ,

получаем
A(η) → 0, B(η) → 1,

при η = η′′ → µ . В результате приходим к противоречию, так как

G(η) =
2εA1(η) + ε2A2(η)

εB(η)
→ 0

при η = η′′ → µ .
Таким образом, заключаем

γ′(µ) = lim
η→µ

γ(µ)− γ(η)
µ− η

= lim
η→µ

R(µ, uµ)−R(η, uµ)
µ− η

=
d

dµ
R(µ, v)

при v = uµ . Лемма доказана.

Обозначим

a′(µ, u, v) =

π∫

0

p′(µs(x))s(x)u′v′ dx, b′(µ, u, v) =

π∫

0

r′(µs(x))s(x)uv dx,

для µ ∈ Λ , u, v ∈ V .

Лемма 5. Функция γ′(µ) , µ ∈ Λ является непрерывной и вычисляется по
формуле

γ′(µ) = a′(µ, v, v)− γ(µ)b′(µ, v, v)

при µ ∈ Λ , v = uµ .

Доказательство. Для v = uµ имеем

γ′(µ) =
d

dµ
R(µ, v) =

(
a(µ, v, v)
b(µ, v, v)

)′
=

=
a′(µ, v, v) b(µ, v, v)− a(µ, v, v) b′(µ, v, v)

b2(µ, v, v)
=

= a′(µ, v, v)− γ(µ)b′(µ, v, v).

Отсюда с помощью соотношений

γ(η) → γ(µ), a′(η, uη, uη) → a′(µ, uµ, uµ), b′(η, uη, uη) → b′(µ, uµ, uµ),

при η → µ выводим, что γ′(η) → γ′(µ) при η → µ . Лемма доказана.

Теорема 1. Для существования наименьшего простого собственного значе-
ния задачи (7) , отвечающего положительной собственной функции, необходимо
и достаточно, чтобы γ(ξ) > 1 для некоторого ξ ∈ Λ .
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Доказательство. Согласно лемме 2 функция γ(µ) , µ ∈ Λ , является непре-
рывной. Используя вариационные принципы минимума для наименьших собствен-
ных значений задач (8) и (9), получим

γ(µ) = min
v∈V \{0}

R(µ, v) = min
v∈V \{0}

π∫

0

p(µs(x))(v′)2 dx

π∫

0

r(µs(x))v2 dx

6 p1

r(µs0)
κ =

p1

r(µs0)
→ 0

при µ → ∞ , поскольку r(µ) → ∞ при µ → ∞ . Поэтому для существования наи-
меньшего корня λ ∈ Λ уравнения (3) необходимо и достаточно, чтобы γ(ξ) > 1 для
некоторого ξ ∈ Λ . Корень λ ∈ Λ определяет минимальное собственное значение
задачи (7). Собственное значение λ ∈ Λ является простым и отвечает положитель-
ной собственной функции, поскольку γ(µ) – простое собственное значение пара-
метрической задачи (8) при µ = λ , соответствующее положительной собственной
функции. Теорема доказана.

2. Сеточная схема метода конечных элементов

Зададим разбиение отрезка [0, π] равноотстоящими точками xi = ih, i =
= 0, 1, . . . , n, на элементы ei = (xi−1, xi), i = 1, 2, . . . , n, h = π/n . Пусть Vh

есть подпространство пространства V, состоящее из непрерывных функций vh,
линейных на каждом элементе ei = (xi−1, xi), i = 1, 2, . . . , n. Размерность подпро-
странства Vh есть Nh = n− 1 . Обозначим Kh = {vh : vh ∈ Vh, vh(x) > 0, x ∈ Ω} .

Метод конечных элементов бесконечномерной вариационной задаче (7) ставит
в соответствие конечномерную задачу: найти минимальное число λh ∈ Λ и функ-
цию uh ∈ Kh , b(λh, uh, uh) = 1 , такие, что

a(λh, uh, vh) = b(λh, uh, vh) ∀ vh ∈ Vh. (10)

При фиксированном µ ∈ Λ введем конечномерную линейную параметриче-
скую задачу на собственные значения: найти минимальное число γh(µ) и функцию
uh = uh

µ ∈ Kh , b(µ, uh, uh) = 1 , такие, что

a(µ, uh, vh) = γh(µ)b(µ, uh, vh) ∀ vh ∈ Vh. (11)

Наименьшее собственное значение задачи (11) удовлетворяет принципу минимума

γh(µ) = min
vh∈Vh\{0}

R(µ, vh).

Введем вспомогательную линейную задачу на собственные значения: найти ми-
нимальное число κh и функцию uh ∈ Kh , (uh, uh)0 = 1 , такие, что

(uh, vh)1 = κh(uh, vh)0 ∀ vh ∈ Vh. (12)

Для этой задачи также выполняется принцип минимума

κh = min
vh∈Vh\{0}

S(vh).

Известно, что 1 6 κh → 1 при h → 0 .
Минимальное собственное значение λh задачи (10) является наименьшим кор-

нем характеристического уравнения

γh(µ) = 1, µ ∈ Λ. (13)
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Лемма 6. Если µ, η ∈ ∆ и величина |µ−η| достаточно мала, то существует
постоянная σ , для которой справедливы оценки

|γh
i (µ)− γh

i (η)| 6 σ |µ− η|, i = 1, 2.

Лемма 7. Если µ, η ∈ ∆ и величина |µ−η| достаточно мала, то существует
постоянная σ , для которой выполняется оценка

|uh
µ − uh

η |1 6 σ |µ− η|.

Лемма 8. Для µ ∈ Λ имеет место равенство

(γh(µ))′ =
d

dµ
R(µ, v)

при v = uh
µ .

Лемма 9. Функция (γh(µ))′ , µ ∈ Λ является непрерывной и вычисляется по
формуле

(γh(µ))′ = a′(µ, vh, vh)− γh(µ) b′(µ, vh, vh)

при µ ∈ Λ , vh = uh
µ .

Леммы 6–9 доказываются аналогично леммам 2–5 соответственно.

Теорема 2. Для существования наименьшего простого собственного значе-
ния задачи (10) , отвечающего положительной собственной функции, необходимо
и достаточно, чтобы γh(ξ) > 1 для некоторого ξ ∈ Λ .

Доказательство. По лемме 6 функция γh(µ) , µ ∈ Λ , является непрерыв-
ной. Применяя вариационные принципы минимума для наименьших собственных
значений задач (11) и (12), получаем

γh(µ) = min
vh∈Vh\{0}

R(µ, vh) = min
vh∈Vh\{0}

π∫

0

p(µs(x))((vh)′)2 dx

π∫

0

r(µs(x))(vh)2 dx

6 p1

r(µs0)
κh → 0

при µ → ∞ , поскольку r(µ) → ∞ при µ → ∞ . Поэтому для существования наи-
меньшего корня λh ∈ Λ уравнения (13) необходимо и достаточно, чтобы γh(ξ) > 1
для некоторого ξ ∈ Λ . Корень λh ∈ Λ определяет минимальное собственное зна-
чение задачи (10). Собственное значение λh ∈ Λ является простым и отвечает
положительной собственной функции, поскольку γh(µ) – простое собственное зна-
чение параметрической задачи (11) при µ = λh , соответствующее положительной
собственной функции. Теорема доказана.

Через c будем обозначать различные положительные постоянные, не зависящие
от h. Для фиксированного µ ∈ Λ введем оператор Ph(µ) : V →Vh по правилу
a(µ, u−Ph(µ)u, vh)=0 для любого vh ∈ Vh, где u ∈ V, |u−Ph(µ)u|1 6 ch . Положим
Ph = Ph(λ) .

Обозначим через γh
i (µ) и uh

i (µ) = uh
i (µ, x) , x ∈ Ω , µ ∈ Λ , i = 1, 2, . . . , Nh ,

собственные значения и собственные функции, удовлетворяющие уравнению (11)
и такие, что γh

1 (µ) < γh
2 (µ) < · · · < γh

Nh
(µ) , a(µ, uh

i (µ), uh
j (µ)) = γh

i (µ)δij ,
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b(µ, uh
i (µ), uh

j (µ)) = δij , i, j = 1, 2, . . . , Nh , uh
1 (µ) = uh

µ ∈ Kh , γh
1 (µ) = γh(µ) ; функ-

ции uh
i (µ) , µ ∈ Λ , i = 1, 2, . . . , Nh , образуют полную систему в пространстве Vh .

Для µ ∈ Λ и достаточно малых h выполняются оценки 0 6 γh
i (µ) − γi(µ) 6 ch2 ,

i = 1, 2 , |uh
µ − uµ|1 6 ch .

Теорема 3. Пусть γ′(λ) 6= 0 . Тогда для достаточно малых h выполняется
оценка

0 6 λh − λ 6 ch2.

Доказательство. Имеем, что (γh(µ))′ → γ′(µ) при h → 0 . Действительно,

(γh(µ))′ = a′(µ, vh, vh)− γh(µ) b′(µ, vh, vh) → a′(µ, v, v)− γ(µ) b′(µ, v, v) = γ′(µ)

при h → 0 , µ ∈ Λ , vh = uh
µ , v = uµ , так как γh(µ) → γ(µ) , uh

µ → uµ в V при
h → 0 .

Зафиксируем ε > 0 . Тогда λh ∈ [λ − ε, λ + ε] при достаточно малых h , и
существует ξh ∈ [λ− ε, λ + ε] такое, что

c1(λh − λ) 6 −(γh(ξh))′(λh − λ) = γh(λ)− γh(λh) = γh(λ)− γ(λ) 6 c2h
2

при достаточно малых h , поскольку −(γh(µ))′ > c1 для µ ∈ [λ− ε, λ + ε] и доста-
точно малых h , γh(λh) = γ(λ) = 1 . Теорема доказана.

Теорема 4. Пусть γ′(λ) 6= 0 , u – положительная собственная функция за-
дачи (7) , uh – приближение по схеме (10) . Тогда для достаточно малых h вы-
полняется оценка

|uh − u|1 6 ch.

Доказательство. Положим βh
i = b(λh, Phu, yh

i ) , i = 1, 2, . . . , Nh , где yh
i =

= uh
i (λh), i = 1, 2, . . . , Nh . Поскольку элементы yh

i , i = 1, 2, . . . , Nh образуют орто-
нормированный базис в пространстве Vh , то элемент Phu ∈ Vh можно представить
в виде

Phu = βh
1 yh

1 + wh
1 ,

где

wh
1 =

Nh∑

i=2

βh
i yh

i .

Поскольку γ2(λ)− γ1(λ) > 0 , то

γh
2 (λh)− 1 = γh

2 (λh)− γ1(λ) =

= (γ2(λ)− γ1(λ)) + (γh
2 (λh)− γh

2 (λ)) + (γh
2 (λ)− γ2(λ)) >

> (γ2(λ)− γ1(λ))− ch2 > c

для достаточно малых h . Обозначим

ζh(u) = sup
vh∈Vh\{0}

|a(λh, Phu, vh)− λb(λh, Phu, vh)|
|vh|1 .

Тогда ζh(u) 6 ch.
Докажем оценку

|wh
1 |1 6 c ζh(u).
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Нетрудно проверить, что

a(λh, Phu,wh
1 ) = a(λh, wh

1 , wh
1 ),

b(λh, Phu,wh
1 ) = b(λh, wh

1 , wh
1 ),

a(λh, wh
1 , wh

1 ) > γh
2 (λh)b(λh, wh

1 , wh
1 ).

Поэтому

|wh
1 | ζh(u) > a(λh, Phu,wh

1 )− b(λh, Phu,wh
1 ) =

= a(λh, wh
1 , wh

1 )− b(λh, wh
1 , wh

1 ) >

> γh
2 (λh)− 1
γh
2 (λh)

a(λh, wh
1 , wh

1 ) > c−1 |wh
k |21.

Отсюда получим требуемую оценку.
Теперь, используя доказанные выше оценки, имеем

|Phu− βh
1 yh

1 |1 = |wh
1 |1 6 c ζh(u) 6 ch

при достаточно малых h . Кроме того,

βh
1 = ‖βh

1 yh
1 ‖b(λh) 6 ‖u‖b(λ) +

∣∣ ‖u‖b(λ) − ‖u‖b(λh)

∣∣ + ‖u− βh
1 yh

1 ‖b(λh) 6 1 + ch,

βh
1 = ‖βh

1 yh
1 ‖b(λh) > ‖u‖b(λ) −

∣∣ ‖u‖b(λ) − ‖u‖b(λh)

∣∣− ‖u− βh
1 yh

1 ‖b(λh) > 1− ch,

поскольку

∣∣ ‖u‖b(λ) − ‖u‖b(λh)

∣∣ 6
‖u‖2b(λ) − ‖u‖2b(λh)

‖u‖b(λ) + ‖u‖b(λh)

6 c (λh − λ) 6 ch2,

‖u− βh
1 yh

1 ‖b(λh) 6 c
√

β2 |u− βh
1 yh

1 |1 6 c
√

β2(|u− Phu|1 + |Phu− βh
1 yh

1 |1) 6 ch.

Следовательно, выводим |1− βh
1 | 6 ch .

В результате заключаем

√
α1|uh − u|1 6 ‖u− yh

1 ‖a(λh) 6 ‖u− βh
1 yh

1 ‖a(λh) + ‖yh
1 − βh

1 yh
1 ‖a(λh) =

= ‖u− βh
1 yh

1 ‖a(λh) + |1− βh
1 | 6 ch.

Теорема доказана.

3. Численные эксперименты

Для дифференциальной задачи на собственные значения (1) определим коэф-
фициенты по формулам s(x) =

√
π − x + 1, x ∈ Ω,

p(µ) =

{
−µ3 + µ2 + µ + 2, µ ∈ [0, 1],
3, µ ∈ (1,∞),

r(µ) =

{
1, µ ∈ [0, 1],
(µ− 1)2/2 + 1, µ ∈ (1,∞).

В данном случае функции p(µ) , r(µ) , µ ∈ Λ , являются непрерывно дифференци-
руемыми, p(0) = 2 , r(0) = 1 ,

γ(0) =
p(0)
r(0)

= 2 > 1.
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Рис. 1. Минимальное собственное значение λ

Табл. 1
Скорость сходимости

n α

10 1.999309
20 1.999832
50 1.999973
100 1.999993
200 1.999998
300 2.000004

На рис. 1 представлен график функции γ(µ) , µ ∈ Λ , задачи (2) и отмечено наи-
меньшее простое собственное значение λ = 1.3248 задачи (1). Этот рисунок служит
иллюстрацией к теореме 1 о необходимом и достаточном условии существования
собственного значения, отвечающего положительной собственной функции.

В табл. 1 приведены значения порядка сходимости приближенного собственного
значения λh , найденные по формуле

α = log2

λh − λh/2

λh/2 − λh/4
,

для h = π/n, n = 10, 20, 50, 100, 200, 300, так, что λh− λ ≈ chα. Эксперименталь-
ные результаты табл. 1 согласуются с теоретическими результатами теоремы 3,
а именно α ≈ 2 при n = 10, 20, 50, 100, 200, 300.

Собственное значение λ = 1.3248 дифференциальной задачи получено как пре-
дельное значение приближений λh при h → 0 . Отметим, что точное собственное
значение λ = 1.3248 совпадает с приближенным собственным значением λh при
n = 1000 с приведенной точностью.

Работа выполнена при финансовой поддержке фонда Гумбольдта (Alexander
von Humboldt Foundation) и Российского фонда фундаментальных исследований
(проекты № 13-01-00908, 14-01-00755, 15-41-02672).

Summary

V.S. Zheltukhin, S.I. Solov’ev, P.S. Solov’ev. Approximation of the Minimal Eigenvalue for
a Nonlinear Sturm–Liouville Problem.

Properties of the minimal eigenvalue corresponding to the positive eigenfunction of
a nonlinear eigenvalue problem for an ordinary differential equation are studied. This problem
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is approximated by a mesh scheme of the finite element method. The error of approximate
solutions is investigated. Theoretical results are illustrated by numerical experiments for
a model eigenvalue problem.

Keywords: eigenvalue, positive eigenfunction, nonlinear eigenvalue problem, ordinary
differential equation, Sturm–Liouville problem, finite element method.
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