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ÃÐÀÍÈ×ÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÎÌ ÒÅÏËÎÎÁÌÅÍÀ Â

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåéøàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñëåäóþùåé çàäà÷è. Íà ÷à-
ñòè ãðàíèöû îáëàñòè D ⊂ R2 íàõîäèòñÿ íàãðåâàòåëü, èìåþùèé ðåãóëèðóåìóþ òåìïåðàòóðó.
Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé ðåæèì ðàáîòû íàãðåâàòåëÿ, ÷òîáû ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà â íåêîòîðîé
ïîäîáëàñòè îáëàñòè D ïðèíèìàëà çàäàííîå çíà÷åíèå. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïàðàìåòðà
óïðàâëåíèÿ ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà çíà÷åíèå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé èíòåãðàëüíûì
îãðàíè÷åíèåì.
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Ââåäåíèå

Îäíîé èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ìîäåëèðîâàíèÿ
ïðîöåññà òåïëîîáìåíà, à òàêæå çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äàííûì ïðîöåññîì. Â ðåàëüíîé ñèòóà-
öèè ðåãóëèðîâàíèå ïðîöåññà òåïëîîáìåíà îñóùåñòâëÿåòñÿ áîëüøåé ÷àñòüþ êîíòðîëèðóåìûì
èçìåíåíèåì ïîòîêà òåïëà, âõîäÿùåãî â ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü ñ ÷àñòè åå ãðàíèöû. Ïðè
ýòîì íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à äîñòèæåíèÿ ñðåäíåé òåìïåðàòóðû âî âñåé
îáëàñòè. Íàðÿäó ñ ýòèì âàæíîå çíà÷åíèå èìååò çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ãðàíè÷íûì ïîòîêîì ñ
öåëüþ äîñòèæåíèÿ ñðåäíåé òåìïåðàòóðû â êàêîé-ëèáî ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè èëè,
â ñëó÷àå äåëüòàîáðàçíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, â êàêîé-ëèáî ôèêñèðîâàííîé òî÷êå äàííîé îá-
ëàñòè. Óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ ìíîãîìåðíûì è óäîâëåòâîðÿþùèì
åñòåñòâåííûì îãðàíè÷åíèÿì, ñâÿçàííûì ñ ìîùíîñòüþ óïðàâëÿåìîãî ïîòîêà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì òåïëîîá-
ìåíà. Íà ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè D = {(x, y) ∈ R2 : |x| < π, |y| < π} íàõîäèòñÿ íàãðåâàòåëü,
èìåþùèé ðåãóëèðóåìóþ òåìïåðàòóðó. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé ðåæèì ðàáîòû íàãðåâàòåëÿ,
÷òîáû ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà â íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè îáëàñòè D ïðèíèìàëà çàäàííîå çíà÷å-
íèå.
Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, y, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ut = uxx + uyy, (x, y, t) ∈ DT = {0 < t < T, |x| < π, |y| < π}, (1)

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29.05.2018, ïîñëå äîðàáîòêè 26.03.2019. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 27.03.2019.
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íà÷àëüíîìó è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u|t=0 = 0, − π ≤ x, y ≤ π;

u|x=π = 0, 0 ≤ t ≤ T, −π ≤ y ≤ π;

u|y=−π = 0, 0 ≤ t ≤ T, −π ≤ x ≤ π;

u|y=π = 0, 0 ≤ t ≤ T, −π ≤ x ≤ π;

u|x=−π = µ(t)Φ(y), 0 ≤ t ≤ T, −π ≤ y ≤ π;

Φ(−π) = Φ(π) = 0.

(2)

Çäåñü Φ(y) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ (ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü íàãðåâàòåëÿ èëè êîíäèöèîíåðà),
µ(t) � óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð, çàäàþùèé àìïëèòóäó ïîòîêà ãîðÿ÷åãî èëè õîëîäíîãî âîç-
äóõà.
Çàäà÷à. Íàéòè µ(t) èç óñëîâèÿ∫ 0

−π

∫ 0

−π
u(x, y, t)dxdy = θ(t). (3)

Îïðåäåëåíèå 1. Óïðàâëåíèå µ(t) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè µ � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

|µ(t)| ≤ 1.

Çàäà÷è èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè
ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [1]�[4]. Ïðîáëåìà óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè
ïàðàìåòðàìè, ýâîëþöèÿ êîòîðûõ ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, èçëîæåíà â ìîíîãðàôèè [5].
Â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè çàìåòíî

âîçðîñ, â ñâÿçè ñ ÷åì ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû Â.À. Èëüèíà è Å.È. Ìîèñååâà, â êîòîðûõ ïî-
äðîáíî èññëåäîâàíû âîïðîñû ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ðàçëè÷íûìè ñèñòåìàìè, îïèñûâàåìû-
ìè âîëíîâûì óðàâíåíèåì (ñì. [6], [7]). Èç ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ïðîáëåìå óïðàâëåíèÿ
ïðîöåññàìè, îïèñûâàåìûìè óðàâíåíèÿìè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà è, â ÷àñòíîñòè, ïðîöåññîì
òåïëîîáìåíà, ìîæíî îòìåòèòü ðàáîòó [8], â êîòîðîé ðàñìîòðåíû çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïðîöåñ-
ñîì òåïëîîáìåíà ñ òî÷êè çðåíèÿ îïòèìàëüíîñòè âðåìåíè (òàêæå ðàáîòû [9]�[12]).
Îáîçíà÷èì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B è T > 0 ñèìâîëîì C([0, T ]→ B)

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé u : [0, T ]→ B ñ íîðìîé

‖u‖ = max
0≤t≤T

‖u(t)‖.

Äàëåå, ñèìâîëîì W̃ 1
2 (D) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W 1

2 (D), îáðà-
çîâàííîãî ôóíêöèÿìè, ñëåä êîòîðûõ íà ∂D ðàâåí íóëþ. Çàìåòèì, ÷òî ââèäó çàìêíóòîñòè

W̃ 1
2 (D) ñóììà ðÿäà ôóíêöèé èç W̃ 1

2 (D), ñõîäÿùåãîñÿ â ìåòðèêåW 1
2 (D), òàêæå ïðèíàäëåæèò

W̃ 1
2 (D).
Îïðåäåëåíèå 2. Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(2) ìû ïîíèìàåì ôóíêöèþ u(x, y, t), ïðåä-

ñòàâèìóþ â âèäå

u(x, y, t) = µ(t)Φ(y)
π − x

2π
− v(x, y, t),

ãäå ôóíêöèÿ v(x, y, t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì èç C([0, T ]→ W̃ 1
2 (D)) çàäà÷è:

vt(x, y, t)−∆v(x, y, t) =
[
µ′(t)Φ(y) − µ(t)Φ′′(y)

] π − x
2π
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ñ îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

v|t=0 = v|∂D = 0.

Çàìåòèì, ÷òî êëàññ C([0, T ] → W̃ 1
2 (D)) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì êëàññà W 1,0

2 (DT ), ðàñ-
ñìîòðåííîãî â ìîíîãðàôèè [13] ñ öåëüþ îïåðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ îäíîðîäíûìè êðà-
åâûìè óñëîâèÿìè (ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ñì. â ãë. III, òåîðåìà 3.2, ñ.
173�176). Òåì ñàìûì, ââåäåííîå âûøå îáîáùåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøå-

íèåì è â ñìûñëå ìîíîãðàôèè [13]. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ðåøåíèÿ èç êëàññà W 1,0
2 (DT ),

êîòîðîå ãàðàíòèðîâàííî èìååò ñëåä ëèøü äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ], ðåøåíèå èç êëàññà

C([0, T ]→ W̃ 1
2 (D)) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t ∈ [0, T ] â ìåòðèêå L2(D). Òåì ñàìûì, êîððåêò-

íî îïðåäåëåíî óñëîâèå (3).

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèè µ(t) è Φ(y) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

1) µ ∈W 1
2 (R), µ(0) = 0,

2) Φ ∈W 2
2 [−π, π] è óñëîâèþ Φ(−π) = Φ(π).

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2) èìååò âèä

u(x, y, t) =

∫ t

0
µ(τ)

∞∑
n,m=1

n

2π
e−(

n2+m2

4
)(t−τ)Φm sin

n(x+ π)

2
sin

m(y + π)

2
dτ,

ãäå

Φm =
1

π

∫ π

−π
Φ(y) sin

m(y + π)

2
dy, m = 1, 2, 3, . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåøåíèå çàäà÷è ïåðåïèøåì â âèäå

u(x, y, t) = µ(t)Φ(y)
π − x

2π
−

−
∫ t

0

∞∑
n,m=1

e−λnm(t−τ)(µ′(τ) + (m/2)2µ(τ))Φm
2

πn
sin

n(x+ π)

2
sin

m(y + π)

2
,

ãäå λnm = n2+m2

4 n,m = 1, 2, . . . .

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ v(x, y, t), ïðåäñòàâèìàÿ óêàçàííûì ðÿäîì Ôóðüå, ïðèíàäëåæèò

êëàññó C([0, T ]→ W̃ 1
2 (D)). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ãðàäèåíò ýòîé ôóíêöèè, âçÿ-

òûé ïî (x, y) ∈ D, íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t ∈ [0, T ] ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(D). Ñîãëàñíî
ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ, íîðìà ýòîãî ãðàäèåíòà ðàâíà

‖∇v(·, ·, t)‖2L2(D) =
4

π

∞∑
m,n=1

|Φm|2

n2
λnm · [ρnm(t)]2,

ãäå

ρnm(t) =

t∫
0

e−λnm(t−τ)[µ′(τ) + (m/2)2µ(τ)] dτ.

Èç óñëîâèÿ ëåììû è íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâíî-
ìåðíàÿ ïî t ≥ 0 îöåíêà

ρnm(t) ≤ C1√
λnm

+ C2
m2

λnm
≤ C3

m√
λnm

.
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Çíà÷èò,

‖∇v(·, ·, t)‖2L2(D) ≤ C3
4

π

∞∑
m,n=1

m2|Φm|2

n2
= C3

2π

3

∞∑
m=1

|Φm|2m2 = C‖Φ′‖2L2[−π,π].

Òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ v(x, y, t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî
òîæäåñòâà (3.5) ìîíîãðàôèè [13], ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ. �

Tåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ Φ ∈W 2
2 [−π, π] íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ è óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Φm ≥ 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

θ ∈W 2
2 (−∞,∞), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

‖θ‖W 2
2 (R)

≤ M, θ(t) = 0 ïðè t ≤ 0,

íàéäåòñÿ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå µ(t), îáåñïå÷èâàþùåå âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (3).

1. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå äëÿ µ(t) èìååì∫ 0

−π

∫ 0

−π
u(x, y, t)dxdy =

=

∫ t

0
µ(τ)

∞∑
n,m=1

e−λnm(t−τ)

2π
nΦm

∫ 0

−π

∫ 0

−π
sin

n(x+ π)

2
sin

m(y + π)

2
dxdydτ =

= 16

∫ t

0

µ(τ)

2π

∞∑
n,m=1

e−λnm(t−τ) sin2 nπ
4 sin2 mπ

4

m
Φmdτ.

Â ñèëó (3)

θ(t) = 8

∫ t

0
µ(τ)

∞∑
n,m=1

Φm
e−λnm(t−τ)

π

sin2 nπ
4 sin2 mπ

4

m
dτ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

K(t) =
8

π

∞∑
m=1

Φme
−m2

4
t sin

2 mπ
4

m

∞∑
n=1

e−
n2

4
t sin2 nπ

4
.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà ïåðâîãî ðîäà∫ t

0
K(t− τ)µ(τ)dτ = θ(t). (4)

Ïîëîæèì

A(t) =
8

π

∞∑
m=1

Φm

m
sin2 mπ

4
e−

m2

4
t, t ≥ 0,

B(t) =
∞∑
n=1

sin2 nπ

4
e−

n2

4
t, t > 0,

òîãäà ÿäðî

K(t) = A(t)B(t).

Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò A(t) > 0 ïðè âñåõ t ≥ 0 è ïîýòîìó âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

A(0) ≥ A(t) ≥ A(1) > 0, 0 ≤ t ≤ 1.
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Äëÿ îöåíêè B(t) âîñïîëüçóåìñÿ ñîîîòíîøåíèåì

S(λ) ≡
∞∑
n=1

e−λn
2

=
∞∑
n=1

n+1∫
n

e−λ[s]
2
ds =

∞∫
1

e−λ[s]
2
ds,

ãäå [s] − öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà s.
Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíèé èíòåãðàë

S(λ) =

∞∫
1

e−λs
2
eλ(s

2−[s]2)ds.

Ïîñêîëüêó 1 ≤ eλ(s
2−[s]2) = eλ(s−[s])(s+[s]) ≤ e2λs, òî

∞∫
1

e−λs
2
ds ≤ S(λ) ≤ e

∞∫
0

e−λs
2
ds.

Ïîýòîìó ïðè 0 < λ < 1 âûïîëíÿåòñÿ äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà
c1√
λ
≤ S(λ) ≤ c2√

λ
.

Îòñþäà äëÿ ôóíêöèè B(t) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
c1√
t
≤ B(t) ≤ c2√

t
, 0 ≤ t ≤ 1

(âîçìîæíî, ñ äðóãèìè ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè c1 è c2).
Ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðî K(t) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

C1√
t
≤ K(t) ≤ C2√

t
, 0 ≤ t ≤ 1.

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

µ̃(p) =

∞∫
0

e−pt µ(t) dt

ê ïîñëåäíåìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (4) è ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâåðòêè,
ïîëó÷èì

θ̃(p) =

∞∫
0

e−ptdt

t∫
0

K(t− s)µ(s) ds =

∞∫
0

µ(s) ds

∞∫
s

e−ptK(t− s) dt =

=

∞∫
0

µ(s) ds

∞∫
0

e−ps−puK(u) du = K̃(p)µ̃(p).

Ñëåäîâàòåëüíî,

µ̃(p) =
θ̃(p)

K̃(p)
. (5)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî∫ ∞
0

e−t(λnm+p)dt =
1

p+ λnm
,
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äëÿ îáðàçà ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååì

K̃(p) =
8

π

∞∑
n,m=1

sin2 nπ
4 sin2 mπ

4

(p+ λnm)m
Φm.

Ïîäñòàâëÿÿ p = a+ iξ (Rep = a, a > 0), âèäèì, ÷òî

K̃(a+ iξ) =
8

π

∞∑
n,m=1

Φm
sin2 nπ

4 sin2 mπ
4

(a+ iξ + λnm)m
=

=
8

π

∞∑
n,m=1

Φm
(a+ λnm) sin2 nπ

4 sin2 mπ
4

(a+ λnm)2 + ξ2
1

m
− 8ξi

π

∞∑
n,m=1

Φm
sin2 nπ

4 sin2 mπ
4

(a+ λnm)2 + ξ2
1

m
.

Î÷åâèäíî, íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáûõ n,m, a > o è ξ

(a+ λnm)2 + ξ2 ≤ [1 + (a+ λnm)2](1 + ξ2),

îòêóäà
1

(a+ λnm)2 + ξ2
≥ 1

[1 + (a+ λnm)2](1 + ξ2)
.

Ïîýòîìó

|ImK̃(a+ iξ)| = 8|ξ|
π

∞∑
n,m=1

sin2 nπ
4 sin2 mπ

4

(a+ λnm)2 + ξ2
Φm

m
≥ 8|ξ|

π

∞∑
n,m=1

sin2 nπ
4 sin2 mπ

4

(1 + (a+ λnm)2)

Φm

m(1 + ξ2)
≥

≥ 8|ξ|
π(1 + 2a2)(1 + ξ2)

∞∑
n,m=1

Φm

m

sin2 nπ
4 sin2 mπ

4

(1 + 2λ2nm)
= C1a

|ξ|
(1 + ξ2)

,

ãäå

C1a =
1

π(1 + 2a2)

∞∑
n,m=1

Φm

m

sin2 nπ
4 sin2 mπ

4

(1 + 2λ2nm)
.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ. Âûøå óêàçàííûì ñïîñîáîì ìîæíî äîêà-
çàòü âåðíîñòü íåðàâåíñòâ

|ReK̃(a+ iξ)| = 8

π

∞∑
n,m=1

Φm

m

(a+ λnm) sin2 nπ
4 sin2 mπ

4

(a+ λnm)2 + ξ2
≥

≥ 8

π(1 + ξ2)

∞∑
n,m=1

Φm

m

(a+ λnm) sin2 nπ
4 sin2 mπ

4

(a+ λnm)2 + ξ2
≥

≥ 8(a+ 0, 5)

π(1 + ξ2)(1 + 2a2)

∞∑
n,m=1

Φm

m

sin2 nπ
4 sin2 mπ

4

1 + 2λ2nm
= C2a

1

1 + ξ2
,

ãäå

C2a =
8(a+ 0, 5)

(1 + 2a2)

∞∑
n,m=1

Φm

m

sin2 nπ
4 sin2 mπ

4

1 + 2λ2nm
,

è ðÿä ñõîäèòñÿ. Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, èìååì

|K̃(a+ iξ)|2 = |ReK̃0(a+ iξ)|2 + |ImK̃0(a+ iξ)|2 ≥

≥
(
C2a

1

1 + ξ2

)2

+

(
C1a

|ξ|
m(1 + ξ2)

)2

≥ min(C2
1a, C

2
2a)

1

1 + ξ2
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èëè

|K̃(a+ iξ)| ≥ Ca
1

(1 + ξ2)1/2
, ξ ∈ R, Ca = min(C1a, C2a).

Èç ýòîé îöåíêè è ðàâåíñòâà (5) ñëåäóåò, ÷òî ãëàäêîñòü ôóíêöèè µ ìîæåò óìåíüøèòñÿ ïî
ñðàâíåíèþ ñ ãëàäêîñòüþ ôóíêöèè θ íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó, ò. å. åñëè θ ∈ W 2

2 (R), òî
µ ∈W 1

2 (R).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàç çàäàííîé ôóíêöèè θ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

+∞∫
−∞

|θ̃(iξ)|
√

1 + ξ2 dξ < +∞.

Òîãäà ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè a→ 0 èç (6) ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

µ(t) =
1

2π

+∞∫
−∞

θ̃(iξ)

K̃(iξ)
eiξt dξ. (6)

Äàëåå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2. Ïóñòü θ ∈ W 2
2 (−∞,+∞), θ(t) = 0 ïðè t ≤ 0. Òîãäà äëÿ îáðàçà ôóíêöèè θ(t)

âåðíî íåðàâåíñòâî
+∞∫
−∞

|θ̃(iξ)|
√

1 + ξ2 dξ < +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, çàïèøåì

θ̃(a+ iξ) =

∞∫
0

e−(a+iξ)t θ(t) dt =
e−(a+iξ)t

−a− iξ
θ(t)

∣∣∣∣∣
t=∞

t=0

+
1

a+ iξ

∞∫
0

e−(a+iξ)tθ′(t) dt.

Èç ðàâåíñòâà

(a+ iξ)θ̃(a+ iξ) =

∞∫
0

e−(a+iξ)tθ′(t) dt

ïðè a→ 0 èìååì

iξ θ̃(iξ) =

∞∫
0

e−iξtθ′(t) dt.

Àíàëîãè÷íî

(iξ)2 θ̃(iξ) =

∞∫
0

e−iξtθ′′(t) dt.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∞∫
−∞

|θ̃(iξ)|2 (1 + ξ2)2 dξ ≤ C‖θ‖2W 2
2 (R+).

Òîãäà
+∞∫
−∞

|θ̃(iξ)|
√

1 + ξ2 dξ =

+∞∫
−∞

|θ̃(iξ)| (1 + ξ2)√
1 + ξ2

dξ ≤
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≤

 ∞∫
−∞

|θ̃(iξ)|2 (1 + ξ2)2 dξ

1/2 +∞∫
−∞

dξ

1 + ξ2

1/2

≤ C1‖θ‖2W 2
2 (R+).

�

Ñîãëàñíî âûøåèçëîæåííîìó

|µ(t)| ≤ 1

2π

+∞∫
−∞

|θ̃(iξ)|
|K̃(iξ)|

dξ ≤ 1

2πC0

+∞∫
−∞

|θ̃(iξ)|
√

1 + ξ2 dξ .

Ïîýòîìó

|µ(t)| ≤ 1

2πC0
C1‖θ‖2W 2

2 (R+) ≤
C1

2πC0
M = 1 ïðè M =

2πC0

C1
.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ µ(0) = 0. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (4)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t∫
0

K(s)µ(t− s) ds = θ(t).

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

K(t)µ(0) +

t∫
0

K(s)µ′(t− s) ds = θ′(t).

Óñòðåìèì â ýòîì ñîîòíîøåíèè t→ 0. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ, íàëîæåííûå íà ôóíêöèè
θ, è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåîãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè K(t) â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ïîëó÷èì
òðåáóåìîå ðàâåíñòâî µ(0) = 0.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àâòîð ïðèíîñèò áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó Ø.À.Àëèìîâó çà âíèìàíèå, ïðîÿâëåííîå ê
äàííîé ðàáîòå.
Àâòîð áëàãîäàðåí ðåöåíçåíòó çà êîíñòðóêòèâíûå çàìå÷àíèÿ, êîòîðûå ñïîñîáñòâîâàëè

óëó÷øåíèþ èçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè.
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Boundary control of the heat transfer process in the space

Abstract. We consider the simplest mathematical model of the following problem. On the part of
the border of region D ⊂ R2 there is a heater having an adjustable temperature. It is required to
find such a mode of operation of the heater so that the average temperature in a certain subregion
of region D takes the specified value. The existence of the control parameter proved under certain
restrictions on the values of the function defined by the integral constraint.
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