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Аннотация

Работа посвящена исследованию сходимости неявной разностной схемы для одно-
мерной начально-краевой задачи, моделирующей процесс фильтрационной консолидации
с предельным градиентом. С математической точки зрения эта модель представляет со-
бой систему уравнений в частных производных относительно перемещений упругой среды
и давления жидкости, уравнение относительно давления – вырождающееся с нелинейно-
стью в пространственном операторе, порождающей негладкость решения. В связи с этим
исследование сходимости проводилось при минимальных условиях на гладкость исходных
данных. Оно основано на получении ряда априорных оценок, позволяющих в дальнейшем
с помощью метода монотонности установить сходимость кусочно-постоянных восполне-
ний разностного решения к обобщенному решению рассматриваемой задачи. Аппроксима-
ция пространственного оператора осуществлялась с помощью метода сумматорных тож-
деств.

Ключевые слова: фильтрация, фильтрационная консолидация, разностная схема,
сходимость разностной схемы

1. Постановка задачи

Рассматривается начально-краевая задача для системы нелинейных уравнений
в частных производных следующего вида:
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+
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= f(x, t), 0 < x < L, 0 < t < T, (1)
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= 0, 0 < x < L, 0 < t < T. (2)

Полагаем, что при t ∈ (0, T ] выполнены следующие краевые условия

u(0, t) = 0, (3)

∂u

∂x
(L, t) +

∂2u

∂x∂t
(L, t) = 0, (4)

p(0, t) = p(L, t) = 0. (5)

Начальные условия при x ∈ [0, L] задаются в виде

u(x, 0) = u0(x), p(x, 0) = p0(x). (6)
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Задача (1)–(6) носит прикладной характер: соотношения (1)–(6) могут быть
использованы для описания одномерного процесса фильтрационной консолидации
с предельным градиентом (см., например, [1]). При этом функция p определяет
поровое давление, u – перемещение частиц скелета, функция g задает закон филь-
трации, f – плотность массовых сил.

В настоящей работе рассматривается задача фильтрационной консолидации
с предельным градиентом в случае, когда функция g , определяющая закон филь-
трации, имеет вид

g(|ξ|) =

{
0, |ξ| ≤ ξ0,

1, |ξ| > ξ0.
.

В дальнейшем будем предполагать, что для функций g(ξ) , f(x, t) выполнены
следующие условия.

A1. g(ξ)ξ , ξ ≥ 0 , – абсолютно непрерывная по ξ , неотрицательная, неубываю-
щая функция, и существуют такие ξ0 ≥ 0, η, µ > 0, что при ξ ≥ ξ0 выполняется
неравенство

η(ξ − ξ0) ≤ g(|ξ|)ξ ≤ µ(ξ − ξ0). (7)

A2. Функция f(x, t) непрерывна при (x, t) ∈ QT , где QT = (0, L)× (0, T ].
Условия, налагаемые на функцию g, означают, что скорость фильтрации будет

равна нулю при малых значениях модуля градиента.
Основы теории фильтрационной консолидации заложены в работах [2–5], где,

в частности, построены математические модели для задач фильтрационной кон-
солидации, проведены исследования этих моделей с позиций механики сплошной
среды. Более строгое исследование математических моделей фильтрационной кон-
солидации проведено в работах [6–8], где устанавливается разрешимость этих задач
в классе обобщенных функций. Экспериментальному исследованию (с помощью
численных методов) посвящены работы [9–11].

2. Обобщенная постановка задачи

Пусть
◦
V – замыкание гладких функций, равных нулю при x = 0 , в норме про-

странства W
(1)
2 (0, L) ,

◦
V1 – замыкание гладких функций, равных нулю на границе

отрезка [0, L] , в норме того же пространства.

Определение 1. Обобщенным решением задачи (1)–(6) назовем функции
(u, p) , для которых справедливы следующие условия:

u ∈ W
(1)
2 (0, T ;

◦
V ), p ∈ L2(0, T ;

◦
V1),

u(x, 0) = u0(x), p(x, 0) = p0(x) п. в. при x ∈ (0, L),

для любых функций v ∈ W
(1)
2 (0, T ;

◦
V ), z ∈ L2(0, T ;

◦
V 1) имеет место равенство
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3. Построение разностной схемы

Построим на отрезке [0, L] равномерную сетку с шагом h

ωh = {xi = ih, i = 0, 1, . . . , n, nh = L}.
Пусть Vh – пространство сеточных функций, определенных на ωh . Обозначим

через
◦
V h ,

◦
V h1 множества сеточных функций из Vh , удовлетворяющих условиям

(3) и (5) соответственно.
Введем переменную r , которая может принимать значения ±1 . Для сеточной

функции y определим разностные соотношения ∂ry по формуле

∂ry =

{
yx, r = 1,

yx̄, r = −1.

Для x ∈ ωh обозначим через Hr(x) ячейку сетки ωh , которая содержит все точки
сетки, участвующие в записи оператора ∂ry(x) . Через ωr обозначим множество
точек x ∈ ωh , в которых определен оператор ∂ry(x) .

В пространстве Vh введем следующие нормы и скалярные произведения:

(y, z)1 = h

n−1∑

i=0

y(xi)z(xi), (y, z)−1 = h

n∑

i=1

y(xi)z(xi), [y, z] =
1
2

∑
r

(y, z)r.

‖ y ‖2= [|y|2, 1
]
, ‖ v ‖2+=

1
2

∑
r

(|∂ry|2, 1
)
r
.

На отрезке [0, T ] построим равномерную сетку с шагом τ

ωτ = {t = kτ, k = 0, 1, . . . , M, Mτ = T}, ωτ = ωτ \ {0}.
Определим кусочно-постоянные восполнения по x и t

Πrz(x) = {z(x′), x′ ∈ ωr : x ∈ Hr(x′)},
Π+ω(t′) = {ω(kτ) : kτ ≤ t′ < (k + 1)τ},
Π−ω(t′) = {ω(kτ) : (k − 1)τ ≤ t′ < kτ}.

Используя введенные выше обозначения, нетрудно доказать, что для любых сеточ-
ных функций y , v ∈ Vh выполняется следующее очевидное равенство:

(y, v)r =

L∫

0

Πry Πrv dx. (9)

Определение 2. Функции (ŷ(t), ŵ(t)) назовем решением неявной разностной
схемы, если

ŷ(t) ∈ ◦
V h, ŵ(t) ∈ ◦

V h1 ∀ t ∈ ωτ ,

y(x, 0) = y0(x), w(x, 0) = w0(x) ∀x ∈ ωh

и для любых функций vh ∈ ◦
V h, zh ∈ ◦

V h1 имеет место равенство
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)
r
+

1
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r
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)
r
+

+
1
2

∑
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g (|∂rŵ |) ∂rŵ, ∂r ẑ

h
)
r

=
[
f̂(x, t), vh

t

]
. (10)
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Здесь v̂ = v(t + τ) , vt =
v̂ − v

τ
, а y0 , w0 – сеточные функции такие, что

Πry0 → u0, Πrw0 → p0 в L2(0, L).

Теорема 1. Решение разностной схемы (10) существует.

Доказательство. Очевидно, достаточно установить существование ŷ, ŵ,
удовлетворяющих (10), в предположении, что y, w известны.

Пусть H(ζ) : R2n → R2n – нелинейный оператор, такой что уравнение

H(ζ̂) = 0

эквивалентно (10). Докажем, что существует такая сфера S(0, R) с центром в точке
нуль конечного радиуса, на которой

(
H(ζ̂), ζ̂

)
R2n

≥ 0.

Имеем

(
H(ζ̂), ζ̂

)
R2n

=
1
2

∑
r

(
∂rŷ + ∂ryt, ∂ryt

)
r
+

+
1
2

∑
r

(
g (|∂rŵ|) ∂rŵ, ∂rŵ

)
r
− [

f̂(x, t), yt

]
. (11)

Первое слагаемое правой части равенства (11) можно преобразовать к виду

1
2

∑
r

(
∂rŷ + ∂ryt, ∂ryt

)
r

=
(

1
τ

+
1
τ2

)
‖ ŷ ‖2+ −

−
(

1
2τ

+
1
τ2

) ∑
r

(
∂rŷ, ∂ry

)
r
+

1
τ2
‖ y ‖2+ . (12)

Используя неравенство Коши–Буняковского вида

(x, y) ≤ δ‖x‖2 +
1
4δ
‖y‖2, (13)

из (12) нетрудно получить следующую оценку

1
2

∑
r

(
∂rŷ + ∂ryt, ∂ryt

)
r
≥

(
1
τ

+
1
τ2
− δ

)
‖ŷ‖2+ −

1
4δ

(
1
τ

+
2
τ2

)2

‖ y ‖2+ .

Второе слагаемое в правой части равенства (11) оценим с помощью неравенств
(7) и (13). В результате будем иметь

1
2

∑
r

(
g (|∂rŵ |) , (∂rŵ)2

)
r
≥ (η − δ)‖ŵ‖2+ −

η2ξ2
0L2

4δ
.

Для оценки последнего слагаемого (11) воспользуемся ограниченностью функ-
ции f(ξ) , неравенством (13) и неравенством Фридрихса. В результате получим

∣∣∣
[
f̂(x, t) , yt

]∣∣∣ ≤ δ‖ŷ‖2+ +
C2C2

F L2

4δτ2
+

CCF

τ
‖y‖2+.
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Здесь CF – постоянная неравенства Фридрихса, C – постоянная такая, что

|f(ξ, ζ)| ≤ C ∀ ξ ∈ [0, L], ∀ ζ ∈ [0, T ].

Подставляя полученные оценки в (11), будем иметь

(H(ζ), ζ)R2n ≥ K(δ)
(‖ŷ‖2+ + ‖ŵ‖2+

)−R(δ), (14)

где

K(δ) = min
{(

1
τ

+
1
τ2
− 2δ

)
, η − δ

}
,

R(δ) =

(
CCF

τ
+

1
4δ

(
1
τ

+
2
τ2

)2
)
| y‖+2 +

C2C2
F L2

4δτ2
+

η2ξ2
0L2

4δ
.

Пусть δ∗ – постоянная такая, что для всех 0 < δ ≤ δ∗ имеет место неравенство

K(δ) ≥ β = const > 0,

а S ⊂ R2n – сфера с центром в нуле, на которой правая часть неравенства (14)
неотрицательна. Тогда по топологической лемме [12, с. 66] внутри этой сферы су-
ществует хотя бы одно решение. Теорема 1 доказана.

Лемма 1. Для решения разностной схемы (10) справедливы следующие апри-
орные оценки:

max
t′
‖y(t′)‖2+ ≤ C,

t′∑
t=0

τ‖w(t)‖2+ ≤ C, t′ ∈ ωτ , (15)

t′−τ∑
t=0

τ ‖yt(t)‖2+ ≤ C,

t′∑
t=0

τ ‖∂ryt(t)‖2 ≤ C, t′ ∈ ωτ , (16)

t′−τ∑
t=0

τ ‖g (|∂rŵ(t)|) ∂rŵ(t)‖2 ≤ C, t′ ∈ ωτ , (17)

где C – постоянная, значение которой не зависит от τ, h, t′ ∈ ωτ .

Доказательство. Запишем (10) при vh = y , zh = w, в результате получим

1
2

∑
r

(
∂rŷ + ∂ryt, ∂ryt

)
r
+

1
2

∑
r

(
g (|∂rŵ |) ∂rŵ, ∂rŵ

)
r

=
[
f̂(x, t), yt

]
. (18)

Заметим, что

τ ∂rŷ ∂ryt = τ ∂rŷ ∂r

(
ŷ − y

τ

)
= ∂rŷ (∂rŷ − ∂ry) =

=
1
2

(∂rŷ)2 − 1
2

(∂ry)2 +
τ2

2
(∂ryt)

2
. (19)

С помощью (19) преобразуем равенство (18), результат умножим на τ и про-
суммируем полученное соотношение по t от 0 до t′ − τ , в итоге будем иметь

1
2
‖y(t′)‖2+ −

1
2
‖y(0)‖2+ +

1
2

t′−τ∑
t=0

τ2‖yt(t)‖2+ +
t′−τ∑
t=0

τ ‖∂ryt‖2 +

+
t′−τ∑
t=0

τ

2

∑
r

(
g (|∂rŵ|) ∂rŵ, ∂rŵ

)
r

=
t′−τ∑
t=0

τ
[
f̂(x, t), yt

]
. (20)
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Из (20) и неравенства (7) следуют априорные оценки (15)–(16). Оценку (17) нетруд-
но получить, учитывая, что

‖g (|∂rŵ|) ∂rŵ‖2 ≤ ‖∂rŵ‖2 .

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть (y, w) – решения разностной схемы (7) . Тогда существуют
функции

u ∈ W
(1)
2 (0, T ;

◦
V ), p ∈ L2(0, T ;

◦
V 1)

и последовательности {τ}, {h} , такие что при τ, h → 0

Π±r y ⇀ u, Π±r yt ⇀
∂u

∂t
в L2(QT ), (21)

Π±r ∂ryt ⇀
∂2u

∂x∂t
в L2(QT ), (22)

Π±r w ⇀ p в L2(QT ). (23)

Доказательство. Справедливость утверждений (21), (23) следует из априор-
ных оценок (15)–(16) и слабой компактности ограниченных множеств в рефлек-
сивном банаховом пространстве.

Теорема 2. Функции u , p, удовлетворяющие соотношениям (21)–(23) , яв-
ляются обобщенным решением задачи (1)–(6) .

Доказательство. Пусть функции u , p удовлетворяют соотношениям (21)–
(23), докажем, что u , p удовлетворяют тождеству (8).

Пусть ṽ – функция из C∞(0, T ; C∞(0, L)) , равная нулю при x = 0 , z̃ – функция
из C∞(0, T ;C∞(0, L)) , равная нулю на концах отрезка [0, L] . Пусть также v , z –
снос функций ṽ , z̃ соответственно в точки сетки ωh × ωτ . Умножим (10) на τ,
просуммируем по t от 0 до T − τ. Результат, используя оператор восполнения Π±r ,
запишем в виде

T∫

0

L∫

0

{(
∂Π±r ŷ

∂x
+

∂Π±r yt

∂x

)
∂Π±r vt

∂x
−Π±r ŵ

∂Π±r vt

∂x
+

∂Π±r yt

∂x
Π±r ẑ+

+ g

(∣∣∣∣
∂Π±r ŵ

∂x

∣∣∣∣
)

∂Π±r ŵ

∂x

∂Π±r ẑ

∂x

}
dx dt =

T∫

0

L∫

0

f̂(x, t)Π±r vt dx dt. (24)

Из ограниченности g и оценки (17) следует существование функции χ из про-
странства L2(0, T ;L2(0, L)) такой, что

g

(∣∣∣∣
∂Π±r ŵ

∂x

∣∣∣∣
)

∂Π±r ŵ

∂x
⇀ χ в L2(0, T ;L2(0, L)). (25)

С учетом (21)–(23), (25) в равенстве (24) перейдем к пределу по τ, h → 0 ,
получим

T∫

0

L∫

0

{(
∂u

∂x
+

∂2u

∂x∂t

)
∂2v

∂x∂t
− p

∂2v

∂x∂t
+

∂2u

∂x∂t
z + χ

∂z

∂x

}
dx dt =

=

T∫

0

L∫

0

f(x, t)
∂v

∂t
dx dt. (26)
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Для доказательства равенства χ = g

(∣∣∣∣
∂p

∂x

∣∣∣∣
)

∂p

∂x
воспользуемся методом моно-

тонности. Запишем очевидное неравенство

T−τ∑
t=0

τ

2

∑
r

( (
∂ry − ∂rv

h
)
t
, ∂rŷ − ∂rv̂

h
)
r
≥

≥ 1
2

∥∥y(T )− vh(T )
∥∥2

+
− 1

2

∥∥y(0)− vh(0)
∥∥2

+
≥ −1

2

∥∥y0 − vh(x, 0)
∥∥2

+
,

где vh – произвольная гладкая функция v ∈ C∞(QT ), равная нулю при x = 0.
Из этого неравенства и монотонности функции g(ξ) следует

T−τ∑
t=0

τ

2

∑
r

( (
∂ry − ∂rv

h
)
t
, ∂rŷ − ∂rv̂

h
)

r
+

T−τ∑
t=0

τ

2

∑
r

(
g

(∣∣∂rŵ
∣∣) ∂rŵ−

− g
(∣∣∂r ẑ

h
∣∣) ∂r ẑ

h, ∂r

(
ŵ − ẑh

) )
r
≥ −1

2

∥∥y0 − vh(x, 0)
∥∥

+
2.

Последнее соотношение эквивалентно следующему интегральному неравенству

Iτ,h =

T∫

0

L∫

0

(
∂Π±r yt

∂x
− ∂Π±r vh

t

∂x

)
∂Π±r

(
ŷ − v̂h

)

∂x
dx dt+

+

T∫

0

L∫

0

g

(∣∣∣∣
∂Π±r ŵ

∂x

∣∣∣∣
)

∂Π±r ŵ

∂x

∂Π±r
(
ŵ − ẑh

)

∂x
dx dt−

−
T∫

0

L∫

0

g

(∣∣∣∣
∂Π±r ẑh

∂x

∣∣∣∣
)

∂Π±r ẑh

∂x

∂Π±r
(
ŵ − ẑh

)

∂x
dx dt ≥ −1

2

∥∥Πry0 −Πrv
h(x, 0)

∥∥2

1
. (27)

Представим Iτ,h в виде суммы I = I
(1)
τ,h + I

(2)
τ,h, где

I
(1)
τ,h =

T∫

0

L∫

0

{
∂Π±r yt

∂x

∂Π±r
(
ŷ − v̂h

)

∂x
+ g

(∣∣∣∣
∂Π±r ŵ

∂x

∣∣∣∣
)

∂Π±r ŵ

∂x

∂Π±r
(
ŵ − ẑh

)

∂x

}
dx dt,

I
(2)
τ,h = −

T∫

0

L∫

0

{
∂Π±r vh

t

∂x

∂Π±r
(
ŷ − v̂h

)

∂x
+g

(∣∣∣∣
∂Π±r ẑh

∂x

∣∣∣∣
)

∂Π±r ẑh

∂x

∂Π±r
(
ŵ − ẑh

)

∂x

}
dx dt.

Для преобразования I
(1)
τ,h воспользуемся (24) при vn = y − vh , w = w − zh ,

получим

I
(1)
τ,h =

T∫

0

L∫

0

{
−∂Π±r yt

∂x

∂Π±r
(
yt − vh

t

)

∂x
−Π±r ŵ

∂Π±r vh
t

∂x
+

+
∂Π±r yt

∂x
Π±r ẑh − ∂Π±r yt

∂x

∂Π±r vh

∂x
+

+
∂Π±r y

∂x

∂Π±r vh
t

∂x
+ f̂(x, t)Π±r

(
y − vh

)
t

}
dxdt. (28)
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Используя соотношения (21)–(23), (25), в (28) совершим предельный переход
при τ, h → 0 , в результате будем иметь

I
(1)
τ,h →

T∫

0

L∫

0

{
− ∂2u

∂x∂t

∂2 (u− v)
∂x∂t

− p
∂2v

∂x∂t
+

∂2u

∂x∂t
z−

− ∂2u

∂x∂t

∂v

∂x
+

∂u

∂x

∂2v

∂x∂t
+ f(x, t)

∂ (u− v)
∂t

}
dx dt. (29)

Упростим правую часть соотношения (29), для этого воспользуемся равенством
(26) при v = u− v , p = p− z , получим

I
(1)
τ,h →

T∫

0

L∫

0

{
∂2u

∂x∂t

∂(u− v)
∂x

+ χ
∂(p− z)

∂x

}
dx dt. (30)

Очевидно, что из (21)–(23), (25) при τ, h → 0 имеем

I
(2)
τ,h → −

T∫

0

L∫

0

{
∂2v

∂x∂t

∂ (u− v)
∂x

+ g

(∣∣∣∣
∂z

∂x

∣∣∣∣
)

∂z

∂x

∂ (p− z)
∂x

}
dx dt. (31)

Таким образом, из определения Iτ,h следует, что

T∫

0

L∫

0

{
∂2(u− v)

∂x∂t

∂ (u− v)
∂x

+
(

χ− g

(∣∣∣∣
∂z

∂x

∣∣∣∣
)

∂z

∂x

)
∂ (p− z)

∂x

}
dx dt ≥

≥ −1
2
‖u0 − v(x, 0)‖21. (32)

В (32) выберем v = u + λh, z = p + λq, где λ = const > 0, а h, q – произвольные
функции из C∞(0, T ; C∞(0, L)), такие что h(x, 0) = 0 для x ∈ (0, L). В результате
будем иметь

λ

T∫

0

L∫

0

(
χ− g

(∣∣∣∣
∂(p + λq)

∂x

∣∣∣∣
)

∂(p + λq)
∂x

)
∂q

∂x
dx dt +

+ λ2

T∫

0

L∫

0

∂2h

∂x∂t

∂h

∂x
dx dt ≥ −λ

2
‖h(x, 0)‖21 = 0. (33)

Неравенство (33) разделим на λ и перейдем к пределу при λ → 0 , получим

T∫

0

L∫

0

(
χ− g

(∣∣∣∣
∂p

∂x

∣∣∣∣
)

∂p

∂x

)
∂q

∂x
dx dt ≥ 0. (34)

Так как q – произвольная функция, то неравенство будет справедливо при q = v
и при q = −v, где v ∈ L2(0, T ;W 1

2 (0, L)) – произвольная функция, следовательно,
имеем

χ = g

(∣∣∣∣
∂p

∂x

∣∣∣∣
)

∂p

∂x
.

Теорема 2 доказана.
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Abstract

This work is devoted to the study of the convergence of an implicit difference scheme for
a one-dimensional initial-boundary problem that simulates the process of filtration consolida-
tion with a limiting gradient. From a mathematical point of view, this model is a system of
partial differential equations for the displacements of an elastic medium and fluid pressure.
In addition, the equation for pressure is degenerate, with nonlinearity in the spatial operator,
which generates a non-smooth solution. In this regard, the study of the convergence was carried
out under minimal conditions on the smoothness of the initial data. It was based on obtai-
ning a number of a priori estimates that allow, using the monotonicity method, to establish
the convergence of piecewise constant completions of the difference solution to a generalized so-
lution of the problem. The spatial operator was approximated using the method of summation
identities.

Keywords: filtration, filtration consolidation, difference schemes, difference scheme con-
vergence
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