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Аннотация

Статья посвящена определению условий, при которых для расчета двухфазной тур-
булентной неизотермической струи может применяться упрощенная односкоростная од-
нотемпературная (одножидкостная) математическая модель, позволяющая определять
среднемассовые скорости и температуры гетерогенной среды. Методом исследования яв-
ляется математическое моделирование с использованием разработанной математической
модели неравновесной по скоростям и температурам двухфазной струи. Актуальность
исследования определяется тем, что при решении многих прикладных задач в различ-
ных областях техники необходимо знать параметры двухфазных струйных течений, для
определения которых желательно иметь простые математические модели. В результате
расчетов, выполненных с помощью приведенной математической модели двухфазной тур-
булентной неравновесной струи, в критериальном виде получены зависимости, которые
позволяют оценить максимальную погрешность расчета параметров двухфазного струй-
ного течения при использовании одножидкостной модели.
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Введение

Двухфазные турбулентные струйные течения используются при организации
процесса смесеобразования в тепловых двигателях, прямоточных химических реак-
торах, установках нанесения различных покрытий, при тушении пожаров и т. д.
Двухфазной струей является и струя, истекающая из сопла реактивного двигателя
твердого топлива. Во всех случаях необходимо уметь рассчитывать параметры
двухфазной струи с необходимой точностью и, желательно, с использованием про-
стой математической модели. При выборе математической модели, адекватной ре-
шаемой задаче, можно пользоваться рекомендациями, приведенными в [1–5]. В ста-
тье [1] в качестве критерия, определяющего сложность модели, предлагается ис-
пользовать объемную концентрацию частиц αf . При величине этой концентрации,
меньшей 10−6 , можно независимо рассчитывать параметры газа и частиц, при кон-
центрации 10−6 – 10−3 уравнения математической модели двухфазного течения
должны учитывать динамическое и тепловое взаимодействие фаз, а при объемной
концентрации частиц, превышающей 10−3 , следует рассматривать и взаимодей-
ствие частиц при их столкновениях. Эти рекомендации по выбору математической
модели двухфазных течений уточняются в статье [2], посвященной исследованию
влияния межфазного конвективного теплообмена на параметры двухфазной тур-
булентной струи. В ней приводятся данные о том, что при объемной концентрации
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частиц αf < 10−5 межфазный конвективный теплообмен не оказывает влияния
на изменение температур фаз, а при αf < 10−4 – на изменение скоростей фаз
и концентрации частиц в струе. При увеличении объемной концентрации частиц
от 10−5 до 10−3 влияние межфазного теплообмена на изменение температур фаз
в двухфазной струе возрастает, причем это влияние при αf < 10−4 не зависит
от диаметра частиц, а при αf > 10−4 усиливается с увеличением их диаметра.
Из этого следует, что при объемной концентрации частиц в двухфазной струе,
меньшей 10−5 , уравнение энергии частиц может быть заменено равенством темпе-
ратуры частиц температуре газовой фазы.

В работе [3] при выборе математической модели двухфазного турбулентного
течения рекомендуется использовать отношение времени динамической релакса-
ции частиц к лагранжеву временному масштабу турбулентности Ωu . Согласно [3]
при Ωu < 1 для описании движения газа и частиц следует использовать метод
Эйлера; при Ωu > 1 уравнения газовой фазы целесообразно записывать в перемен-
ных Эйлера, а уравнения частиц – в переменных Лагранжа, причем при Ωu < 50
для частиц нужно использовать стохастические модели (параметры частиц рас-
считываются с учетом пульсаций газовой фазы), а при Ωu > 50 – детерминиро-
ванные модели (при расчете параметров частиц пульсации газа не учитываются).
В диапазоне 10−2 < Ωu < 1 могут использоваться односкоростные (диффузионная
и диффузионно-инерционная) и двускоростные модели.

В монографиях [4, 5] при оценке сложности выбираемых математических моде-
лей двухфазных течений предлагается использовать числа Стокса, определяемые
в осредненном, крупномасштабном и мелкомасштабном пульсационных движе-
ниях, и числа Рейнольдса для осредненного и пульсационного движений. В зави-
симости от порядка величины этих критериев подобия все гетерогенные турбулент-
ные течения делятся на пять групп: равновесные, квазиравновесные, неравновес-
ные течения, течения с крупными частицами и обтекание неподвижной «заморо-
женной» частицы.

Следует отметить, что в работах [1–5] приводятся только порядки критериев,
которые следует использовать при выборе математических моделей двухфазных
течений, адекватных конкретным реальным течениям.

В нашей работе [6] получено значение числа Стокса, определенного по пара-
метрам осредненного течения, при котором частицы можно считать пассивной
примесью (под пассивной примесью понимаются частицы, влияние которых на
параметры турбулентности газовой фазы не зависит от размера, а определяется
только их объемной концентрацией). Если для расчета числа Стокса использовать
формулу Stk0 = ρfD2

fu0/(36µ0R0) (ρf и Df – плотность и диаметр частиц; um0

и µ0 – скорость и динамический коэффициент вязкости газа на оси начально-
го сечения струи радиусом R0 ), то частицы становятся пассивной примесью при
Stk0 < 0.14 . В соответствии с результатами исследований, содержащимися в [7],
пассивной примесью становятся частицы, для которых число Стокса, определен-
ное по приведенной выше формуле для этого критерия подобия, становится меньше
0.15, что хорошо согласуется с результатами работы [6].

В работе [8] показано, что число Стокса можно представить в виде произве-
дения трех критериев подобия: числа Рейнольдса Re = ρDfu/µ , относительного
диаметра частиц D∗

f = Df/R0 и относительной плотности фаз ρ∗ = ρf/ρ (ρ и u –
плотность и скорость газа соответственно). При Stk > 0.14–0.15 при одном и том
же значении числа Стокса на изменение параметров фаз двухфазной струи силь-
ное влияние оказывает критерий ρ∗ и незначительное влияние – критерии Re и
D∗

f (в большинстве случаев их влиянием можно пренебречь). При Stk < 0.14–0.15
частицы являются пассивной примесью, и в этом случае значение числа Стокса
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однозначно определяет изменение параметров фаз в двухфазной струе независимо
от значения критериев подобия Re , D∗

f и ρ∗ .
Из вышеизложенного следует, что при выборе или разработке математической

модели двухфазного турбулентного течения необходимо рассматривать, как ми-
нимум, следующие критерии подобия: объемную концентрацию частиц αf , число
Стокса Stk и относительную плотность фаз ρ∗ . При этом отсутствует информа-
ция о том, при каких конкретных значениях этих критериев подобия для расчета
двухфазных течений можно использовать упрощенные математические модели.

В связи с тем, что двухфазные турбулентные струйные течения широко распро-
странены во многих областях техники, математическим моделированием этих тече-
ний на протяжении нескольких последних десятилетий занимались многие ученые
как в СССР и России, так и за рубежом, что является свидетельством актуальности
данной задачи. Поскольку для практики наибольший интерес представляют нерав-
новесные двухфазные струи с начальной концентрацией частиц αf = 10−4 – 10−3 ,
большинство опубликованных работ посвящено именно таким струям. Из обзора
этих публикаций видно, как с течением времени происходило совершенствование
математических моделей двухфазных струй, сопровождавшееся их существенным
усложнением. Это можно проследить по публикациям [1, 7, 9–11], в которых пред-
лагаются модели двухфазных струй или приводятся результаты исследования про-
текающих в них процессов.

Во всех этих работах рассматриваются двухфазные струи, непрерывной фазой
которых является газ, а дисперсной фазой – твердые или жидкие частицы (капли).
В статьях [1, 9] приводятся математические модели двухфазной струи, в которых
осредненные по пространству и времени уравнения фаз записаны в переменных Эй-
лера, а при расчете моментов корреляции пульсационных параметров фаз исполь-
зуются k–ε -модели турбулентности с учетом межфазного взаимодействия. В [10]
описана математическая модель двухфазной струи, в которой осредненные урав-
нения движения газовой фазы записаны в переменных Эйлера, а уравнения дви-
жения частиц – в переменных Лагранжа. Для расчета параметров турбулентности
газовой фазы используется k–ε -модель турбулентности. В работах [7, 11] приво-
дятся результаты численного моделирования двухфазных турбулентных (изотер-
мической и неизотермической) струй, истекающих в неподвижную газовую среду.
Расчет параметров газовой фазы проводится прямым численным моделированием
(DNS), расчет параметров частиц – методом Лагранжа. Программная реализа-
ция математических моделей [7, 11] требует по сравнению с моделями [1, 9, 10]
больших вычислительных ресурсов (процессорного времени, оперативной памяти,
памяти на жестком диске) и использования способов реализации параллельных вы-
числений. По этой причине в статье [7] делается попытка представить полученные
результаты в виде алгебраических формул. Учитывая то, что двухфазные тур-
булентные струйные течения – течения, при моделировании которых необходимо
использовать большое количество критериев подобия (геометрического, кинема-
тического, динамического и теплового), вряд ли возможно получить критериаль-
ные зависимости, которые можно использовать в широком диапазоне изменения
параметров течения. Поэтому при решении прикладных задач предпочтительнее
использовать модели, аналогичные [1, 9, 10], в частности модели, описанные в на-
стоящей статье.

Ниже приводится система уравнений, которую можно использовать для расчета
параметров фаз двухфазной неравновесной по скоростям и температурам турбу-
лентной струи при большой объемной концентрации частиц (порядка 10−4 – 10−3 ),
и дается описание упрощенной одножидкостной (равновесной) математической мо-
дели этой струи. В качестве достоинств упрощенной модели можно отметить сле-
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дующее: 1) она требует вычислительных ресурсов, примерно в два раза меньших
по сравнению с неравновесной моделью струи и на несколько порядков меньших
по сравнению с моделями [7, 11]; 2) в уравнениях упрощенной модели отсутст-
вуют члены, учитывающие динамическое и тепловое межфазовое взаимодействие,
и в связи с этим устраняются ошибки, связанные с учетом сил (сопротивления,
Магнуса, Сафмена, присоединенной массы, Архимеда и др.) и механизмов обмена
энергией.

Настоящая работа посвящена выявлению условий, при которых для расчета
двухфазной турбулентной неизотермической струи может использоваться одно-
скоростная и однотемпературная (одножидкостная) математическая модель этой
струи, позволяющая с заданной точностью рассчитывать скорости и температуры
фаз двухфазной струи. Это делается на основании анализа результатов расчетов,
выполненных с помощью приведенной ниже математической модели неравновес-
ного по скоростям и температурам двухфазного турбулентного неизотермического
струйного течения.

1. Математическая модель двухфазной турбулентной струи

В работе [8] приводится разработанная нами математическая модель двухфаз-
ной турбулентной изотермической струи, непрерывной фазой которой является газ,
а дисперсной фазой – монодисперсные частицы. Эта модель включает осреднен-
ные по пространству и времени уравнения баланса массы и количества движения
фаз, которые дополняются уравнениями состояния фаз и уравнением, связываю-
щим объемные концентрации газа и частиц. При описании движения обеих фаз
используется метод Эйлера. Уравнения баланса массы и количества движения
фаз получены из общих уравнений Навье –Стокса, записанных для мгновенных
параметров течения, путем применения к этим уравнениям процедуры простран-
ственного осреднения по методу Р.И. Нигматулина [12] и временного осреднения
по методу О. Рейнольдса [13] с последующей оценкой порядка членов осредненных
уравнений с учетом особенностей струйного пограничного слоя [13]. Поскольку тур-
булентные струйные течения являются автомодельными и подобными, для момен-
тов корреляции пульсационных параметров фаз, входящих в осредненные уравне-
ния, используются алгебраические выражения. При этом отпадает необходимость
задавать граничные условия для параметров турбулентности, что значительно
упрощает решение прикладных задач. Используя методику вывода уравнений для
двухфазной турбулентной изотермической струи [8], были получены уравнения, ко-
торые можно использовать для расчета параметров двухфазной неизотермической
струи. С учетом цели настоящего исследования эти уравнения записаны в предпо-
ложении, что течение является стационарным, изобарическим (свободная струя),
газовая фаза однокомпонентная, частицы имеют одинаковый размер во всей обла-
сти течения (монодисперсные частицы). Так как объемная концентрация частиц
при проведении практически всех расчетов не превышает 2 · 10−3 , то согласно [1]
их столкновения не учитываются. В случае неизотермического струйного течения
математическая модель этого течения включает: осредненные уравнения баланса
массы, количества движения и энергии фаз, уравнения состояния фаз и уравнение,
связывающее объемные концентрации фаз. Причем уравнения количества движе-
ния фаз, являющиеся векторными, записываются в проекции на оси координат.
В цилиндрической системе координат для стационарного случая эти уравнения
имеют следующий вид:

∂

∂x
yραu +

∂

∂y
y(ραv + α〈ρ′v′〉) = 0; (1)
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∂

∂x
yαfuf +

∂

∂y
y(αfvf + 〈α′fv′f 〉) = 0; (2)

ραu
∂u

∂x
+ (ραv + α〈ρ′v′〉 ∂u

∂y
= −1

y

∂

∂y
yρα〈u′v′〉 − Fcfx; (3)

∂p

∂y
= 0; (4)

ρfαfuf
∂uf

∂x
+ ρf (αfvf + 〈α′fv′f 〉)

∂uf

∂y
= −1

y

∂

∂y
yρfαf 〈u′fv′f 〉+ Fcfx; (5)

ρfαfuf
∂vf

∂x
+ ρf (αfvf + 2〈α′fv′f 〉)

∂vf

∂y
= − ∂

∂x
ρf (αf 〈u′fv′f 〉+ uf 〈α′fv′f 〉)−

− vf

y

∂

∂y
yρf 〈α′fv′f 〉 −

1
y

∂

∂y
yρfαf 〈v

′2
f 〉+ Fcfy; (6)

ραu
∂cpT

∂x
+ (ραv + α〈ρ′v′〉) ∂cpT

∂y
=

= −1
y

∂

∂y
ycpρα〈T ′v′〉 − ρα〈u′v′〉 ∂u

∂y
− Fcfx(uf − u)−Qf,con; (7)

ρfαfuf
∂cfTf

∂x
+ ρf (αfvf + 〈α′fv′f 〉)

∂cfTf

∂y
=

= −1
y

∂

∂y
ycfρfαf 〈T ′fv′f 〉 − ρfαf 〈u′fv′f 〉

∂uf

∂y
+ Qf,con; (8)

p = ρRT, ρf = const; (9)

α + αf = 1. (10)

В уравнениях (1)–(10): x и y – оси цилиндрической системы координат, x сов-
падает с осью струи; u и v – проекции вектора скорости на оси x и y ; ρ – фи-
зическая плотность; α – объемная концентрация; p – давление; T – температура;
cp – удельная теплоемкость газовой фазы при постоянном давлении; cf – удельная
теплоемкость материала частиц; R – удельная газовая постоянная газовой фазы;
Fcfx и Fcfy – проекции на оси x и y силы сопротивления частиц; Qf,con – кон-
вективный тепловой поток от частиц диаметром Df к газу. Параметры частиц
обозначены нижним индексом f , параметры газа индексов не имеют, штрихами
сверху обозначены пульсации параметров фаз, угловыми скобками – их моменты
корреляции.

Правые части уравнений количества движения фаз (3), (5) и (6) содержат си-
лу аэродинамического сопротивления частиц, приходящуюся на единицу объема
среды, для расчета которой используется формула [14]

Fcf = 3αfCDfρ(W −Wf ) |W −Wf | /(4Df ).

Здесь CDf – коэффициент сопротивления частиц диаметром Df , который опреде-
ляется по формуле CDf = 24/Re + 4/

√
Re + 0.4 [14].

В правых частях уравнений энергии фаз (7) и (8) находятся члены, описываю-
щие обмен энергией между фазами за счет теплообмена: Qf,con = 6αfλNu(Twf −
− Tf )/D2

f [14]. В этом выражении для конвективного теплового потока, записан-
ного для единицы объема среды: Twf – температура газа на поверхности частицы
диаметром Df ; λ – коэффициент теплопроводности газовой фазы; Nu – число Нус-
сельта, для расчета которого используется формула Nu = 2+0.459Re0.55Pr0.33 [14].
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Система уравнений (1)–(10) решается при следующих граничных условиях:

x = 0 : u = u(y), uf = uf (y), vf = vf (y), αf = αf (y), T = T (y), Tf = Tf (y),

y = ∞ : u = ue, uf = ufe, vf = 0, αf = αfe, T = Te, Tf = Tfe,

y = 0 : v = 0, vf = 0, ∂u/∂y = 0, ∂uf/∂y = 0, ∂αf/∂y = 0, ∂T/∂y = 0, ∂Tf/∂y = 0.

Индексом e обозначены параметры фаз на границе струи.
Система осредненных уравнений, описывающих двухфазную струю, замыка-

ется с помощью выражений для моментов корреляции пульсационных параметров
фаз [2]:

〈u′v′〉 = −KuKvl2
∣∣∣∣
∂u

∂y

∣∣∣∣
∂u

∂y
; 〈u′fv′f 〉 = −KufKvf l2

∣∣∣∣
∂u

∂y

∣∣∣∣
∂u

∂y
;

〈v′2f 〉 = K2
vf l2

(
∂u

∂y

)2

;

〈α′fv′f 〉 = −KvKvf

ScT
l2

∣∣∣∣
∂u

∂y

∣∣∣∣
∂αf

∂y
; 〈 ρ′v′〉 = − ρ

T

K2
v

ScT
l2

∣∣∣∣
∂u

∂y

∣∣∣∣
∂T

∂y
;

〈T ′v′〉 = −K2
v

ScT
l2

∣∣∣∣
∂u

∂y

∣∣∣∣
∂T

∂y
; 〈T ′fv′f 〉 = −KvKvf

ScT
l2

∣∣∣∣
∂u

∂y

∣∣∣∣
∂Tf

∂y
.

(11)

В выражениях (11): Ku = u′/u′0; Kv = v′/v′0; Kuf = u′f/u′0; Kvf = v′f/v′0; u′,
v′, u′f и v′f – пульсационные скорости фаз в двухфазном потоке; u′

0
и v′0 – пуль-

сационные скорости газовой фазы, определяемые по формулам для однофазной
струи [15]; ScT – турбулентное число Шмидта (согласно [15] для круглой струи
ScT = 0.8); l – путь перемешивания Прандтля, определяемый по формуле: l =
=
√

B[∆umax/(∂u/∂y)max] [16] (B – константа, равная 0.013; ∆umax и (∂u/∂y)max –
максимальные значения разности продольных скоростей и производной продоль-
ной скорости газа в рассматриваемом сечении струи). Пульсационные скорости
фаз, входящие в выражения (11), определяются с помощью модели турбулентно-
сти, изложенной в [6].

Метод решения дифференциальных уравнений с частными производными сис-
темы (1)–(10) аналогичен методу, описанному в монографии [17]. В частности, ап-
проксимация уравнений (2), (3), (5)–(8) разностными уравнениями проводится с ис-
пользованием неявной шеститочечной конечно-разностной схемы, имеющей второй
порядок точности (схема Кранка –Николсона с весовым коэффициентом 1/2) и яв-
ляющейся безусловно устойчивой [18]. Уравнение баланса массы газовой фазы (1)
аппроксимируется по явной четырехточечной схеме. Точность расчетов контроли-
руется по интегралу избыточного количества движения среды в целом, который
должен оставаться постоянным по длине струи.

2. Валидация математической модели двухфазной
турбулентной неизотермической струи

Сопоставление результатов расчетов, выполненных в [8] с использованием ма-
тематической модели изотермической двухфазной струи, которая является упро-
щенным вариантом математической модели, приведенной в этой статье, с данными
экспериментального исследования изотермической воздушной струи с примесью
частиц корунда [19] показало удовлетворительное совпадение результатов расче-
тов и эксперимента.

В настоящей статье проводится сравнение расчетов по модели (1)–(11) с дан-
ными эксперимента [20], в котором исследовалась двухфазная неизотермическая
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Рис. 1. Сравнение результатов расчетов по математической модели двухфазной струи
с данными эксперимента [20] и результатами расчетов по математической модели Л.Б. Га-
вина и др. [17]; а – изменение вдоль оси струи импульса газа; б – изменение вдоль оси
струи относительной избыточной температуры газа. 1 – наша модель; 2 – результаты
расчетов [17]; 3 – эксперимент [20]

струя. Непрерывной фазой струи являлся воздух, а дисперсной фазой – частицы
корунда размером 50 мкм. Струя истекала из длинной трубы диаметром 16 мм
в неподвижный воздух с температурой 291 К. На срезе трубы средняя скорость
воздуха была равна 63.5 м/с, а скорость частиц – 50 м/с. Максимальное значе-
ние температуры воздуха (928 К) наблюдалось у стенок трубы, а минимальное
(687 К) – на оси потока. Средняя массовая расходная концентрация частиц в струе
(отношение массовых расходов частиц и газа) на срезе трубы равнялась 1.52.
В эксперименте измерялись импульс и температура газовой фазы вдоль оси струи.
Результаты расчетов и эксперимента представлены в безразмерном виде на рис. 1.
На рис. 1, а показано изменение вдоль оси струи импульса газовой фазы, а на
рис. 1, б – изменение относительной избыточной температуры этой фазы.

Обезразмеривание импульса газовой фазы ρu2 , соответствующего единице пло-
щади, проводилось относительно его значения на оси начального сечения струи,
обезразмеривание расстояния x – относительно радиуса трубы: x = x/R0 ; относи-
тельная избыточная температура находилась по формуле ∆Tm = (Tm−Te)/(Tm0−
−Te) (Tm , T0m , Te – температуры газа на оси струи, на оси струи в ее начальном
сечении и во внешней среде соответственно). Экспериментальные данные [20] по-
казаны точками. Результаты расчетов, выполненные с использованием уравнений
(1)–(11), представлены кривыми 1. На этих графиках также приведены резуль-
таты расчетов, взятые из монографии [17], при проведении которых задавались
граничные условия эксперимента [20] (кривые 2).

Из рис. 1 следует, что результаты расчетов параметров двухфазной неизотерми-
ческой струи по математической модели (1)–(11) удовлетворительно согласуются
с результатами расчетов, приведенными в [17], и данными эксперимента [20].

3. Результаты расчетов

Выше было отмечено, что цель настоящей работы заключается в том, чтобы
выявить условия, при которых при расчете двухфазной неизотермической тур-
булентной струи можно использовать более простую одножидкостную математи-
ческую модель, обеспечивающую заданную точность расчетов параметров струи.
В результате расчетов по этой модели получаются значения среднемассовых ско-
рости W =

∑
ρiαiWi/

∑
ρiαi и температуры T =

∑
ρiαiTi/

∑
ρiαi гетерогенной
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Рис. 2. Изменение вдоль оси двухфазной струи относительных избыточных скоростей
и температур фаз и гетерогенной среды при использовании неравновесной и равновес-
ной математических моделей струйного течения; а – скорости; б – температуры. 1 –
параметры газовой фазы неравновесного течения; 2 – параметры частиц неравновесного
течения; 3 – параметры гетерогенной среды равновесного течения

среды [12], отличающиеся от истинных скоростей Wi и температур Ti фаз реаль-
ного течения (i – номер фазы). Из приведенных формул следует, что значения
среднемассовых параметров должны находиться между значениями соответству-
ющих параметров фаз. Это подтверждается графиками, приведенными на рис. 2.

На этом рисунке представлены результаты расчетов двухфазной струи, про-
веденных по неравновесной и равновесной математическим моделям двухфазной
струи с одинаковыми граничными условиями. Математическая модель равновес-
ной двухфазной струи представляет собой упрощенный вариант неравновесной мо-
дели (1)–(11). В этой модели вместо уравнений (5), (6) и (8) используются условия
uf = u , vf = v и Tf = T соответственно; в остальных уравнениях производится
замена скорости и температуры частиц на скорость и температуру газа; в пра-
вой части уравнения (3) отсутствует сила сопротивления Fcfx , а в правой части
уравнения (7) – мощность этой силы Fcfx(uf−u) и тепловой поток Qf,con . Пульса-
ционные скорости газа и частиц считаются равными и рассчитываются по формуле
Г.Н. Абрамовича [15]: u′ = u′f = u′0/(1 + γ) (γ – массовая концентрация частиц:
γ = ρfαf/(ρα) ; u′0 – пульсационная скорость, определяемая по формуле для од-
нофазной струи [15]). При проведении расчетов принималось: Df = 50 · 10−6 м,
u0 = uf0 = 300 м/с, T0 = Tf0 = 500 К, αf0 = 3 · 10−4 , cf = 880 Дж/(кг ·К),
ρf = 2700 кг/м3 , µ = 1.79 · 10−5 Н ·c/м2 , λ = 2.59 · 10−2 Вт/(м ·К), cp =
= 1005 Дж/(кг ·К), p = 105 Па, ue = ufe = 0 м/с, Te = Tfe = 288 К, R0 =
= 0.2 м (R0 – радиус начального сечения струи; индексом “0” обозначены пара-
метры фаз в начальном сечении струи, индексом e – параметры фаз на границе
струи; значения удельной теплоемкости материала частиц, удельной теплоемко-
сти, динамического коэффициента вязкости и теплопроводности газа, зависящие
от температуры, приведены для температуры 288 К). Поперечные поля всех пара-
метров струи в ее начальном сечении принимались равномерными. Формулы для
определения относительных избыточных скоростей ∆um и температур ∆Tm фаз
и гетерогенной среды аналогичны формуле для расчета относительной избыточной
температуры газа, приведенной при описании рис. 1; безразмерная координата x
определяется в долях от радиуса начального сечения струи: x = x/R0 .

Из рис. 2 видно, что кривые 3, соответствующие среднемассовым параметрам
течения, находятся в пределах заштрихованных областей, расположенных между
кривыми 1 и 2, изображающими изменение параметров газа и частиц вдоль оси
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Рис. 3. Зависимости максимальных отклонений скорости и температуры частиц от ско-
рости и температуры газа в двухфазной турбулентной струе от числа Стокса для трех
значений температуры фаз и трех значений объемной концентрации частиц в начальном
сечении струи; а – αf0 = 10−3 , б – 3 ·10−4 , в – 10−4 . 1–3 – скорости, 4–6 – температуры.
1, 4 – T0 = Tf0 = 500 К; 2, 5 – 1000 К; 3, 6 – 1500 К

струи. В настоящей работе под погрешностью одножидкостной математической
модели двухфазной струи понимается наибольшее отличие среднемассовых пара-
метров гетерогенной среды от соответствующих параметров фаз реального течения
при фиксированных значениях x во всей области течения 0 ≤ x ≤ xmax : δuol =
= max(|ui − umm|/ui) и δTol = max(|Ti − Tmm|/Ti) (umm , Tmm , δuol , δTol – сред-
немассовые скорость, температура и погрешности их расчета при использовании
одножидкостной модели; ui , Ti – скорость и температура i -й фазы). Так как ве-
личины δuol и δTol не превышают максимальных значений различия параметров
фаз в двухфазной струе δumax = max (|uf−u|/uf ) и δTmax = max (|Tf−T |/Tf ) при
0 ≤ x ≤ xmax , то за погрешность расчетов двухфазной струи при использовании
одножидкостной математической модели принимаются δumax и δTmax , которые
можно определить с помощью неравновесной многожидкостной модели.

Как показано в [6, 7], в случае изотермической струи кинематическое равнове-
сие фаз имеет место при числе Стокса, меньшем 0.14–0.15. При Stk > 0.14–0.15
на результаты расчетов начинают влиять размер, концентрация, плотность частиц
и другие параметры течения. С увеличением числа Стокса это влияние усилива-
ется. Для того чтобы выявить зависимость степени неравновесности фаз по скоро-
стям и температурам в двухфазной неизотермической струе от граничных условий,
с использованием математической модели (1)–(11) проведены расчеты этой струи,
в которых варьировались размер частиц, температуры фаз и объемная концентра-
ция частиц в начальном сечении струи. Эти параметры струи изменялись в диапа-
зонах: Df = (5−100)·10−6 м, T0 = Tf0 = (500–1500) К, αf0 = (0.1−2)·10−3 . Значения
остальных параметров струи были такими же, как и в расчетах, представленных
на рис. 2. Результаты расчетов для трех значений объемной концентрации частиц
и трех значений температур фаз в начальном сечении струи приведены на рис. 3.

Следует отметить, что максимальные значения δu и δT в струе соответствуют
ее оси и находятся на различных расстояниях от начального сечения струи, завися-
щих от граничных условий. Согласно графикам рис. 3 при одном и том же значении
числа Стокса увеличение исходной температуры фаз приводит к возрастанию раз-
личия в скоростях и температурах фаз. Из проведенных расчетов также следует,
что изменение объемной концентрации частиц в начальном сечении струи от 2 ·10−3
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Рис. 4. Зависимость максимальных отклонений скорости и температуры частиц от ско-
рости и температуры газа в двухфазной турбулентной струе от комплекса Stk/ρ∗0.5 для
двух температур фаз и двух плотностей частиц при начальной объемной концентрации
частиц αf0 = 10−3 . 1, 2 – скорости; 3, 4 – температуры. 1, 3 – T0 = Tf0 = 500 К; 2, 4 –
1000 К. Сплошные кривые – ρf = 2700 кг/м3 ; пунктирные кривые – ρf = 7800 кг/м3

до 10−3 слабо влияет на результаты расчетов. При дальнейшем уменьшении этой
концентрации наблюдается возрастание величин δumax и δTmax , соответствующих
фиксированным значениям числа Стокса. С уменьшением объемной концентрации
частиц происходит сближение кривых δumax = f(Stk) , построенных для различ-
ных начальных температур фаз; при объемной концентрации частиц 10−4 в обла-
сти небольших значений Stk эти кривые сливаются, то есть температура перестает
влиять на величину скольжения фаз.

Из рис. 3 следует, что максимальные значения δu существенно превосходят мак-
симальные значения δT . Поэтому при использовании упрощенной математической
модели двухфазной струи достаточно оценить только погрешность расчета скоро-
сти среды; погрешность расчета температуры среды будет значительно меньше.

В двухфазной струе при одном и том же значении числа Стокса, как пока-
зано в [8], на параметры двухфазной струи сильное влияние оказывает отношение
плотностей частиц и газа ρ∗ = ρf/ρ0 (ρf – плотность частиц; ρ0 – плотность газа
в начальном сечении струи). Поэтому при представлении результатов расчетов
в критериальном виде необходимо использовать комплекс, являющийся комбина-
цией числа Стокса и отношения плотностей фаз. Для определения этого комплекса
были проведены расчеты двухфазной струи для двух начальных температур фаз
500 и 1000 К при ρf = 7800 кг/м3 , αf0 = 10−3 и значениях других параметров
фаз, приведенных при описании рис. 2. Результаты этих расчетов сравниваются на
рис. 4 с результатами расчетов струи при ρf = 2700 кг/м3 , αf0 = 10−3 , представ-
ленными в виде графиков на рис. 3, а.

В качестве аргумента зависимостей, изображенных на этом рисунке, выбран
комплекс Stk/ρ∗0.5 . Из рис. 4 следует, что при использовании в качестве аргу-
мента этого комплекса зависимости δumax = f(Stk/ρ∗0.5) и δTmax = f(Stk/ρ∗0.5) ,
построенные для различных плотностей частиц, при одинаковых начальных тем-
пературах фаз и объемных концентрациях частиц совпадают между собой.

Обработка результатов расчетов параметров двухфазной струи, приведенных
на рис. 3, с учетом отмеченных особенностей зависимости δumax = f(Stk/ρ∗0.5)
(рис. 4), позволила получить графики Stk/ρ∗0.5 = f(αf0) при δumax = 3% , пред-
ставленные на рис. 5. Графики этого рисунка позволяют оценить возможность
использования одножидкостной математической модели для расчета параметров
неизотермической двухфазной турбулентной струи с априори заданной точностью
(в данном случае с точностью 3%). Подобные графики можно построить для дру-
гих значений δumax .
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Рис. 5. Зависимость величины комплекса Stk/ρ∗0.5 от начальной объемной концентрации
частиц αf0 для трех температур фаз в начальном сечении струи при δumax = 3% . 1 –
T0 = Tf0 = 500 К; 2 – 1000 К; 3 – 1500 К

Заключение

В результате расчетов, проведенных с использованием неравновесной по скоро-
стям и температурам математической модели двухфазной неизотермической тур-
булентной струи при различных граничных условиях и одной плотности частиц,
получены зависимости максимальной степени неравновесности фаз по скорости
δumax и температуре δTmax от числа Стокса при различных начальных значе-
ниях объемной концентрации частиц и температур фаз. Согласно этим расчетам
изменение объемной концентрации частиц в начальном сечении струи от 2 ·10−3

до 10−3 слабо влияет на результаты расчетов. При дальнейшем уменьшении этой
концентрации наблюдается возрастание величин δumax и δTmax , соответствующих
фиксированным значениям числа Стокса. С уменьшением объемной концентра-
ции частиц происходит сближение зависимостей δumax = f(Stk) , соответствующих
различным начальным температурам фаз; при объемной концентрации частиц по-
рядка 10−4 в области небольших значений Stk эти зависимости совпадают, то
есть температура перестает влиять на величину скольжения фаз. Показано также,
что максимальные значения δu существенно превосходят максимальные значения
δT . Поэтому при использовании упрощенной математической модели двухфазной
струи достаточно оценить только погрешность расчета скорости среды; погреш-
ность расчета температуры среды будет значительно меньше.

При исследовании двухфазных струй с частицами различной плотности в каче-
стве критерия подобия, определяющего инерционность частиц, необходимо вместо
числа Стокса использовать комплекс Stk/ρ∗0.5 . При этом зависимости δumax =
= f(Stk/ρ∗0.5) и δTmax = f(Stk/ρ∗0.5) , построенные для различных плотностей
частиц при постоянных начальных температурах фаз, совпадают между собой.

На основе результатов расчетов параметров двухфазной струи получена зави-
симость Stk/ρ∗0.5 = f(αf0 , T0 ) для максимальной степени неравновесности фаз по
скорости, равной априори заданной величине.

Результаты проведенного исследования неравновесной по скоростям и темпера-
турам двухфазной турбулентной струи позволяют получить информацию о мак-
симальной погрешности расчета параметров этой струи с заданными граничными
условиями при использовании одножидкостной модели. Эта информация дает воз-
можность принять правильное решение при выборе упрощенной математической
модели для расчета параметров конкретного двухфазного струйного течения.
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Abstract

Conditions for applying a simplified single-speed and one-temperature (one-liquid) mathe-
matical model, which makes it possible to determine the mean mass speeds and temperatures
of the heterogeneous mixture, to calculate the two-phase turbulent non-isothermal jet were
defined. Numerical modeling with use of the developed multi-liquid mathematical model of
the two-phase jet, in which the speed and temperature of particles differ from the speed and
temperature of the gas phase, was carried out. The problem under consideration is extremely
important, because two-phase jet parameters are needed to solve numerous applied tasks in va-
rious technical areas. These parameters can be accurately determined with the help of simple
mathematical models. Based on the resulting calculations carried out with the developed
multi-liquid mathematical model of the two-phase turbulent jet, criterial dependences for as-
sessing the maximum error of the calculation of two-phase jet flow parameters while using
the one-liquid model were obtained.

Keywords: two-phase jet, gas, particles, mathematical modeling, choice of mathematical
model, accuracy of calculations



424 Ю.В. ЗУЕВ

Figure Captions

Fig. 1. Comparison of the results of calculations performed with the use of the mathemati-
cal model of the two-phase jet with the data from experiments in [20] and the results obtained
with the mathematical model developed by L.B. Gavin et al. in [17]; a – gas pulse changes
along the jet axis; b – changes in the relative excess gas temperature along the jet axis. 1 –
our model; 2 – calculations in [17]; 3 – experiment in [20].

Fig. 2. Changes of the relative excess speeds and temperatures of the phases and the hete-
rogeneous medium along the two-phase jet axis upon the use of the non-equilibrium and equilib-
rium mathematical models of jet flow; a – speed values; b – temperature values. 1 – parameters
of the gas phase of the non-equilibrium flow; 2 – parameters of particles in the non-equilibrium
flow; 3 – parameters of the heterogeneous medium of the equilibrium flow.

Fig. 3. Dependences of the maximum deviations of the speed and temperature of particles
on the speed and temperature of gas in the two-phase turbulent jet on the Stokes number for
three values of the phase temperature and three values of the volume concentration of particles
in the initial cross section of the jet; a – αf0 = 10−3 , b – 3 ·10−4 , c – 10−4 . 1–3 – speed
values, 4–6 – temperature values. 1, 4 – T0 = Tf0 = 500 K; 2, 5 – 1000 K; 3, 6 – 1500 K.

Fig. 4. Dependences of the maximum deviations of the speed and temperature of particles
on the speed and temperature of gas in the two-phase turbulent jet on the complex Stk/ρ∗0.5

for two phase temperatures and two particle densities at the initial volume concentration of
particles αf0 = 10−3 . 1, 2 – speed values; 3, 4 – temperature values. 1, 3 – T0 = Tf0 = 500 K;
2, 4 – 1000 K. Solid curve – ρf = 2700 kg/m3 ; broken curve – ρf = 7800 kg/m3 .

Fig. 5. Dependence of the value of the Stk/ρ∗0.5 complex on the initial volume concent-
ration of particles αf0 for three phase temperatures in the initial cross section of the jet
at δumax = 3%. 1 – T0 = Tf0 = 500 K; 2 – 1000 K; 3 – 1500 K.
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