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ÓÄÊ 519.6 �ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È Î Ï�ÅÏßÒÑÒÂÈÈÌÅÒÎÄÎÌ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ ÎÁËÀÑÒÈÌ.À. Èãíàòüåâà, À.Â. ËàïèíÀííîòàöèÿÌåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ñ íåíàëåãàþùèìè ïîäîáëàñòÿìè ïðèìåíÿåòñÿ ê ðåøå-íèþ çàäà÷è î ïðåïÿòñòâèè. Ïðåïÿòñòâèå, à çíà÷èò è ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà, ðàñïîëîæåíîâ ïîäîáëàñòè èñõîäíîé îáëàñòè, ñëåäîâàòåëüíî, èçâåñòíî, ãäå ðåøåíèå ìîæåò ïîòåðÿòüãëàäêîñòü. Äåêîìïîçèöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èí�îðìàöèè î ðàñïîëîæå-íèè ïðåïÿòñòâèÿ.Ñòðîÿòñÿ ñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé çàäà÷è íà íåñîãëàñîâàííûõ ïî ïîäîáëà-ñòÿì ñåòêàõ; ïðè àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è â ïîäîáëàñòè, ñîäåðæàùåé ñâîáîäíóþ ãðàíèöó,èñïîëüçóåòñÿ áîëåå ìåëêàÿ ñåòêà.Äëÿ ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ çàäà÷ ïðåäëàãàþòñÿ äâà èòåðàöèîííûõ ìåòîäà, êîòîðûå òðàê-òóþòñÿ êàê íåëèíåéíûå àíàëîãè ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ Äóãëàñà ��ýê�îðäà. Äîêàçûâàåòñÿñõîäèìîñòü èòåðàöèé, îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ, ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòûâû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. ÂâåäåíèåÌåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ñ íåíàëåãàþùèìè ïîäîáëàñòÿìè îñíîâàí íà ðàçäå-ëåíèè îáëàñòè, â êîòîðîé íóæíî ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó, íà ïîäîáëàñòè è àïïðîê-ñèìàöèÿõ çàäà÷ â ïîäîáëàñòÿõ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü èòåðàöèîííûå ìåòîäû, íàêàæäîì øàãå êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ðåøàòü ïðèáëèæåííûå çàäà÷è â ïîäîáëàñòÿõ, ñâÿ-çàííûå ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûìè óñëîâèÿìè íà ëèíèÿõ ðàçðåçîâ îáëàñòè. Ïðè ñå-òî÷íûõ àïïðîêñèìàöèÿõ (ìåòîäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, êîíå÷-íûõ îáúåìîâ) çàäà÷è â ïîäîáëàñòÿõ èìåþò ìåíüøóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü,÷åì èñõîäíàÿ ñåòî÷íàÿ çàäà÷à. Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå ïðîñòîé ãåîìåòðèè ïîäîáëàñòåéè ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â ïîäîáëàñòÿõìîæíî ïðèìåíÿòü ý��åêòèâíûå èòåðàöèîííûå, à â ðÿäå ñëó÷àåâ è ïðÿìûå ìåòîäû.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìàöèé â ïîäîáëàñòÿõ è åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèñïîñîáëåí êïîñòðîåíèþ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ñ íåíàëåãàþùèìè ïîäîáëà-ñòÿìè íàèáîëüøåå ðàçâèòèå ïîëó÷èëè äëÿ ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòî-ðîãî ïîðÿäêà (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðà�èè è îáçîðíûå ñòàòüè [1�7℄ è òðóäû êîí�å-ðåíöèé ïî ìåòîäàì äåêîìïîçèöèè îáëàñòè [8, 9℄). Â òî æå âðåìÿ, ïîñòðîåíèþ èèññëåäîâàíèþ ýòèõ ìåòîäîâ äëÿ íåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ ñî ñâîáîäíûìèãðàíèöàìè ïîñâÿùåíû ëèøü íåìíîãî÷èñëåííûå ñòàòüè (ñì. [10�13℄).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ñ àïïðîêñèìàöèåé èñõîäíîéçàäà÷è ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðåïÿò-ñòâèè, êîãäà ïðåïÿòñòâèå ðàñïîëîæåíî â íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè èñõîäíîé îáëàñòè.Â ïîäîáëàñòè, ñîäåðæàùåé ïðåïÿòñòâèå, ò. å. è ñâîáîäíóþ ãðàíèöó, ðåøåíèå çàäà-÷è â îáùåì ñëó÷àå îáëàäàåò ìàëîé ãëàäêîñòüþ, ïîýòîìó â íåé èñïîëüçóåòñÿ áîëåå



�ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È Î Ï�ÅÏßÒÑÒÂÈÈ . . . 113ìåëêàÿ ñåòêà. Ñåòêè â ïîäîáëàñòÿõ ñòðîÿòñÿ ÷àñòè÷íî ñîãëàñîâàííûìè: íà ãðàíè-öå ðàçäåëà ïîäîáëàñòåé ìíîæåñòâî óçëîâ êðóïíîé ñåòêè ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîììíîæåñòâà óçëîâ ìåëêîé ñåòêè. Íà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (êóñî÷íî ïîëèíîìè-àëüíóþ �óíêöèþ èç ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ) íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèåíåïðåðûâíîñòè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà ïîäîáëàñòåé. Ýòî óñëîâèå ÿâ-ëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì â ïðèáëèæåííîé çàäà÷å è ïðè ïîñòðîåíèèèòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ëèáî ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê èìåþùåìóñÿ îãðàíè÷åíèþ â îáëà-ñòè, ëèáî ñíèìàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Â ðåçóëüòàòå ïðåäëàãàþòñÿäâà èòåðàöèîííûõ ìåòîäà. Îáà îíè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåëèíåéíûå àíàëîãèìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ Äóãëàñà � �ýê�îðäà. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü èòåðàöèé, îá-ñóæäàþòñÿ âîïðîñû ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ, ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõýêñïåðèìåíòîâ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ýêâèâàëåíòíûå �îðìóëèðîâêèÏóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω , ðàçäå-ëåííàÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé S íà äâå ïîäîáëàñòè Ω1 è Ω2 . Îïðåäåëèì ìíîæå-ñòâî K0 = {u ∈ H1
0 (Ω)| u(x) > 0 äëÿ ï. â. x ∈ Ω2} è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷óî ïðåïÿòñòâèè: íàéòè �óíêöèþ u ∈ K0 , äîñòàâëÿþùóþ ìèíèìóì �óíêöèîíàëó

J(u) =
1

2

∫

Ω

|∇u|2dx −

∫

Ω

fudx, f ∈ L2(Ω). (1)Èçâåñòíî [14℄, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ K0 ∩H2(Ω) è ýêâè-âàëåíòíà âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó
u ∈ K0 :

∫

Ω

∇u · ∇(v − u)dx >

∫

Ω

f(v − u)dx ∀v ∈ K0. (2)Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ �îðìóëèðîâîê çàäà÷è (1), êîòîðûå áó-äóò èñïîëüçîâàíû ïðè àïïðîêñèìàöèè ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îïðåäåëèìñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà è ìíîæåñòâî:
Vi = {ui ∈ H1(Ωi) | ui(x) = 0 äëÿ ï. â. x ∈ ∂Ωi ∩ ∂Ω, }, i = 1, 2,

K = {(u1, u2) ∈ V1 ×V2 | u1(x) = u2(x) äëÿ ï. â. x ∈ S, u2(x) > 0 äëÿ ï. â. x ∈ Ω2 }.Áóäåì èñêàòü ïàðó (u1, u2) ∈ K , äîñòàâëÿþùóþ ìèíèìóì �óíêöèîíàëó
J1,2(u1, u2) = J1(u1) + J2(u2), Ji(ui) =

1

2

∫

Ωi

|∇ui|
2dx −

∫

Ωi

fuidx. (3)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çàäà÷è (3) è (1) ýêâèâàëåíòíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Åñëè
(u1, u2) � ðåøåíèå çàäà÷è (3), òî �óíêöèÿ u(x) = {u1(x), x ∈ Ω1; u2(x), x ∈ Ω2}ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1) è îáðàòíî, åñëè u � ðåøåíèå çàäà÷è (1) è ui �ñóæåíèÿ �óíêöèè u íà Ωi , i = 1, 2 , òî (u1, u2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (3).Ôóíêöèîíàë J1,2 äè��åðåíöèðóåì ïî �àòî íà V1 × V2 , è åãî äè��åðåíöèàëèìååò âèä

J ′
1,2(u1, u2)(v1, v2) = J ′

1(u1)v1 + J ′
2(u2)v2, J ′

i(ui)vi =

∫

Ωi

∇ui∇vidx −

∫

Ωi

fvidx.



114 Ì.À. È�ÍÀÒÜÅÂÀ, À.Â. ËÀÏÈÍÏóñòü IK(u) = {0, åñëè u ∈ K; +∞ èíà÷å} � èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà Kè ∂IK � åå ñóáäè��åðåíöèàë. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà (3) ýêâèâàëåíòíàâàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó [14℄íàéòè (u1, u2) ∈ V1 × V2 :
2∑

i=1

∫

Ωi

∇ui∇(vi − ui)dx + IK(v1, v2)−

− IK(u1, u2) >

2∑

i=1

∫

Ωi

f(vi − ui)dx ∀(v1, v2) ∈ V1 × V2, (4)êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå âêëþ÷åíèÿ
J ′

1(u1) + J ′
2(u2) + ∂IK(u1, u2) ∋ 0. (5)1.1. Àïïðîêñèìàöèÿ. Ïîñòðîèì ñåòî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ çàäà÷è (4), èñ-ïîëüçóÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è êâàäðàòóðíûå �îðìóëû. Äëÿ ïðîñòîòû áó-äåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω = (0, 1) × (0, 1) , Ω1 = (0, 0.5) × (0, 1) , Ω2 = (0.5, 1) × (0, 1) .Ïîñòðîèì â Ω̄1 êâàäðàòíóþ ñåòêó ñ øàãîì H , à â Ω̄2 � êâàäðàòíóþ ñåòêó ñ øàãîì

h = H/m , ãäå m > 0 � �èêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî. Ïóñòü ω1 è ω2 � ìíîæå-ñòâà âíóòðåííèõ óçëîâ ýòèõ ñåòîê, ∂ωi � óçëû, ëåæàùèå íà ãðàíèöå îáëàñòè Ωi ,è si = {x ∈ ∂ωi| x ∈ S} . Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ (êâàäðàòíûõ ÿ÷ååê), îáðàçîâàííûõëèíèÿìè ñåòêè è ëåæàùèõ â Ω̄i , îáîçíà÷èì ÷åðåç T i
h .Îïðåäåëèì êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà è ìíîæåñòâî:

Vih = {uih ∈ Vi| uih ∈ Q1(x) äëÿ âñåõ δ ∈ T i
h}, i = 1, 2,

Kh = {(u1h, u2h) ∈ V1h × V2h | u1h(x) = u2h(x) äëÿ x ∈ S, u2h(x) > 0 äëÿ x ∈ Ω2 },ãäå Q1(x) � ïðîñòðàíñòâî áèëèíåéíûõ �óíêöèé. Çàìåíèâ â (4) ui íà uih è K íà
Kh , ïîëó÷èì àïïðîêñèìàöèþ çàäà÷è (4) ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ:íàéòè (u1h, u2h) ∈ V1h × V2h :

2∑

i=1

∫

Ωi

∇uih∇(vih − uih)dx + IKh
(v1h, v2h)−

− IKh
(u1h, u2h) >

2∑

i=1

∫

Ωi

f(vih − uih)dx ∀(v1h, v2h) ∈ V1h × V2h. (6)Ïðèìåíèì òåïåðü êâàäðàòóðíûå �îðìóëû äëÿ àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëîâ â (6).Ïóñòü Sδ � êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà òðàïåöèé íà ýëåìåíòå δ :
Sδ(v) =

mes δ

4

4∑

i=1

v(di),ãäå ÷åðåç {di} îáîçíà÷åíû âåðøèíû ýëåìåíòà δ = [x1, x1+h]×[x2, x2+h] . Ïîñòàâèìâ ñîîòâåòñòâèå �óíêöèÿì uih ∈ Vih âåêòîðû óçëîâûõ ïàðàìåòðîâ ui ∈ RNi , i = 1, 2 ,òàêèå, ÷òî u1,j = u1h(xj) äëÿ xj ∈ ω1 ∪ s1 , u2,j = u2h(xj) äëÿ xj ∈ ω2 ∪ s2 , à Niðàâíî ÷èñëó òî÷åê ìíîæåñòâà ωi ∪ si . Ïîëîæèì
(Aiui, vi) =

∑

δ∈T i

h

Sδ(∇uih(x)∇vih(x)), (fi, vi) =
∑

δ∈T i

h

Sδ(f(x) vih(x)),



�ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È Î Ï�ÅÏßÒÑÒÂÈÈ . . . 115ãäå îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì ( · , ·) îáîçíà÷åíî åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèåêàê â RN1 , òàê è â RN2 . Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ:
M1 = {u = (u1, u2) ∈ RN1 × RN2 | u2,i = ΠH(u1)(xi) äëÿ xi ∈ S },ãäå ΠH(u1)(xi) � çíà÷åíèå â òî÷êå xi êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèè, ïîñòðîåííîé ïîçíà÷åíèÿì u1 â òî÷êàõ s1 ,

M̃2 = {u2 ∈ RN2 |u2,i > 0 äëÿ xi ∈ ω2}, M2 = {u = (u1, u2) |u2 ∈ M̃2}, M = M1∩M2.Ñåòî÷íàÿ ñõåìà äëÿ çàäà÷è (4) èìååò âèä: íàéòè âåêòîð u = (u1, u2) ∈ RN1 × RN2òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ v = (v1, v2) ∈ RN1 × RN2

(A1u1, v1 − u1) + (A2u2, v2 − u2) + IM (v) − IM (u) > (f1, v1 − u1) + (f2, v2 − u2).Çàïèøåì ýòî âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî â âèäå âêëþ÷åíèÿ. Ïóñòü
A =

(
A1 0
0 A2

)

, f =

(
f1

f2

)

, C = ∂IM .Òîãäà çàäà÷ó (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Au + Cu ∋ f. (7)Ìàòðèöà A â (7) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, C � ìàê-ñèìàëüíî ìîíîòîííûé îïåðàòîð. Îòñþäà ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü (7)[15℄.Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèè ìíîæåñòâà M ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî IM = IM1∩M2

= IM1
+ IM2

. Áîëåå òîãî, âåêòîð (u1, u2) ñ ïîëîæèòåëü-íûìè êîìïîíåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ u1,i = u2,i íà S , ïðèíàäëåæèò
intM2 ∩ M1 , ïîýòîìó (ñì. [16℄) ∂(IM1

+ IM2
) = ∂IM1

+ ∂IM2
. Ïóñòü C1 = ∂IM1

,
C2 = ∂IM2

è C̃2 = ∂IM̃2
� ñóáäè��åðåíöèàëû èíäèêàòîðíûõ �óíêöèé ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ìíîæåñòâ. Òîãäà C = C1 + C2 , è âêëþ÷åíèå (7) ìîæíî íàïèñàòü â âèäå

(
A1 0
0 A2

)(
u1

u2

)

+

(
0

C̃2u2

)

+ C1

(
u1

u2

)

∋

(
f1

f2

)

.1.2. Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ. Ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ (7) èòåðàöè-îííûé ìåòîä
D−1B(un+1 − un) + Aun + C(B(un+1 − un) + un) ∋ f, n = 0, 1, 2, . . . (8)ñ íåêîòîðûìè íåâûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè B è D . �åàëèçàöèþ êàæäîé èòåðàöèèìåòîäà (8) áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû ðàñùåïëåíèÿ

{

D−1(un+1/2 − un) + Aun + Cun+1/2 ∋ f,

B(un+1 − un) = un+1/2 − un.
(9)Â êà÷åñòâå D â (9) âûáåðåì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ

D = diag(τ1, . . . , τ1
︸ ︷︷ ︸

N1

, τ2, . . . , τ2
︸ ︷︷ ︸

N2

), τ1, τ2 > 0.Âûáîð ìàòðèöû D â òàêîì âèäå ìîòèâèðîâàí òåì, ÷òî â ïîäîáëàñòÿõ Ωi èìååìñåòêè ñ ðàçíûìè øàãàìè, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ èç çàäà÷ â ïîäîáëàñòÿõ äîëæíàðåøàòüñÿ ñî ñâîèì èòåðàöèîííûì ïàðàìåòðîì.



116 Ì.À. È�ÍÀÒÜÅÂÀ, À.Â. ËÀÏÈÍÂòîðîå óðàâíåíèå â (9) ïðè âûáîðå îïåðàòîðà B â áëî÷íî-äèàãîíàëüíîì âèäåðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå íåñâÿçàííûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèåïîäîáëàñòÿì Ω1 è Ω2 . Íàïðèìåð, â ñëó÷àå B = E + DA (íåëèíåéíûé âàðèàíòìåòîäà Äóãëàñà ��ýê�îðäà) ïîëó÷àåì






(E1 + τ1A1)(u
n+1
1 − un

1 ) = u
n+1/2
1 − un

1 â ω1 ∪ s1,

(E2 + τ2A2)(u
n+1
2 − un

2 ) = u
n+1/2
2 − un

2 â ω2 ∪ s2,ãäå E , Ei � åäèíè÷íûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.Äëÿ âêëþ÷åíèÿ âèäà (7) ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé A ñõîäè-ìîñòü ìåòîäà Äóãëàñà ��ýê�îðäà äîêàçàíà â ðàáîòe [10℄, ãäå òàêæå ïîëó÷åíûîöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàò-ðèöû A îïòèìàëüíûå èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå τi =
= 1/

√
λi,maxλi,min , ãäå λi,max è λi,min � ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííûå÷èñëà ìàòðèöû Ai .Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñàõ ðåøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ â (9), êîòîðîå ïðè óêàçàííîìâûáîðå ìàòðèöû D ïðèîáðåòàåò âèä






1

τ1
u

n+1/2
1

1

τ2
u

n+1/2
2




+

(
0

C̃2u
n+1/2
2

)

+ C1

(

u
n+1/2
1

u
n+1/2
2

)

∋






1

τ1
un

1 + f1 − A1u
n
1

1

τ2
un

2 + f2 − A2u
n
2




 . (10)�åøåíèå âêëþ÷åíèÿ (10) äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà un+1/2 , ñîîòâåòñòâóþùèõ âíóòðåí-íèì ñåòî÷íûì òî÷êàì ïîäîáëàñòåé Ω1 è Ω2 , îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ÿâíûì �îðìóëàì:







u
n+1/2
1 = τ1(f1 − A1u

n
1 ) + un

1 â ω1,

u
n+1/2
2 = Pr>0(τ2(f2 − A2u

n
2 ) + un

2 ) â ω2,ãäå Pr>0(x) = max{x, 0} � îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëü-íûõ ÷èñåë.Äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà un+1/2 , ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåòî÷íûì òî÷êàì íà ðàçðåçå
S , ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

D−1un+1/2 + ∂IM1
(un+1/2) ∋ f − Aun + D−1un.Îáîçíà÷èâ ïðàâóþ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ ÷åðåç Φ = (Φ1, Φ2) , Φi =

1

τi
un

i + fi − Aiu
n
i ,

i = 1, 2 , çàïèøåì ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè:
min

(u1,u2)∈M1

g(u1, u2), g(u1, u2) =
1

2τ1
(u1, u1) +

1

2τ2
(u2, u2) − (Φ1, u1) − (Φ2, u2). (11)Ââåäåì ñëåäóþùèå íóìåðàöèè óçëîâ s1 è s2 :

s1 = {xk| xk = (0.5, (k − 1)H), k = 1, . . . , n1},

s2 = {xj | xj = (0.5, (j − 1)h), j = 1, . . . , n2},ãäå ni � ÷èñëî òî÷åê ìíîæåñòâà si . Òîãäà óçåë xj ∈ s2 ñ íîìåðîì j = (k−1)m+1áóäåò ñîâïàäàòü ñ óçëîì xk ∈ s1 . Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà M1 èìååì






u2j = u1k, åñëè j = (k − 1)m + 1,

u2j = u1,k+1
i

m
+ u1,k

(

1 −
i

m

)

, åñëè j = (k − 1)m + i + 1, i = 1, . . . , m − 1.
(12)



�ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È Î Ï�ÅÏßÒÑÒÂÈÈ . . . 117Çäåñü óçëû ñ íîìåðàìè (k − 1)m + i + 1 , i = 1, . . . , m − 1 ÿâëÿþòñÿ ¾âèñÿ÷èìè¿óçëàìè ìíîæåñòâà s2 (ò. å. â ýòèõ òî÷êàõ íåò ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëîâ ìíîæåñòâà
s1 ), ïðèíàäëåæàùèìè èíòåðâàëó ((k − 1)H, kH) ïî x2 . Çàïèñûâàÿ �óíêöèþ g â(11) áîëåå ïîäðîáíî, ïîëó÷èì

g(u1, u2) =
1

2τ1

n1∑

k=1

u2
1,k +

1

2τ2

n1∑

k=1

u2
2,(k−1)m+1 +

1

2τ2

n1−1∑

k=1

m−1∑

i=1

u2
2,(ik)−

−

n1∑

k=1

Φ1,ku1,k −

n1∑

k=1

Φ2,(k−1)m+1u2,(k−1)m+1 −

n1−1∑

k=1

m−1∑

i=1

Φ2,(ik)u2,(ik),ãäå ÷åðåç (ik) îáîçíà÷åí èíäåêñ j = (k − 1)m + i + 1 . Èñïîëüçîâàâ (12), èñêëþ÷èìçíà÷åíèÿ u2 è ïîëó÷èì çàäà÷ó áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè �óíêöèè
f(u1) ≡ g(u1, u2(u1)) =

(
1

2τ1
+

1

2τ2

) n1∑

k=1

u2
1,k+

+
1

2τ2

n1−1∑

k=1

m−1∑

i=1

(aiu1,k+1 + (1 − ai)u1,k)2 −

n1∑

k=1

(Φ1,k + Φ2,(k−1)m+1)u1,k−

−

n1−1∑

k=1

m−1∑

i=1

Φ2,(ik)(aiu1,k+1 + (1 − ai)u1,k), ai =
i

m
.Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ ýòîé çàäà÷è � ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Qu = b, (13)ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé Q = {qk,l} ∈ Rn1×n1 , ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëåíûðàâåíñòâàìè
qk,k =

(
1

τ1
+

1

τ2

)

+
1

τ2

m−1∑

i=1

(a2
i + (1 − ai)

2), qk,k−1 = qk,k+1 =
1

τ2

m−1∑

i=1

ai(1 − ai).Î÷åâèäíî, ÷òî âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Q ïîëîæèòåëüíû è Q èìååò ñòðî-ãîå äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ (13) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí, íàïðè-ìåð, ìåòîä ïðîãîíêè èëè ìåòîä Õîëåöêîãî.2. Ìåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì �óíêöèè ËàãðàíæàÏóñòü, êàê è âûøå, Vi = {ui ∈ H1(Ωi) | ui(x) = 0 äëÿ ï. â. x ∈ ∂Ωi ∩ ∂Ω} ,
i = 1, 2 , è îïðåäåëåíî âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïîäïðîñòðàíñòâà V2 :

K2 = {u2 ∈ V2 | u2(x) > 0 äëÿ ï. â. x ∈ Ω2 }.Äëÿ çàäà÷è (3) îïðåäåëèì �óíêöèþ ËàãðàíæàL : V1 × K2 × L2(S) → R, L (u1, u2, λ) = J1(u1) + J2(u2) +

∫

S

λ(u1 − u2)dS (14)è ïåðåéäåì îò çàäà÷è (3) ê çàäà÷å ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè ëàãðàíæèàíà (14). Åñëè
(u1, u2, λ) � ñåäëîâàÿ òî÷êà L , ò. å.L (u1, u2, λ) = sup

µ
inf

v1,v2

L (v1, v2, µ) = inf
v1,v2

sup
µ
L (v1, v2, µ),



118 Ì.À. È�ÍÀÒÜÅÂÀ, À.Â. ËÀÏÈÍòî u(x) = {u1(x), x ∈ Ω1; u2(x), x ∈ Ω2} ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è [16℄.Íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè òîãî, ÷òî òðîéêà (u1, u2, λ) åñòü ñåäëî-âàÿ òî÷êà ëàãðàíæèàíà (14), ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ [16℄:L ′
u1

(u1, u2, λ) = 0, L ′
u2

(u1, u2, λ) + ∂IK2
(u2) ∋ 0, L ′

λ(u1, u2, λ) = 0. (15)Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñèñòåìà (15) ïðèíèìàåò âèä: íàéòè òðîéêó (u1, u2, λ) ∈
∈ V1 × K2 × L2(S) òàêóþ, ÷òî

∫

Ω1

∇u1∇v1dx +

∫

S

λv1dΓ =

∫

Ω1

f1v1dx ∀v1 ∈ V1,

∫

Ω2

∇u2∇(v2 − u2)dx −

∫

S

λ(v2 − u2)dΓ >

∫

Ω2

f2(v2 − u2)dx ∀v2 ∈ K2, (16)
∫

S

(u1 − u2)µdΓ = 0 ∀µ ∈ L2(S).Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (16). Êàê óæå îòìå÷à-ëîñü âûøå, ðåøåíèå u çàäà÷è (1) ïðèíàäëåæèò H2(Ω) . Ïóñòü ui = u|Ωi
� ñóæå-íèÿ �óíêöèè u íà ïîäîáëàñòè Ωi . Èç âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (2) ñ ó÷åòîìãëàäêîñòè ðåøåíèÿ u ∈ H2(Ω) ñëåäóþò ïîòî÷å÷íûå (â ñìûñëå ¾ïî÷òè âñþäó¿)ñîîòíîøåíèÿ







−∆u1 = f1, x ∈ Ω1,

−∆u2 − f2 > 0, u2 > 0, (−∆u2 − f2)u2 = 0, x ∈ Ω2,

∂u1

∂n1
= −

∂u2

∂n2
, u1 = u2 x ∈ S,

u1 = 0, x ∈ ∂Ω1 \ S,

u2 = 0, x ∈ ∂Ω2 \ S,

(17)
ãäå n1 è n2 � åäèíè÷íûå âåêòîðû âíåøíèõ íîðìàëåé ê Ω1 è Ω2 íà ãðàíèöå S .Ïîëîæèâ λ = ∂u/∂n2 ∈ L2(S) , èç ïîòî÷å÷íûõ ïîñòàíîâîê (17) ñòàíäàðòíîé òåõíè-êîé ïîëó÷àåì îáîáùåííûå ïîñòàíîâêè � èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî è âàðèàöèîííîåíåðàâåíñòâî â (16). Òðåòüå óðàâíåíèå â (16) î÷åâèäíî âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì,òðîéêà (u1, u2, λ) � ðåøåíèå çàäà÷è (16). Èç èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà è âàðèàöè-îííîãî íåðàâåíñòâà â (16) ëåãêî ïîëó÷èòü åäèíñòâåííîñòü u1 è u2 è, êàê ñëåäñòâèå,åäèíñòâåííîñòü λ = ∂u/∂n2 .2.1. Àïïðîêñèìàöèÿ. Òàê æå, êàê â ï. 1.1, ïîñòðîèì â îáëàñòè Ω ñåòêó,îïðåäåëèì êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà

Vih = {uih ∈ Vi| uih ∈ Q1(x) äëÿ âñåõ δ ∈ T i
h},

Λh = trV2h − ïðîñòðàíñòâî ñëåäîâ �óíêöèé èç V2h íà Sè ìíîæåñòâî
K2h = {u2h ∈ V2h | u2h(x) > 0 äëÿ x ∈ Ω2 }.Àïïðîêñèìàöèåé çàäà÷è (16) ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íàçîâåì ñëåäóþùóþçàäà÷ó: íàéòè òðîéêó (u1h, u2h, λh) ∈ V1h × K2h × Λh òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáûõ
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(v1h, v2h, µh) ∈ V1h × K2h × Λh

∫

Ω1

∇u1h∇v1hdx +

∫

S

λhv1hdΓ =

∫

Ω1

fv1hdx,

∫

Ω2

∇u2h∇(v2h − u2h)dx −

∫

S

λh(v2h − u2h)dΓ >

∫

Ω2

f(v2h − u2h)dx, (18)
∫

S

(u1h − u2h)µhdΓ = 0.Äëÿ àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëîâ ïî ïîäîáëàñòÿì Ωi , i = 1, 2 , ñíîâà áóäåì èñïîëü-çîâàòü ñîñòàâíóþ �îðìóëó òðàïåöèé ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êâàäðàòíûì ýëåìåíòàì.Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç Sh = {σ} ðàçáèåíèå S íà îòðåçêè äëèíû h , ãäå h � øàãìåëêîé ñåòêè, è äëÿ àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêàì σ ∈ S ïðèìåíèì�îðìóëó òðàïåöèé:
∫

σ

vdx ≈ Eσ(v) =
h

2
(v(x2) + v(x2 + h)), σ = [x2, x2 + h].Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå �óíêöèÿì uih ∈ Vih âåêòîðû óçëîâûõ ïàðàìåòðîâ

ui ∈ RNi , i = 1, 2 , ãäå Ni ðàâíî ÷èñëó òî÷åê ìíîæåñòâà ωi ∪ si , â ñîîòâåòñòâèå
λh � âåêòîð λ ∈ RNλ , Nλ ðàâíî ÷èñëó òî÷åê s2 , è ïîëîæèì

(Aiui, vi) =
∑

δ∈Ti

Sδ(∇uih(x)∇vih(x)), (fi, vi) =
∑

δ∈Ti

Sδ(f(x)vih(x)),

(Riλ, vi) =
∑

σ∈Sh

Eσ(λh, vih), i = 1, 2. (19)Êàê è â ï. 1.1 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
M̃2 = {u2 ∈ RN2 | u2,i > 0 äëÿ x ∈ ω2} (20)è ìàêñèìàëüíî ìîíîòîííûé îïåðàòîð C̃2 = ∂IM̃2

.Ñåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèåé (16) áóäåò ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà
A1u1 + R1λ = f1,

A2u2 + C̃2u2 + R2λ ∋ f2,

RT
1 u1 + RT

2 u2 = 0.

(21)Ïðèâåäåì òàêæå çàïèñü ýòîé ñèñòåìû â òåðìèíàõ ñåòî÷íûõ �óíêöèé è ñåòî÷íûõîïåðàòîðîâ. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ∆Hu = ux1x̄1
+ ux2x̄2

, ∆hu = ux1x̄1
+

+ux2x̄2
äëÿ ñåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ Ëàïëàñà íà ñåòêàõ ñ øàãàìè H â Ω1 è h â Ω2 , âòîò âðåìÿ êàê äëÿ ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ uxi

, ux̄i
îáîçíà÷åíèÿ îäèíàêîâûå äëÿðàçíûõ ñåòîê. Òîãäà ñåòî÷íàÿ çàäà÷à çàïèøåòñÿ â âèäå







−∆Hu1 = f1, x ∈ ω1,

2

H
u1x̄1

− u1x2x̄2
= −

2

H
λΣ + f1, x ∈ s1,

u1 = 0, x ∈ ∂ω1 \ s1,

(22)
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

λ(xi) +

m−1∑

j=1

(λ(xi − jh) + λ(xi + jh)) (1 − j/m)



 /m ,






−∆hu2 + C̃2u2 ∋ f2, x ∈ ω2,

−
2

h
u2x1

− u2x2x̄2
=

2

h
λ + f2, x ∈ s2,

u2 = 0, x ∈ ∂ω2 \ s2,

(23)






u2j = u1k, j = (k − 1)m + 1,

u2j = u1,k+1
i

m
+ u1,k

(

1 −
i

m

)

, j = (k − 1)m + i + 1, i = 1, . . . , m − 1.
(24)Ïóñòü

u = (u1, u2)
T , f = (f1, f2)

T ,

R =

(
R1

R2

)

, C =

(
0 0

0 C̃2

)

, A =

(
A1 0
0 A2

)

, (25)
f, u ∈ RNu , Nu = N1 + N2; A, C : RNu → RNu ; R : RNλ → RNu .Òîãäà ñèñòåìó (21) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{
Au + Cu + Rλ ∋ f,

−RT u = 0.Íàêîíåö, ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ
y = (u, λ)T , F = (f, 0)T ,

A =

(
A R

−RT 0

)

, C =

(
C 0
0 0

)

, (26)ïîëó÷èì
Ay + Cy ∋ F, (27)ãäå A � ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, à èìåííî

∃α > 0 : (Ay, y) = (Au, u) > α‖u‖2.Òåîðåìà 1. �åøåíèå çàäà÷è (27) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì çàäà÷ó
min

u∈M̃1∩M̃2

1

2
(Au, u) − (f, u), (28)ãäå A = AT > 0 , A : RNu → RNu , M̃1 = {u ∈ RN | RT u = 0} ñ ïðÿìîóãîëüíîéìàòðèöåé R , ìàòðèöû A è R îïðåäåëåíû â (25), M̃2 îïðåäåëåíî â (20). Ìíîæåñòâî

M̃1 ∩ M̃2 íå ïóñòî, òàê êàê âåêòîð u ≡ 0 ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó. Çàäà÷à(28) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òàê êàê �óíêöèîíàë êâàäðàòè÷íûé, à ìíîæåñòâî
M̃1 ∩ M̃2 � âûïóêëîå, çàìêíóòîå è íåïóñòîå.Íåòðóäíî ïîñòðîèòü âåêòîð u ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè, ñîîòâåòñòâóþ-ùèìè óçëàì ñåòêè ω2 è óäîâëåòâîðÿþùèìè (24). Òàêîé âåêòîð ïðèíàäëåæèò ìíî-æåñòâó intM̃2 ∩ M̃1 , ïîýòîìó ∂(IM̃1

+ IM̃2
) = ∂IM̃1

+ ∂IM̃2
. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à(28) ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé

Au + ∂IM̃1
(u) + ∂IM̃2

(u) ∋ f. (29)
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∃χ ∈ ∂IM̃2

(u), ∃ξ ∈ ∂IM̃1
(u) : Au + χ + ξ = f.Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

−(Au + χ − f) = ξ ∈ ∂IM̃1
(u) ⇔ (Au + χ − f, v) = 0 ∀v ∈ M̃1.Ìíîæåñòâî M̃1 ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì îïåðàòîðà RT . Òàêèì îáðàçîì,

(Au + χ − f) ∈ ( KerRT )⊥ = Im R [17℄, è çàäà÷à Rλ = f − χ − Au èìååò ðåøåíèå.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðà (u, λ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû






Au + χ + Rλ = f, χ ∈ Cu,

−RT u = 0.
(30)Åäèíñòâåííîñòü u â (30) ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (28), îñòàåòñÿ ïî-êàçàòü åäèíñòâåííîñòü λ . Ïóñòü ñóùåñòâóþò λ1 è λ2 , óäîâëåòâîðÿþùèå (30).Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îãðàíè÷åíèÿ íà u ïðèñóòñòâóþò ëèøü âîâíóòðåííèõ òî÷êàõ Ω2 , òî χi ≡ 0 äëÿ i , ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàì s2 . Ïîäñòàâèâ

λ1 è λ2 â ïåðâîå óðàâíåíèå (30) è, âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî îäíî óðàâíåíèå èç äðóãîãî,ïîëó÷èì R(λ1 −λ2) = 0 . Èç (23) ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà R ñîäåðæèòäèàãîíàëüíûé áëîê ðàçìåðà Nλ×Nλ , íà äèàãîíàëè êîòîðîãî ñòîÿò ïîëîæèòåëüíûå÷èñëà, ò. å. ìàòðèöà R ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïîëíîãî ðàíãà. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
λ1 − λ2 ≡ 0 .2.2. Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ. Çàïèøåì ñõåìó ðàñùåïëåíèÿ äëÿ çàäà÷è (27):







D−1(E + DC)yn+1/2 ∋ D−1yn + F −Ayn,

B(yn+1 − yn) = yn+1/2 − yn,
(31)ãäå

B = E + DA =





E1 + τ1A1 0 −τ1R1

0 E2 + τ2A2 −τ2R2

−τ3R
T
1 −τ3R

T
2 E3



 . (32)Çäåñü
D = diag(τ1, . . . , τ1

︸ ︷︷ ︸

N1

, τ2, . . . , τ2
︸ ︷︷ ︸

N2

, τ3, . . . , τ3
︸ ︷︷ ︸

Nλ

), τi > 0, i = 1, 2, 3,ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ, òàêîé, ÷òî êàæäàÿ èççàäà÷ äëÿ íàõîæäåíèÿ u1, u2 è λ èìååò ñâîé ïîñòîÿííûé èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð;
Ei , i = 1, 2, 3 , � åäèíè÷íûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.Ïåðâîå âêëþ÷åíèå â (31) ðàñïàäàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ïîäçàäà÷è:







u
n+1/2
1 = τ1(f1 − A1u

n
1 − RT

1 λn) + un
1 ,

u
n+1/2
2 = Pr>0(τ2(f2 − A2u

n
2 − RT

2 λn) + un
2 ),

λn+1/2 = τ3(R
T
1 un

1 + RT
2 un

2 ) + λn,

(33)ðåøåíèå êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ÿâíûì �îðìóëàì.
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





(E1 + τ1A1)(u
n+1
1 − un

1 ) + τ1R1(λ
n+1 − λn) = u

n+1/2
1 − un

1 ,

(E2 + τ2A2)(u
n+2
2 − un

2 ) + τ2R2(λ
n+1 − λn) = u

n+1/2
2 − un

2 ,

λn+1 − λn − τ3R
T
1 (un+1

1 − un
1 ) − τ3R

T
2 (un+1

2 − un
2 ) = λn+1/2 − λn.Ïðèâåäåì �îðìóëèðîâêó óòâåðæäåíèé èç [18℄, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðèäîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè ìåòîäà (31)�(32).Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð T : K → K , ãäå K ⊂ V � âûïóêëîå, çàìêíóòîå ìíî-æåñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà V , íàçûâàåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèì, åñëè

‖Tx − Ty‖ 6 ‖x − y‖ ∀ x, y ∈ Kè æåñòêî íåðàñòÿãèâàþùèì, åñëè
(Tx − Ty, x− y) > ‖Tx − Ty‖2 ∀ x, y ∈ K.Ïðåäëîæåíèå 1 [18℄. Ïóñòü T1, T2 : K → K � æåñòêî íåðàñòÿãèâàþùèåîïåðàòîðû, òîãäà S = T1(2T2 − E) + E − T2 � æåñòêî íåðàñòÿãèâàþùèé.Ïðåäëîæåíèå 2 [18℄. Ïóñòü îïåðàòîð G : K → K � æåñòêî íåðàñòÿãèâàþ-ùèé, è ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà åãî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Òîãäà èòåðàöèèìåòîäà vn+1 = Gvn ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê v , ãäå v = Gv � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïåðà-òîðà G .Òåîðåìà 2. Èòåðàöèè ìåòîäà (31)�(32) ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (27) ïðèëþáîì âûáîðå ìàòðèöû D = DT > 0 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Ty = Cy − F, JA = (E + DA)−1, JT y = (E + DT )−1y, JAvn = yn.Òîãäà âêëþ÷åíèå (27) ïðèìåò âèä
Ay + Ty ∋ 0,à èòåðàöèîííûé ìåòîä (31) ìîæíî çàïèñàòü êàê

vn+1 = JT (2JA − E)vn + (E − JA)vn. (34)Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ îñíàùåíî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (u, v)D−1 =
= (D−1u, v) , ãäå ( · , ·) � åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ ñ ââåäåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è äîêàæåì, ÷òî îïå-ðàòîð G = JT (2JA −E)+E−JA ÿâëÿåòñÿ æåñòêî íåðàñòÿãèâàþùèì â H , ò. å. äëÿëþáûõ u, v ∈ Rn âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(Gu − Gv, u − v)D−1 > ‖Gu − Gv‖2
D−1 .Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî JA è JB � æåñòêîíåðàñòÿãèâàþùèå â H .Îáîçíà÷èâ JAu = x è JAv = y , ïîëó÷èì

(JAu − JAv, u − v)D−1 = (x − y, (E + DA)x − (E + DA)y)D−1 =

= ‖x − y‖2
D−1 + (Ax −Ay, x − y)D−1 > ‖x − y‖2

D−1 = ‖JAu − JAv‖2
D−1 ,



�ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È Î Ï�ÅÏßÒÑÒÂÈÈ . . . 123ò. å. JA � æåñòêî íåðàñòÿãèâàþùèé.Àíàëîãè÷íî,
(JT u − JT v, u − v)D−1 = (x − y, (E + DC)x − (E + DC)y)D−1 >

> ‖x − y‖2
D−1 = ‖JT u − JT v‖2

D−1 .Òàêèì îáðàçîì, G � æåñòêî íåðàñòÿãèâàþùèé â H , è èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò,÷òî vn → v ïðè n → ∞ , ãäå v = Gv � åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà
G . Ýòî ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (27) y = (E +
DA)−1v . 3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòûÄëÿ ñðàâíåíèÿ ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äâóõ ïîëó÷åííûõ êîíå÷íîìåð-íûõ çàäà÷ (7) è (27) áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëîâûõ ðàñ÷åòîâ. Ìåòîäû òåñòèðî-âàëèñü íà ïðèìåðå, êîãäà èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå uex äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è(1):

uex(x) =







sin

(
4πx1

3

)

sin(πx2), x ∈ (0, 0.75)× (0, 1),

0, x ∈ (0.75, 1) × (0, 1).Ïðè ðàñ÷åòàõ øàã H ñåòêè â îáëàñòè Ω1 âàðüèðîâàëñÿ, â îáëàñòè Ω2 èñïîëüçî-âàëàñü ñåòêà ñ øàãîì h = H/2 . Ïàðàìåòðû τ1 è τ2 áûëè âçÿòû êàê òåîðåòè÷åñêèîïòèìàëüíûå äëÿ çàäà÷ â ïîäîáëàñòÿõ Ω1 è Ω2 . Â ìåòîäå ñ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàí-æà ïàðàìåòð τ3 ïîäáèðàëñÿ â õîäå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Íà÷àëüíîåïðèáëèæåíèå äëÿ λ âî âñåõ òåñòàõ λ0 ≡ 0 . Òàáë. 1×èñëî èòåðàöèé. Êðèòåðèé îñòàíîâêè ‖u − uex‖C < ε

ε 11 × 21, 21 × 41 21 × 41, 41 × 81 41 × 81, 81 × 161I II I II I II
0.5 5 6 9 9 15 16
0.05 17 17 34 34 67 67
0.005 29 29 59 59 119 119
0.0005 − − 86 83 171 170Â òàáë. 1 ïîêàçàíî ÷èñëî èòåðàöèé ìåòîäà Äóãëàñà ��ýê�îðäà äëÿ ñõåìû áåçìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (I) è ñ ìíîæèòåëÿìè (II) â çàâèñèìîñòè îò çàäàííîé òî÷íî-ñòè íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå u ≡ 0 . Çíàê ¾−¿ îçíà÷àåò, ÷òîçàäàííàÿ òî÷íîñòü íå äîñòèãàåòñÿ.Äàëåå èññëåäîâàëîñü ïîâåäåíèå ìåòîäîâ â çàâèñèìîñòè îò øàãà ñåòêè è âûáîðàíà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè èñïîëüçîâàëîñü óñëîâèå

‖u−uex‖C < 0.005 . Â ïåðâîé ñòðîêå òàáë. 2 ïîêàçàíû âàðèàíòû âûáîðà íà÷àëüíîãîïðèáëèæåíèÿ. Êàê âèäíî èç òàáëèöû, â ñëó÷àå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ u1 = 0 â
ω1 ∪ s1 , u2 = 0 â ω2 ∪ s2 ÷èñëî èòåðàöèé äëÿ îáåèõ ñõåì ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâîè ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè çàäà÷è ëèíåéíî çàâèñèò îò ÷èñëà òî÷åê ïî îäíîìóíàïðàâëåíèþ.Âî âòîðîì ñëó÷àå (u1 = −2 â ω1 ∪ s1 , u2 = 2 â ω2 ∪ s2 ) ÷èñëî èòåðàöèé äëÿñõåì I è II îäèíàêîâî, è îíî çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå. Â ýòîìñëó÷àå â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé âîçíèêàåò ëîêàëüíîå âîçìóùåíèå ïîãðåøíîñòè �ìàêñèìóì ïîãðåøíîñòè ñîõðàíÿåòñÿ â òå÷åíèå èòåðàöèé âáëèçè óãëîâûõ òî÷åê îá-ëàñòè Ω2 è ìåäëåííî óáûâàåò â íèõ, â òî âðåìÿ êàê â îñòàëüíûõ òî÷êàõ îáëàñòè



124 Ì.À. È�ÍÀÒÜÅÂÀ, À.Â. ËÀÏÈÍ Òàáë. 2×èñëî èòåðàöèé ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ
ω̄1, ω̄2 u0

1 = 0, u0
2 = 0 u0

1 = −2, u0
2 = 2 u0

1 = 2, u0
2 = −2I II I II I II

11 × 21, 21 × 41 29 33 115 115 115 37
21 × 41, 41 × 81 59 63 224 224 232 66
41 × 81, 81 × 161 119 122 444 444 127 129

81 × 161, 161 × 321 238 241 885 885 979 251
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�èñ. 3. Ïîãðåøíîñòü, ñõåìà I,
u

0

1 = −2 , u
0

2 = 2

�èñ. 4. Ïîãðåøíîñòü, ñõåìà II,
u

0

1 = −2 , u
0

2 = 2ðåøåíèå óæå �àêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ (ðèñ. 3, 4). Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñõåìû Iâîçìóùåíèå ïîãðåøíîñòè íàáëþäàåòñÿ òàêæå îêîëî ãðàíè÷íûõ òî÷åê, ïðèëåãàþ-ùèõ ê ðàçðåçó (ðèñ. 3). Â ðåçóëüòàòå äîïîëíèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ, ïðè âàðüèðîâàíèèíà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, áûëî âûÿñíåíî, ÷òî îñîáåííîñòü â ïîãðåøíîñòè âûçâà-íà ðàññîãëàñîâàíèåì íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ 
 ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîòîðîåîñîáåííî ñêàçûâàåòñÿ â îêðåñòíîñòè êîèíöèäåíòíîãî ìíîæåñòâà.Â òðåòüåì ñëó÷àå âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ u2 = −2 íå ïðèâîäèë ê âîçìó-ùåíèþ ïîãðåøíîñòè îêîëî óãëîâûõ òî÷åê, ÷òî îáåñïå÷èëî ìåíüøåå ÷èñëî èòåðàöèéâ ñõåìå II ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì. Îäíàêî ïðè ðåøåíèè ñõåìû I ñíî-âà íàáëþäàëñÿ ïèê ïîãðåøíîñòè îêîëî ðàçðåçà S , ÷òî ïðèâåëî ê áîëüøîìó ÷èñëóèòåðàöèé. Ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà ðàçðûâà íà-÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà ãðàíèöå S , íî âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ â âèäå
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u1 = −2 , u2 = −2 íå èñïðàâèë ñèòóàöèþ.Îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòàõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî óòâåð-æäàòü, ÷òî â ñëó÷àå ¾õîðîøåãî¿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìåòîä Äóãëàñà ��ýê�îðäà äëÿ îáåèõ ñõåì âåäåò ñåáÿ îäèíàêîâî, íî ñõåìà ñ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæàñõåìà ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíà ê âûáîðó íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Îäíàêî èñïîëüçî-âàíèå ñõåìû Ëàãðàíæà îñëîæíÿåòñÿ îòñóòñòâèåì òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê ïàðàìåòðà
τ3 . Íèæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå èëëþñòðàöèè ê ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ íà ñåòêå ñøàãîì H = 0.05 è h = 0.025 . Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñåòî÷íîéçàäà÷è. �èñ. 3, 4 èëëþñòðèðóþò ðàñïðåäåëåíèå ïîãðåøíîñòè â ñõåìàõ I è II ïðèîñòàíîâêå ïî êðèòåðèþ ‖u−uex‖C 6 0.005 â ñëó÷àå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ u1 =
= −2 , u2 = 2 .Â ëþáîì ñëó÷àå ïîñëå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà èòåðàöèé ïîëó÷åíî îäè-íàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïîãðåøíîñòè, êàê íà ðèñ. 2, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñîâïàäåíèåñåòî÷íûõ ðåøåíèé îáåèõ ñõåì.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 04-01-00484).

Summary

M.A. Ignatieva, A.V. Lapin. Solution of the obstacle problem by domain decomposition

method.

Domain decomposition method with non-overlapping subdomains is applied for solving

the obstacle problem. An obstacle being located in a known subdomain of the initial domain,

partitioning of the domain is made by using this information, so, the information about possible

lost of the solution regularity.

Finite element method with quadrature rules and non-matching grids in the subdomains

is used to approximate corresponding variational inequality; finer grid is constructed in the

subdomain containing the obstacle.

Two iterative methods are constructed to solve finite dimensional problems, they can be

viewed as non-linear variants of Douglas – Rachford splitting iterative method. Convergence

of the iterative algorithms is proved, their implementation is discussed, and numerical results
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