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ÓÄÊ 512.626 ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÀß ÒÅÎ�ÅÌÀ ÊÎØÈÈ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÇÀÊÎÍ ÂÇÀÈÌÍÎÑÒÈÑ.Â. Âîñòîêîâ, Ì.À. ÈâàíîâÀííîòàöèÿÏîñòðîåíû ÿâíûå �îðìóëû äëÿ ñèìâîëà íîðìåííîãî âû÷åòà è ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåí-íûõ âû÷åòîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü àíàëîãèþ ìåæäó çàêîíîì âçàèìíîñòè â ïîëåàëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è òåîðåìîé Êîøè î âû÷åòàõ èç êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàêîí âçàèìíîñòè, ñèìâîë íîðìåííîãî âû÷åòà, èíòåãðàë Øíè-ðåëüìàíà. ÂâåäåíèåÀíàëîãèÿ â ìàòåìàòèêå èãðàåò ÷ðåçâû÷àéíî âàæíóþ ðîëü. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíàäâèãàåò ðàçíûå íàïðàâëåíèÿ â ìàòåìàòèêå âïåðåä, à ñ äðóãîé � ïðîÿâëÿåò (âûÿâ-ëÿåò) ñóòü âåùåé. Íàïðèìåð, â òàêîé êëàññè÷åñêîé íàóêå, êàê òåîðèÿ ÷èñåë, êîòî-ðàÿ â ïåðâîîñíîâå ñâîåé ïðåäñòàâëÿåò íå÷òî äèñêðåòíîå, åñòü ìíîæåñòâî ïîíÿòèéè �àêòîâ, êîòîðûå ãëóáîêî ñâÿçàíû, àíàëîãè÷íû ïîíÿòèÿì è ðåçóëüòàòàì èç òàêîéâîïëîùàþùåé íåïðåðûâíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû, êàê òåîðèÿ �óíêöèé(ïîäðîáíåå ñì. [1℄). Èäåþ îá àíàëîãèè ÷èñåë è �óíêöèé âïåðâûå âûñêàçàë Ëåî-ïîëüä Êðîíåêåð, êîòîðûé ãîâîðèë, ÷òî ïðîñòûå èäåàëû â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ÷èñåë èãðàþò òó æå ðîëü, ÷òî è òî÷êè ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè â ïîëÿõ àëãåáðà-è÷åñêèõ �óíêöèé, ïðè ýòîì ïðîñòûì äåëèòåëÿì äèñêðèìèíàíòà ÷èñëîâîãî ïîëÿñîîòâåòñòâóþò òî÷êè âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè è ò. ä. Äàâèä �èëüáåðòáûë ïåðâûì, êòî íà÷àë ðåàëüíî èññëåäîâàòü àíàëîã àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ èç òåî-ðèè àëãåáðàè÷åñêèõ �óíêöèé â ïîëÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.Â ñâîåé 9-é ïðîáëåìå îí �îðìóëèðóåò çàêîí âçàèìíîñòè äëÿ ëîêàëüíûõ ñèìâî-ëîâ ñòåïåííûõ âû÷åòîâ: ∏
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= 1 (1)è ãîâîðèò, ÷òî îí íàïîìèíàåò èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó Êîøè, ñîãëàñíî êîòîðîé èí-òåãðàë, îõâàòûâàþùèé âñå îñîáûå òî÷êè, âñåãäà ðàâåí íóëþ (ñì. [2, 
. 367�368℄).Ïîçæå È.�. Øà�àðåâè÷ åãî ïîïðàâëÿåò è óòâåðæäàåò, ÷òî ýòîò çàêîí âçàèìíîñòèÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Êîøè î òîì, ÷òî ñóììà âû÷åòîâ àáåëåâàäè��åðåíöèàëà αdβ âî âñåõ òî÷êàõ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè âñåãäà ðàâíà íóëþ,è ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ëîêàëüíûé ñèìâîë íîðìåííîãî âû÷åòà (α, β℘ ) ÿâëÿåòñÿàíàëîãîì àáåëåâà äè��åðåíöèàëà αdβ â òî÷êå ℘ (ñì. [3, 
. 114℄).×òîáû ïðîÿñíèòü àíàëîãèþ çàêîíà âçàèìíîñòè (1) ñ òåì, ÷òî èìååòñÿ â ñëó÷àåðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, ðàññìîòðèì ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ �óíêöèé C(t) è òî÷êó Píà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè íàä ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòüþ C . Ïóñòü t � ëîêàëüíûéïàðàìåòð â òî÷êå P . Â ïîëå C(t) åñòü äâà ïðîñòûõ äåéñòâèÿ: âçÿòèå ïðîèçâîäíîé
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74 Ñ.Â. ÂÎÑÒÎÊÎÂ, Ì.À. ÈÂÀÍÎÂîïðåäåëåííûé â îêðåñòíîñòè òî÷êè P , èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëþñîâ è ïðèýòîì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
res(ω) = 0. (2)C äðóãîé ñòîðîíû, ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ èäåàëîâ âåòâèòñÿ â ïîëå àëãåá-ðàè÷åñêèõ ÷èñåë, çíà÷èò, ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ëîêàëüíûõ ñèìâîëîâ íîðìåííîãîâû÷åòà îòëè÷íî îò 1 . Ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå (1), êîòîðîåè ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ðàâåíñòâà (2), òàê êàê êàæäûé ëîêàëüíûé ñèìâîë � àíàëîãàáåëåâà äè��åðåíöèàëà α dβ â òî÷êå ℘ (ñì. �îðìóëó (7) íèæå).Ïîñëå ðàçâèòèÿ òåîðèè ïîëåé êëàññîâ è äîêàçàòåëüñòâà çàêîíà âçàèìíîñòè (1)â ïîëíîé îáùíîñòè (ñàì �èëüáåðò äîêàçàë åãî â ïîëå Q(i) , äàëüíåéøèå ðåçóëüòà-òû ïîëó÷èëè Ô. Ôóðòâàíãëåð (Ph. Furtw�angler), Ò. Òàêàãè (T. Takagi), Ý. Àðòèí(E. Artin), Õ. Õàññå (H. Hasse)) áûë äîêàçàí òàêæå è êëàññè÷åñêèé çàêîí âçàèì-íîñòè, êîòîðûé ñâÿçûâàåò ïðîèçâåäåíèå ñèìâîëîâ ñòåïåííûõ âû÷åòîâ ñ êîíå÷íûìïðîèçâåäåíèåì ëîêàëüíûõ ñèìâîëîâ íîðìåííîãî âû÷åòà:
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n(ñì. [4℄). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äîëæíî áûòü àíàëîãîì èíòåãðàëüíîé òåîðåìû î òîì,÷òî àáåëåâ èíòåãðàë äè��åðåíöèàëüíîé �îðìû íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ðàâåíñóììå âû÷åòîâ ýòîé �îðìû â îñîáûõ òî÷êàõ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì â ÿâíîì âèäå àíàëîãèþ ëîêàëüíîãî ñèìâîëàíîðìåííîãî âû÷åòà ñ àáåëåâûì äè��åðåíöèàëîì α dβ â òî÷êå ðèìàíîâîé ïîâåðõ-íîñòè (ñì. �îðìóëó (7)), à òàêæå àíàëîãèþ çàêîíà âçàèìíîñòè ñ èíòåãðàëüíîéòåîðåìîé Êîøè â êðóãîâîì ïîëå (ñì. �îðìóëó (8)).Äëÿ ýòîãî ìû îïðåäåëÿåì �óíêöèþ Φ(α, β)/s(ζ) äëÿ ýëåìåíòîâ α , β è êîðíÿ
pn -é ñòåïåíè ζ èç êðóãîâîãî ïîëÿ Q(ζ) è äîêàçûâàåì, ÷òî êîððåêòíî îïðåäåëåíèíòåãðàë Øíèðåëüìàíà îò ýòîé �óíêöèè è ÷òî îí ðàâåí âû÷åòó �óíêöèè â îñîáîéòî÷êå ζ : ∫ Φ(α, β)/s(ζ) = resΦ(α, β)/s . Äàëåå ìû îïðåäåëÿåì ëîêàëüíûé ñèìâîëíîðìåííîãî âû÷åòà ( α, β
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)

pn (ñèìâîë �èëüáåðòà) è ïðîâåðÿåì, ÷òî âû÷åò �óíê-öèè Φ(α, β)/s(ζ) ðàâåí ýòîìó ñèìâîëó. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì îñíîâíóþ òåîðåìóâ ïîëå Q(ζ) : (
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ζres Φ(α, β)/s(ñì. �îðìóëû (7) è (8)). ×òîáû àíàëîãèÿ ñ òåîðèåé àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ áûëà áîëååÿñíîé, ìû îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåì ÷àñòíûé ñëó÷àé n = 1 (ñì. � 6).1. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ
K � ëîêàëüíîå ïîëå (êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå Qp );
e � àáñîëþòíûé èíäåêñ âåòâëåíèÿ ïîëÿ K , e1 = e/(p− 1) ;
π � ïðîñòîé ýëåìåíò ïîëÿ K ;
℘ � ïðîñòîé èäåàë êîëüöà öåëûõ ïîëÿ K ;
ζ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè pn èç 1, ñîäåðæàùèéñÿ â K ;
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T � ïîäïîëå èíåðöèè â ðàñøèðåíèè K/Qp ;
o � êîëüöî öåëûõ ïîëÿ T ;
△ � àâòîìîð�èçì Ôðîáåíèóñà â T/Qp ;
R � ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé Òàéõìþëëåðà â ïîëå K ;
Tr : T → Qp � îïåðàòîð ñëåäà;
d = d/dX .Ïóñòü ïðîèçâîëüíûé α ∈ K∗ ðàçëîæåí â ñòåïåííîé ðÿä ïî ïðîñòîìó ýëåìåíòó πñ êîý��èöèåíòàìè èç o , ïðè÷åì ïåðâûé êîý��èöèåíò ëåæèò â R , òî åñòü

α = θπm + am+1π
m+1 + am+2π

m+2 + · · ·Ïîëîæèì
α(X) = θXm + am+1X

m+1 + am+2X
m+2 + · · ·Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðÿä ëåæèò â o((X))∗ . Äëÿ ζ = 1 + c1π + c2π

2 + · · · ïîëîæèì
ζ(X) = 1 + c1X + c2X

2 + · · · , a ζ
0
(X) = ζ(X) − 1 .Ïóñòü sm(X) = ζ(X)pm − 1 . Áóäåì îáîçíà÷àòü sn(X) ïðîñòî ÷åðåç s(X) . ×åðåç

u(X) îáîçíà÷èì sn(X)

sn−1(X)
.Îïðåäåëèì, íàêîíåö, äåéñòâèå îïåðàòîðà △ íà ðÿäû èç o((X)) :
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pi.Ïîñòðîèì ëîãàðè�ì Àðòèíà �Õàññå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîãî ϕ(X) ∈
∈ o((X))∗ ïîëîæèì
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)
.Îáðàòíàÿ ê íåìó �óíêöèÿ äëÿ ψ ∈ Xo[[X ]] òàêîâà:
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)
= exp

(
1 +

△

p
+

△2

p2
+ · · ·

)
(ψ) (3)Çàìå÷àíèå 1.

1. Åñëè α ïðåäñòàâèòü â âèäå α = aπmε , ãäå a ∈ o , ε � ãëàâíàÿ åäèíèöàïîëÿ K , òî ïîëó÷èì ℓ(α) = ℓ(a) +

(
1 − △

p

)
log ε .

2. Ôóíêöèÿ ℓ êîððåêòíî îïðåäåëåíà, òàê êàê åñëè a ∈ o
∗ , òî ap/a△ ≡ 1 mod p ,è ℓ(a) ∈ o .Ïðåäëîæåíèå 1 [6, Ïðåäëîæåíèå 1℄.

1. Ôóíêöèè ℓ è E èíäóöèðóþò ãîìîìîð�èçìû
ℓ : o((X))∗ → o[[X ]],

E : Xo[[X ]] → 1 +Xo[[X ]];

2. Ýòè ãîìîìîð�èçìû ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè èçîìîð�èçìàìè ìåæäó
1 + Xo[[X ]] è Xo[[X ]] , òî åñòü E(ℓ(ε)) = ε , ℓ(E(α)) = α , äëÿ ε ∈ 1 + Xo[[X ]]è α ∈ Xo[[X ]] .

3. Åñëè α(X) ∈ o((X))∗ è α(X) = aXrε(X) , ãäå a = θa1 ∈ o
∗ , θ ∈ R ,

a1 ≡ 1 mod p , à ε(X) = 1 +Xo[[X ]] , òî
E(ℓ(α)) = a1ε(X).



76 Ñ.Â. ÂÎÑÒÎÊÎÂ, Ì.À. ÈÂÀÍÎÂÎïðåäåëèì âàæíóþ äëÿ íàøèõ öåëåé �óíêöèþ Φ(A,B) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Φ(A, B) = ℓ(A)d ℓ(B) − ℓ(A)B−1 dB + ℓ(B)A−1 dA.Ôèãóðèðóþùåå â äàëüíåéøèõ �îðìóëàõ îáðàùåíèå s(X) ïðîèñõîäèò â äâóìåðíîìëîêàëüíîì êîëüöå o{{X}} , òî åñòü

(zpn − 1)−1 = z−pn

0

(
1 +

pn−1∑

i=1

Ci
pnz−i

0

)
.2. Èíòåãðàë Øíèðåëüìàíà è åãî ñâîéñòâàÎïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ g1(X) , g2(X), . . . èç Z[X ]áóäåì íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) gj(X) íå èìåþò êðàòíûõ êîðíåé;2) Åñëè gj(X) = Xnj + cj,1X

nj,1 + · · · + cj,µX
nj,µ + c0 , òî |nj |p = 1 , |c0|p = 1 è

nj − nj,1 → ∞ , nj,µ → ∞ .Îáîçíà÷èì êîðíè gj ÷åðåç α1 , α2 , . . . , αnj
.Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü U � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Q

alg
p , f(x) : U → Q

alg
p ,

gj � äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Èíòåãðàëîì Øíèðåëüìàíà ñ öåíòðîì x0 èðàäèóñîì r íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:
∫

x0,r,g

f(x) = lim
j→∞

∑

gj(αi)=0

rαi

nj
f(x0 + rαi).Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ f(x) â òî÷êàõ x0 + rαi îïðåäåëåíû è ïðåäåë ñóùå-ñòâóåò. Èíòåãðàë Øíèðåëüìàíà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì êîíòóðíîãî èíòå-ãðàëà ∮

g((z−z0)/r)=0

f(z) dz.Ïîýòîìó åñòåñòâåííî íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gj ¾êîíòóðîì¿, ïî êîòîðîìóïðîèñõîäèò èíòåãðèðîâàíèå.Â ðàáîòå [5℄ áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü P (X) ∈ K[[X ]] � ñòåïåííîé ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ â êðóãåðàäèóñà |r|p , à Q(X) ∈ K[X ] � ìíîãî÷ëåí, íå èìåþùèé êîðíåé, ðàâíûõ ïî íîðìå
|r|p . Òîãäà çíà÷åíèå ∫

x0,r,g

P (x)

Q(x)
îïðåäåëåíî è íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè ìíîãî÷ëåíîâ gj .Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü P (X) ∈ K[[X ]] � ñòåïåííîé ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ âêðóãå ðàäèóñà |r|p , à Q(X) ∈ K[x] � ìíîãî÷ëåí, íå èìåþùèé êîðíåé, ðàâíûõ ïîíîðìå |r|p . Òîãäà ∫

x0,r,g

P (x)

Q(x)
ðàâåí ñóììå âû÷åòîâ �óíêöèè P (x)

Q(x)
ïî âñåì ïîëþñàìâíóòðè êðóãà ðàäèóñà |r|p .Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò îïóñêàòü èíäåêñ g â èíòåãðàëå è ñ÷èòàòü ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ (¾êîíòóð¿) òàêîé: gj = Xnj − 1 , (nj , p) = 1 .



ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÀß ÒÅÎ�ÅÌÀ ÊÎØÈ È ÇÀÊÎÍ ÂÇÀÈÌÍÎÑÒÈ 77Êðîìå òîãî, èç ýòèõ æå ðåçóëüòàòîâ âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü Φ(α, β) è s(X) � �óíêöèè, îïðåäåëåííûå â ïðåäûäó-ùåì ïàðàãðà�å. Òîãäà ∫
0,p

Φ(α, β)/s = resX Φ(α, β)/s .3. Ñèìâîë �èëüáåðòàÏóñòü ïîëå K ñîäåðæèò âñå êîðíè ñòåïåíè pn èç 1, µn � ãðóïïà pn -õ êîðíåéèç 1 â K , ΨK : K∗ → Gal(Kab/K) � îòîáðàæåíèå âçàèìíîñòè. Òîãäà îïðåäåëåíñèìâîë íîðìåííîãî âû÷åòà (ñèìâîë �èëüáåðòà).Îïðåäåëåíèå 3. Ñèìâîëîì �èëüáåðòà áóäåì íàçûâàòü ñïàðèâàíèå
(· , ·) = (· , ·)n,K : K∗ ×K∗ −→ µn,

(α, β)n,K = β̃ΨK(α)/β̃,ãäå β̃pn

= β .Ïóñòü ω � íåêîòîðûé pn -ïðèìàðíûé ýëåìåíò â K (òî åñòü K( pn√
ω)/K íåðàç-âåòâëåíî), σ � àâòîìîð�èçì Ôðîáåíèóñà â ìàêñèìàëüíîì íåðàçâåòâëåííîì ðàñøè-ðåíèè Knr/K . Òîãäà îïðåäåëåí õàðàêòåð íà ãðóïïå âñåõ pn -ïðèìàðíûõ ýëåìåíòîâ

Ω : χ(ω) = pn√
ω

σ−1 ∈ µn , è ïî îïðåäåëåíèþ 3 èìååì
(π, ω) = χ(ω) (4)äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ýëåìåíòà π ïîëÿ K .Îïðåäåëåíèå 4. Ïîä ñèìâîëîì �èëüáåðòà áóäåì ïîíèìàòü òîïîëîãè÷åñêèéãîìîìîð�èçì (· , ·)n,K : K2(K)top −→ µn ñ íîðìàëèçóþùèì ñîîòíîøåíèåì:
(π, ω) = χ(ω). (5)Òàêèì îáðàçîì, (· , ·)n,K � áèìóëüòèïëèêàòèâíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâî-ðÿåò ñîîòíîøåíèþ Ñòåéíáåðãà (α, 1−α) = 1 äëÿ ëþáûõ α 6= 0, 1 è íîðìèðîâàííîåñîîòíîøåíèåì (5).Ïðåäëîæåíèå 5. Äâà îïðåäåëåíèÿ ñèìâîëà �èëüáåðòà ýêâèâàëåíòíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (· , ·)(1) � ñèìâîë �èëüáåðòà èç ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ,à (· , ·)(2) � èç âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî

(π, β)(1) = (π, β)(2) (6)äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ýëåìåíòà π è β ∈ K∗ .Èñïîëüçóÿ àðè�ìåòèêó ïîëÿ K , ýëåìåíò β ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
β = πaθ

∏

i>1, p∤i

(1 − θiπ
i)ai · ωβ,ãäå ai ∈ Zp , θ, θi � ýëåìåíòû ñèñòåìû Òàéõìþëëåðà, à ωβ � pn -ïðèìàðíûé ýëå-ìåíò, àññîöèèðîâàííûé ñ β . Èç ñîîòíîøåíèÿ Ñòåéíáåðãà, p-äåëèìîñòè ãðóïïû Rè ðàâåíñòâà (4) ñëåäóåò, ÷òî (π, β)(1) = (π, ωβ)(1) = χ(ωβ) .Àíàëîãè÷íî (π, β)(2) = (π, ωβ)(2) = χ(ωβ) , ÷òî äàåò íàì (6). Îáùèé ñëó÷àé ñëå-äóåò èç ñêàçàííîãî, òàê êàê ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà K∗ ïîðîæäåíà ïðîñòûìèýëåìåíòàìè.



78 Ñ.Â. ÂÎÑÒÎÊÎÂ, Ì.À. ÈÂÀÍÎÂÒåïåðü ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 1. Ïðè p 6= 2 äëÿ ñèìâîëà �èëüáåðòà â ïîëå K èìååò ìåñòî ñëåäó-þùàÿ �îðìóëà
(α, β)n,K = ζ

∫
0,p

Φ(α, β)/s

= ζresX Φ(α, β)/s. (7)Èç ýòîé òåîðåìû áóäåò ñðàçó ñëåäîâàòüÒåîðåìà 2. Ïóñòü α, β ∈ Q(ζpn) . Òîãäà
(
α

β

)

pn

(
β

α

)−1

pn

= ζresX Φ(α, β)/s. (8)Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1. Ïîëîæèì K = Qp(ζpn) . Òîãäà ïî êëàññè÷åñêîìóçàêîíó âçàèìíîñòè
(
α

β

)

pn

(
β

α

)−1

pn

=
∏

℘|pn,∞

(
α, β

℘

)

pn

=

(
α, β

℘

)

pn

(
α, β

∞

)

pn

.Âòîðîé ñèìâîë òðèâèàëåí, òàê êàê p íå÷åòíî, è îñòàåòñÿ
(
α, β

℘

)

pn

= (α, β)n,K = ζresX Φ(α, β)/s.4. Îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñèìâîëà �èëüáåðòàÒåîðåìà 3. Ïóñòü α, β ∈ K∗ , òîãäà
(α, β) = (π,E(XΦ(α, β))|X=π),ãäå Φ(α, β) = ℓ(α)d ℓ(β) − ℓ(α)β−1dβ + ℓ(β)α−1dα .Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äëÿ α ∈ ℘ îïðåäåëèì �óíêöèþ Àðòèíà �Õàññå
E(α) = exp(α+

αp

p
+
αp2

p2
+ . . . ).Òîãäà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå Êíåçåðà [7℄

(E(α), E(β)) =
∏

s>0

(−β, E(αβps

)) ·
∏

r>1

(−α−1, E(αpr

β)) (9)Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèÿ Ñòåéíáåðãà (A, 1−A) = 1 , èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå
A ýëåìåíò β(1 − α)

1 − αβ
, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(1 − α, 1 − β) = (1 − α, 1 − αβ)(−β, 1 − αβ)(1 − αβ, 1 − β).Ïîêàæåì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò
(1 − α, 1 − β) =

∏

(i,k)=1

(−ανβτ , 1 − αiβk), (10)ãäå i, k ∈ N , à ïàðà (ν, τ) áåðåòñÿ èç ðàâåíñòâà ∣∣∣∣i ν
k τ

∣∣∣∣ = 1 .



ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÀß ÒÅÎ�ÅÌÀ ÊÎØÈ È ÇÀÊÎÍ ÂÇÀÈÌÍÎÑÒÈ 79�àâåíñòâî (10) òðèâèàëüíî, êîãäà αβ ≡ 0 mod M
N ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N .Çàòåì ïðîâîäèòñÿ îáðàòíàÿ èíäóêöèÿ, òî åñòü, ïðåäïîëàãàÿ ðàâåíñòâî âåðíûìäëÿ αβ ≡ 0 mod M

r+1 , ïðîâåðÿåì åãî äëÿ αβ ≡ modM
r , âçÿâ â ðàâåíñòâå (10)âìåñòî ïàðû α , β ïàðû α , αβ è αβ , β .Äàëåå, äëÿ �óíêöèè Àðòèíà �Õàññå ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

1 − α =
∏

(m,p)=1

E(αm)
1

m(ñì. [4℄). Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è (10) ïîëó÷àåì (9) (ïîäðîáíåå ñì. [7℄).2. Ïóñòü òåïåðü E(α) � �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â (3). Òîãäà äëÿ α = θπm ,
β = θ′πk , ãäå θ, θ′ ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(E(θπm), E(θ′πk)) =
(
π, E

(
X
(
θXmd

(
1 +

△

p
+

△2

p2
+ · · ·

)
(θ′Xk) −

− θ′Xkd
(
1 +

△

p
+

△2

p2
+ · · ·

)
(θXm)

))
|X=π

) (11)Ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (9), áèìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ñèìâîëà �èëü-áåðòà è ðàâåíñòâ E(α) = E(α) , E(β) = E(β) äëÿ íàøèõ âûáðàííûõ α è β .3. �àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà α = ε , β = ε′ � ãëàâíûå åäèíèöû. Òîãäà
ε = E(ℓ(ε))|X=π , ε′ = E(ℓ(ε′))|X=π , (ñì. Ïðåäëîæåíèå 1). �àçëîæèì äàëåå ℓ(ε)è ℓ(ε′) â ñòåïåííûå ðÿäû: ℓ(ε) =

∑
i>1

aiX
i , ℓ(ε′) =

∑
j>1

a′jX
j , ai, a

′
j ∈ o , è äàëåå,ïðåäñòàâèâ êàæäûé êîý��èöèåíò ai è a′j â âèäå ðÿäà ñ êîý��èöèåíòàìè èç R ,ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå ℓ(ε) =

∑
i>1

∑
k>0

θ
(i)
k pkX i , ℓ(ε′) =

∑
j>1

∑
m>0

θ
(j)
m pmXj . Ïîýòîìó,ñíîâà èñïîëüçóÿ áèìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ñèìâîëà �èëüáåðòà, ïîëó÷èì

(ε, ε′) =
∏

i,j,k,m

(
E(θ

(i)
k X i)pk

, E(θ(j)m Xj)pm
)
.×òîáû ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî (9) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ, îñòàëîñü ïðèìåíèòü�îðìóëó (11).4. Îáùèé ñëó÷àé âûòåêàåò èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé, åñëè ïðåäñòàâèòü αè β â âèäå α = aπmε , β = bπkε′ , a, b ∈ o

∗ , ε, ε′ � ãëàâíûå åäèíèöû.5. �ÿä V(X)Íàïîìíèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Ëåììà 1 [6, Ëåììà 12℄. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
vm èç êîëüöà o , òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ β èç o âåðíî ðàâåíñòâî

(π, E(βXm)|X=π) = ζTr(βvm).Ýëåìåíò vm îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ïî ìîäóëþ pn . Åñëè p | m , òî vm ≡ 0 mod pn .Åñëè m > pe1 + (k − 1)e , k > 1 , òî vm ≡ 0 mod pk .Èñïîëüçóÿ ýëåìåíòû vm , ïîñòðîèì ðÿä V (X) =
∑

m>0
vmX

m .Çàìå÷àíèå 2.1. �ÿä V (X) çàâèñèò îò âûáîðà ïðîñòîãî ýëåìåíòà π .2. �ÿä V (X) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò X−1 ïî ìîäóëþ pn .



80 Ñ.Â. ÂÎÑÒÎÊÎÂ, Ì.À. ÈÂÀÍÎÂÈç Ëåììû 1 è ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè �óíêöèè E âûòåêàåòÏðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü ϕ(X) ∈ o[[X ]] . Òîãäà
(π, E(Xϕ(X))|X=π) = ζTr resX ϕ(X)V (X).Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ è Òåîðåìû 1 âûòåêàåòÒåîðåìà 4. Äëÿ ëþáûõ α, β ∈ K∗ ñèìâîë �èëüáåðòà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-øåíèþ:

(α, β) = ζTr resΦ(α,β)V .Â ÷àñòíîñòè,
(π, ε) = ζTr res X−1 ℓ(ε)V ,ãäå ε ∈ 1 +Xo[[X ]] , ε(π) = ε .Âû÷èñëèì ðÿä V (X) . Ñíà÷àëà íàïîìíèì ñëåäóþùèé �àêò.Ïðåäëîæåíèå 7 [6, Ïðåäëîæåíèå 6, Ëåììà 11℄. Äëÿ êàæäîãî ðÿäà

ϕ(X) ∈ o[[X ]] ýëåìåíò
ω(ϕ) = E(ϕs)|X=π (12)ÿâëÿåòñÿ pn -ïðèìàðíûì, è êàæäûé pn -ïðèìàðíûé ýëåìåíò ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå (7) ïî ìîäóëþ K∗pn . Ïðè ýòîì
(π, ω(ϕ)) = ζTr ϕ(0). (13)5.1. Ïåðâîå ñðàâíåíèå äëÿ ðÿäà V (X).Ëåììà 2. Äëÿ ðÿäà V (X) âåðíû ñðàâíåíèÿ:

V (X)s(X) ≡ 1 mod pn, deg 1, (14)òî åñòü V (X) =
1 + g

s
mod pn äëÿ íåêîòîðîãî ðÿäà g ∈ Xo[[X ]] . (Ñðàâíåíèå (14)îçíà÷àåò, ÷òî âñå êîý��èöèåíòû ðÿäà V (X)s(X) ïðè îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíÿõäåëÿòñÿ íà pn , à ñâîáîäíûé ÷ëåí ñðàâíèì ñ 1 ïî ìîäóëþ pn .)Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 4 è ïðåäëîæåíèÿ 7 ïîëó÷àåì

(π, ω(ϕ)|X=π) = ζTr res X−1ϕsV , (15)òàê êàê ℓ(ω(ϕ)) = ℓ(E(ϕs)) = ϕs .Èñïîëüçóåì òîò �àêò, ÷òî ϕ(X) � ïðîèçâîëüíûé ðÿä. Ïóñòü ñïåðâà ϕ(X) =
= a ∈ o . Òîãäà èç (13) è (15) ïîëó÷àåì Tr a = Tr res aX−1sV mod pn , è òàêèìîáðàçîì,

resX−1s(X)V (X) ≡ 1 mod pn. (16)Ïîëîæèì òåïåðü ϕ(X) = βXm , m > 1 , β ∈ o . Èç (13) è (15) ïîëó÷àåì
Tr βam ≡ 0 mod pn , ãäå am � êîý��èöèåíò ðÿäà s(X)V (X) ïðè xm . Èç ïðîèç-âîëüíîñòè âûáîðà β è íåâûðîæäåííîñòè �óíêöèè Tr ïîëó÷àåì am ≡ 0 mod pn , òîåñòü s(X)V (X) ≡ 0 mod pn, deg 0 . Ñîåäèíÿÿ ïîñëåäíåå ñ (16), ïîëó÷àåì (14).5.2. Âòîðîå ñðàâíåíèå äëÿ ðÿäà V (X). Ïóñòü ε(X) = E(uϕ) , ãäå
ϕ(X) � ïðîèçâîëüíûé ðÿä èç êîëüöà o[[X ]] , E � �óíêöèÿ Àðòèíà �Õàññå. Òàêêàê u(π) = 0 , òî ε(X)|X=π = 1 , çíà÷èò, (π, ε(X)|X=π) = 1 . C äðóãîé ñòîðîíû,
(π, ε(X)|X=π) = ζTr res X−1 ℓ(ε)V (ñì. Òåîðåìó 4). Îòñþäà ïîëó÷àåì âòîðîå ñðàâíå-íèå äëÿ ðÿäà V :

Tr resX−1 ℓ(E(uψ))V ≡ 0 mod pn (17)äëÿ ëþáîãî ψ(X) ∈ Xo[[X ]] .



ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÀß ÒÅÎ�ÅÌÀ ÊÎØÈ È ÇÀÊÎÍ ÂÇÀÈÌÍÎÑÒÈ 81Èç ýòèõ äâóõ ñðàâíåíèé V (X) mod pn, deg 0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ, ñëåäîâà-òåëüíî, âûïîëíåíî V (X) ≡ 1/s(X) mod pn, deg 0 (ñì. [6, Òåîðåìà 2℄).6. Ñëó÷àé n = 1Äëÿ ïðîÿñíåíèÿ àíàëîãèè çàêîíà âçàèìíîñòè (1) ñ àáåëåâûì äè��åðåíöèàëîìè èíòåãðàëüíîé òåîðåìîé Êîøè ìû ðàññìîòðèì êðóãîâîå ïîëå Q(ζ) , ζp = 1 . Â ýòîìñëó÷àå ðÿä Φ(α, β)/s(ζ) mod p áóäåò èìåòü âèä
Φ(α, β)/s(ζ) =

log β
d

dx
logα

ζp − 1
.Ëîêàëüíûé ñèìâîë �èëüáåðòà (α, β) ðàâåí âû÷åòó ýòîé �óíêöèè:

(α, β)p = resX

log β
d

dx
logα

ζp − 1
,è ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì àáåëåâà äè��åðåíöèàëà log β

d

dX
logα â îñîáîé òî÷êå ¾ðèìà-íîé ïîâåðõíîñòè¿ ζp − 1 = 0 . Ïîýòîìó çàêîí âçàèìíîñòè

(
α

β

)

p

(
β

α

)−1

p

= (α, β)páóäåò ñîãëàñíî òåîðåìå 1 íåïîñðåäñòâåííûì àíàëîãîì èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Êîøè
∫

0,p

log β
d

dx
logα

ζp − 1
= resX

log β
d

dx
logα

ζp − 1ââèäó òîãî, ÷òî àáåëåâ èíòåãðàë äè��åðåíöèàëüíîé �îðìû ðàâåí ñóììå âû÷åòîâýòîé �îðìû â îñîáûõ òî÷êàõ.Àâòîðû áëàãîäàðÿò Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò çà �è-íàíñîâóþ ïîääåðæêó â ðàìêàõ ÍÈ�.SummaryS.V. Vostokov, M.A. Ivanov. Cau
hy's Integral Theorem and Classi
al Re
ipro
ity Law.The present paper gives expli
it formulas for the lo
al norm residue symbol and the produ
tof power residue symbols. Using these formulas, a visible analogy 
an be made between there
ipro
ity law in the �eld of algebrai
 numbers and Cau
hy's integral theorem from 
omplexanalysis.Key words: re
ipro
ity law, norm residue symbol, S
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