
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 148, êí. 2 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2006
ÓÄÊ 517.984Ê ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉÍÅÑÀÌÎÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂÀ.Ì. ÑèäîðîâÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñïåêòðàëüíûå îáúåêòû âîçìóùåííûõíåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îòïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ.Îäèí èç ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äàåòòåîðèÿ âîçìóùåíèé. Â åå îñíîâå ëåæèò ïðåäïîëîæåíèå Ý. Øðåäèíãåðà [1℄ î òîì,÷òî ðàçûñêèâàåìûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû ìîæíî âûáðàòüàíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà. Îáîñíîâàíèå òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ñà-ìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ áûëî äàíî Ô. �åëëèõîì. Îòêàç îò òðåáîâàíèÿ ñàìîñî-ïðÿæåííîñòè, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî íåëüçÿ âûáðàòüñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà àíàëèòè-÷åñêè çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà è, êðîìå òîãî, ê îòñóòñòâèþ äëÿ íèõ àñèìïòîòè-÷åñêèõ �îðìóë. Ïîýòîìó êàê äëÿ òåîðèè, òàê è äëÿ ïðèëîæåíèé áîëüøîå çíà÷åíèåèìååò íàõîæäåíèå óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ âîçìîæíîñòü òàêîãî âûáîðà äëÿ íåñà-ìîñïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Ýòîé çàäà÷å è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà, ÿâëÿþùàÿñÿïðîäîëæåíèåì ðàáîò [2, 3℄.Èññëåäîâàíèÿ áóäåì âåñòè ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:I. B0 : D(B0) → H � ëèíåéíûé çàìêíóòûé, ïëîòíî çàäàííûé â ñåïàðàáåëüíîìêîìïëåêñíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H îïåðàòîð;II. B : D(B) → H � ëèíåéíûé îïåðàòîð â H , ïîä÷èíåííûé îïåðàòîðó B0 .Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî D(B0) ⊂ D(B), è ïðè íåêîòîðûõ a1 ≥ 0 , a2 ≥ 0 ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî

‖ Bx ‖≤ a1 ‖ x ‖ +a2 ‖ B0x ‖ ∀x ∈ D(B0).Çäåñü è äàëåå ‖ · ‖ è 〈·, ·〉 � ñèìâîëû, ñîîòâåòñòâåííî, íîðìû è ñêàëÿðíîãî ïðîèç-âåäåíèÿ â H .III. Âñå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1, µ2, . . . îïåðàòîðà B0 è åãî ñïåê-òðàëüíûå ïàðû (µν , yν,k) , ν ∈ N , k = nν−1 + 1, . . . , nν ; n0 = 0 óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèÿì:à) äëÿ êàæäîãî ν ∈ N infτ 6=ν |µτ − µν | > 0;á) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yν,k) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì �èññà â H [4, ñ. 373℄.×åðåç (y∗
ν,k) áóäåì îáîçíà÷àòü áèîðòîãîíàëüíûé ê (yν,k) áàçèñ �èññà â H .�àññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

A(ǫ)y = λy, λ ∈ C, (1)ãäå A(ǫ) = B0 − ǫB, ǫ ∈ C � ïàðàìåòð.



Ê ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ. . . 145�åøåíèå ýòîé çàäà÷è, ñïåêòðàëüíàÿ ïàðà (λ(ǫ), y(ǫ)) îïåðàòîðà A(ǫ) , íàçûâàåò-ñÿ àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà ǫ , åñëèïðè |ǫ| < ǫ0 λ(ǫ) =

∞
∑

p=0

λpǫ
p, y(ǫ) =

∞
∑

p=0

xpǫ
p, B0y(ǫ) =

∞
∑

p=0

(B0xp) ǫp,ãäå ÷èñëà λp è ýëåìåíòû xp íå çàâèñÿò îò ǫ , ðÿä äëÿ λ(ǫ) ñõîäèòñÿ â C , à ðÿäûäëÿ y(ǫ) è B0y(ǫ) ñõîäÿòñÿ â H ïî íîðìå. Óïîìÿíóòûå ðÿäû íàçûâàþòñÿ ðÿäàìèòåîðèè âîçìóùåíèé.Åñëè (λ(0), y(0)) = (λ0, x0), ãäå (λ0, x0) � �èêñèðîâàííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïàðàîïåðàòîðà B0 , òî ñïåêòðàëüíàÿ ïàðà (λ(ǫ), y(ǫ)) íàçûâàåòñÿ âîçìóùåíèåì ñïåê-òðàëüíîé ïàðû (λ0, x0) , à ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ(ǫ) � âîçìóùåíèåì ñîáñòâåííîãîçíà÷åíèÿ λ0 .Çà�èêñèðóåì êàêîå-íèáóäü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ0 = µν îïåðàòîðà B0 è ïî-ñòàâèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ǫ ñïåê-òðàëüíûõ ïàð (λ(ǫ), y(ǫ)) îïåðàòîðà A(ǫ) , â êîòîðûõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿ-þòñÿ âîçìóùåíèÿìè µν . �åøåíèå çàäà÷è (1) áóäåì èñêàòü â âèäå
λ(ǫ) ∼

∞
∑

p=0

λpǫ
p, y(ǫ) ∼

∞
∑

p=0

xpǫ
p.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà λp = λp(ν) è ýëåìåíòû xp = xp(ν) ∈ D(B0) óäîâëå-òâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

(B0 − λ0I)x0 = 0, (B0 − λ0I)xp = Bxp−1 +

p−1
∑

j=0

λj+1xp−1−j , j ∈ N. (2)�àññìàòðèâàÿ ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (2) êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x0 ,âèäèì, ÷òî x0 = −→y · C(0) , ãäå −→y = col(yν,nν−1+1, . . . , yν,nν
), à C(0) =

= col(cnν−1+1(0), · · · , cnν
(0)) � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð, ïðèíàäëåæàùèé

C
nν−nν−1 . Çäåñü è â äàëüíåéøåì ¾ ·¿ � ñèìâîë ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ,ëèáî ýëåìåíòîâ C

nν−nν−1 , ëèáî âåêòîðà −→y è ýëåìåíòà èç C
nν−nν−1 , à C(0) îáî-çíà÷àåò âåêòîð, êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûåñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì âåêòîðà C(0) .Ñîãëàñíî (2) ïðè p = 1 äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà λ1 è ýëåìåíòà x1 èìååì óðàâ-íåíèå

(B0 − λ0I)x1 = (B + λ1I)−→y · C(0). (3)Ââåäÿ ìàòðèöó S1 =
(

〈Byν,k, y∗
ν,j〉

)

k,j=nν−1+1,...,nν

è çàìåòèâ, ÷òî îïåðàòîð
B0 − λ0I � �ðåäãîëüìîâ, ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè óðàâ-íåíèÿ (3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (S1 + λ1E)C(0) = 0 , ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.Ïóñòü S1 � íóëåâàÿ ìàòðèöà. Òîãäà λ1 = 0, è èç (3) íàõîäèì, ÷òî

x1 = TB−→y · C(0) + −→y · C(1),ãäå C(0) , C(1) � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû èç C
nν−nν−1 , ïðè÷åì C(0) � íåíóëåâîéâåêòîð, T � îïåðàòîð â H , çàäàííûé �îðìóëîé

Tz =

∞
∑

τ=1

′ nτ
∑

k=nτ−1+1

〈z, y∗
τ,k〉(µτ − λ0)

−1yτ,k,



146 À.Ì. ÑÈÄÎ�ÎÂâ êîòîðîé øòðèõ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ðÿä íå ñîäåðæèò ÷ëåíîâ ñ èíäåêñîì τ = ν(íàïîìíèì, ÷òî ýòîò èíäåêñ �èêñèðîâàí).Äëÿ íàõîæäåíèÿ λ2 è x2 ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèÿ (2) ïðè p = 2 . Óñëîâèåðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (S2 + λ2E)C(0) = 0 , ãäå
S2 = (〈BTByν,k, y∗

ν,j〉)k,j=nν−1+1,··· ,nν

è ò. ä.Îïèñàííûé ïðîöåññ èìååò äâà èñõîäà:1) âñå ìàòðèöû Sg = (〈B(TB)g−1yν,k, y∗
ν,j〉)k,j=nν−1+1,··· ,nν

, g ∈ N , � íóëåâûå;2) íàéäåòñÿ g ∈ N , äëÿ êîòîðîãî ìàòðèöà Sg � íåíóëåâàÿ.Â ñëó÷àå ïåðâîãî èñõîäà îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ äàåòÒåîðåìà 1. Åñëè äëÿ âñåõ g ∈ N ìàòðèöû Sg � íóëåâûå, òî ñóùåñòâó-åò àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùàÿ îò ǫ ñïåêòðàëüíàÿ ïàðà (λ, y(ǫ)) îïåðàòîðà A(ǫ) ,ÿâëÿþùàÿñÿ âîçìóùåíèåì ñïåêòðàëüíîé ïàðû (µν , x0) , ãäå x0 = −→y · C(0) ,
−→y = col(yν,nν−1+1, · · · , yν,nν

) , C(0) ∈ C
nν−nν−1 � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð.Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ íå çàâèñèò îò ǫ è åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü íåìåíüøå, ÷åì nν − nν−1 .�àññìîòðèì âòîðîé èñõîä. Ïóñòü g � èíäåêñ ïåðâîé íåíóëåâîé ìàòðèöû â ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè (Sg) , λ′ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû −Sg , èìåþùåå ãåîìåòðè-÷åñêóþ êðàòíîñòü m . ×åðåç {h(j); j = 1, · · · , m} è {h∗(j); j = 1, · · · , m} îáîçíà÷èìáàçèñû â Ker(Sg + λ′E) è Ker(Sg + λ′E)∗ ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü è íèæå ÷åðåç D∗îáîçíà÷àåòñÿ ìàòðèöà, ñîïðÿæåííàÿ ê íåêîòîðîé ìàòðèöå D . Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

h(j) îáîçíà÷èì ÷åðåç hr(j) , à âåêòîðîâ h∗(j) � ÷åðåç h∗
r(j), r = 1, · · · , nν −nν−1 .Ñîñòàâèì ìàòðèöû

H =





h1(1) · · · h1(m)
· · · · · · · · ·

hnν−nν−1
(1) · · · hnν−nν−1

(m)



è
H∗ =





h∗
1(1) · · · h∗

1(m)
· · · · · · · · ·

h∗
nν−nν−1

(1) · · · h∗
nν−nν−1

(m)



 .Îïðåäåëåíèå. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ′ ìàòðèöû −Sg íàçûâàåòñÿ m-ïðàâèëüíûì, åñëè îíî èìååò ãåîìåòðè÷åñêóþ êðàòíîñòü, ðàâíóþ m , è âåêòîðû
h(j) è h∗(j) , j = 1, . . . , m , ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî λ

detB(λ) = 0 , ãäå B(λ) = (H∗)
∗(Sg+1 + λE)H , èìåëî ðåøåíèå. Åñëè òàêîé âûáîðíåâîçìîæåí, òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ′ íàçûâàåòñÿ m-íåïðàâèëüíûì.Ïóñòü λ′ � m-ïðàâèëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû −Sg . Ýòî ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå îïðåäåëÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì ìàòðèöû H è H∗ .Ôèêñèðîâàâ ïàðó òàêèõ ìàòðèö, äàäèìÎïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî λ′′ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ÷èñëîììàòðèöû B(λ) , åñëè detB(λ′′) = 0 è ðåøåíèÿ:

d(0) óðàâíåíèÿ
B(λ′′)d(0) = 0 (4)è d∗(0) óðàâíåíèÿ

B∗(λ′′)d∗(0) = 0 (5)ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû
(Hd(0)) · (H∗d

∗(0)) = 1. (6)



Ê ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ. . . 147Åñëè æå detB(λ′′) = 0 è (Hd(0)) · (H∗d
∗(0)) = 0 äëÿ ëþáûõ d(0) è d∗(0) ,óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿì (4) è (5), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî λ′′ÿâëÿåòñÿ àíîðìàëüíûì ÷èñëîì ìàòðèöû B(λ) .×åðåç m̃ îáîçíà÷àåòñÿ ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà â C

m , îáðàçîâàííîãî âåê-òîðàìè d(0) è d∗(0) � ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (4) è (5), óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ(6).Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìàòðèöà −Sg èìååò m-ïðàâèëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå,ìàòðèöà B(λ) èìååò íîðìàëüíîå ÷èñëî è m̃ = 1 . Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà λp =
= λp(ν) è ýëåìåíòû xp = xp(ν) ∈ D(B0) , óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (2).Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî m-ïðàâèëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ

′ ìàòðèöû
−Sg è íîðìàëüíîå ÷èñëî λ

′′ ìàòðèöû B(λ) ïîðîæäàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (λp)è (xp) , óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (2), ïðè÷åì λp = 0 ïðè p ≤ g − 1 , λg = λ
′è λg+1 = λ

′′ .Òåîðåìà 3. Ïóñòü λg , ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû −Sg , ÿâëÿåòñÿ m-íå-ïðàâèëüíûì. Òîãäà íå ñóùåñòâóþò ïîðîæäåííûõ λg ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (xp) è
(λp) , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì (2). Êðîìå òîãî, îäíîâðåìåííî íå ìîãóòâûïîëíÿòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà
λ(ǫ) = µν+λg ·ǫ

g+λg+1ǫ
g+1+o(ǫg+1) è ‖B0y(ǫ)−

g+1
∑

p=o

(B0xp)ǫ
p‖ = o(ǫg+1) ïðè ǫ → 0.Äëÿ x ∈ H ïîëîæèì

〈〈x,−→y ∗〉〉 = col
(

〈x, y∗
ν,nν−1+1〉, · · · , 〈x, y∗

ν,nν

〉
)

,ãäå −→y ∗ = col(y∗
ν,nν−1+1, · · · , y∗

ν,nν

) .Òåîðåìà 4. Ïóñòü λg � m-ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå ìàòðèöû −Sg , λg+1 � àíîð-ìàëüíîå ÷èñëî ìàòðèöû B(λ), è âûïîëíåíî óñëîâèå
(Sg+2Hd(0)) · (H∗d

∗(0)) + λg〈〈(BT 2B)(−→y · Hd(0)),−→y ∗〉〉 · (H∗d
∗(0)) 6= 0,ãäå d(0) è d∗(0) � âåêòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì B(λg+1)d(0) = 0 è

(B(λg+1))
∗
d∗(0) = 0 . Òîãäà íå ñóùåñòâóåò ïîðîæäåííûõ λg è λg+1 ïîñëåäîâà-òåëüíîñòåé (xp) è (λp) , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì (2).Ïóñòü

x =
∞
∑

ν=1

nν
∑

k=nν−1+1

αν,k yν,kåñòü ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ H ïî áàçèñó (yν,k) . Äëÿ �èêñèðîâàí-íîãî ν ∈ N ïîëîæèì
x̂ =

∞
∑

τ=1

′ nν
∑

k=nν−1+1

αν,kyν,k.Êàê è âûøå, øòðèõ îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä íå ñîäåðæèò ÷ëåíîâ ñ èíäåêñîì τ = ν .Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû xp âû÷èñëÿ-þòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé áóäåòóäîáíûì âûáðàòü ýòè ýëåìåíòû ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ â ñëå-äóþùåé òåîðåìå.



148 À.Ì. ÑÈÄÎ�ÎÂÒåîðåìà 5. Ïóñòü λg � m-ïðàâèëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû −Sg ,
λg+1 � íîðìàëüíîå ÷èñëî ìàòðèöû B(λ) è m̃ = 1 . Òîãäà ýëåìåíòû xp è ÷èñëà
λp , óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (2), ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîäëÿ k ≥ g ≥ 2

λk+1 = −〈B(TB)g−1x̂k−g+1, x∗
0〉 −

k−1
∑

j=g+1

λj+1

g−2
∑

s=0

〈(BT )s+1x̂k−1−j−s, x∗
0〉,äëÿ g = 1 è k ∈ N

λk+1 = −〈Bx̂k, x∗
0〉;

x∗
0 = −→y · C∗(o),ãäå C∗(0) � ñîáñòâåííûé ýëåìåíò ìàòðèöû (Sg + λgE)∗ ;äëÿ p ≥ g − 1

(Sg + λgE) C(p + 1 − g) = −

p
∑

r=g

(Sr+1 + λr+1E)C(p − r)−

−

p−1
∑

j=g−1

λj+1

p−j−1
∑

s=0

〈〈(BT )s+1x̂p−j−1,
−→y ∗〉〉;äëÿ p ∈ N

x̂p = (TB)xp−1 +

p−1
∑

j=g−1

λj+1T x̂p−j−1.Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 5, ïîëó÷àåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû � ïðèçíàêñóùåñòâîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ïàð âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà A(ǫ) , àíàëèòè÷åñêè çà-âèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ǫ .Òåîðåìà 6. Ïóñòü µν � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà B0 , êîòîðîìó ñî-îòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû yν,j , j = nν−1 + 1, . . . , nν , è Sg = Sg(ν) �ïåðâàÿ íåíóëåâàÿ ìàòðèöà, ïîðîæäåííàÿ ýòèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Ïóñòü
λ

(l)
g , l = 1, . . . , s � ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû −Sg , ÿâëÿþùèåñÿ

ml -ïðàâèëüíûìè, m1 + · · · + ms = nν − nν−1 , è ïóñòü êàæäàÿ ìàòðèöà Bl(λ, ν)èìååò íîðìàëüíîå ÷èñëî, m̃l = 1 . Òîãäà îïåðàòîð A(ǫ) èìååò s ñïåêòðàëüíûõïàð, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèõ îò ǫ : â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè òî÷êè µν ñóùåñòâóþò s ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ(l)(ν, ǫ) îïåðàòîðà
A(ǫ) , êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû y(l)(ν, ǫ) , ïðè÷åì

λ(l)(ν, ǫ) = µν +

∞
∑

p=g

λ(l)
p (ν)ǫp, y(l)(ν, ǫ) = x

(l)
0 (ν) +

∞
∑

p=1

x(l)
p (ν)ǫp,ãäå x

(l)
0 (ν) = col(yν,nν−1+1, · · · , yν,nν

) · C(l)(0, ν) , C(l)(0, ν) � îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿå-ìûé âåêòîð èç ïðîñòðàíñòâà Ker(Sg + λ
(l)
g E) .Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè òåîðåì ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó

u(2)(t) − ǫ
(

a1(t)u
(1)(t) + (a2(t)u(t)

)

= λu(t), t ∈ (0; 2π), u(t) ∈ W 2
2 (2π),

ar(t) ∈ L2(2π), r = 1, 2.
(7)
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B0 =

d2

dt2
, B = a1(t)

d

dt
+ a2(t), A(ǫ) = B0 − ǫB, D(B0) = D(B) = W 2

2 (2π),

µν = −ν2, ν = 0, 1, 2, . . . ;

n0 = 1, nν = 2 ïðè ν ≥ 1;

ynν−1+1(t) = exp(iνt), ynν
(t) = exp(−iνt) ïðè ν ≥ 1.Ôèêñèðóåì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå µν äëÿ ν ≥ 1 . Îáîçíà÷èâ ÷åðåç [ar]k êîý��è-öèåíòû Ôóðüå �óíêöèè ar(t) , r = 1, 2 , îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû {exp(ikt); k ∈ Z} ,ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà S1 èìååò âèä

S1 =

(

b11 b12

b21 b22

)

,ãäå
b11 = 2π (iν[a1]0 + [a2]0) ,

b12 = 2π (−iν[a1]2ν + [a2]2ν) ,

b21 = 2π (iν[a1]−2ν + [a2]−2ν) ,

b22 = 2π (−iν[a1]0 + [a2]0) .Ïóñòü △ = 4π2
(

(b11 − b22)
2 + 4b12b21

) � äåòåðìèíàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-ãî÷ëåíà ìàòðèöû −S1 .1) Ïóñòü △ 6= 0 . Òîãäà ìàòðèöà −S1 èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-íèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ 1-ïðàâèëüíûìè, à ïîðîæäåííûå èìè ìàòðèöû B(λ) èìåþòíîðìàëüíûå ÷èñëà. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 6, ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð A(ǫ) , ïîðîæ-äåííûé çàäà÷åé (7), èìååò äâå ñïåêòðàëüíûå ïàðû, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèå îò ǫ ,â êîòîðûõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ âîçìóùåíèÿìè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
µν .2) Ïóñòü △ = b12 = b21 = 0 . Òîãäà ìàòðèöà −S1 èìååò îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷å-íèå λ1 , ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êîòîðîãî ðàâíà äâóì. Äëÿ íåãî èìååì

H = H∗ =

(

1 0
0 1

)

,

B(λ) = S2 + λE . ßñíî, ÷òî λ1 ÿâëÿåòñÿ 2-ïðàâèëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåììàòðèöû −S1 è ÷òî B(λ) èìååò íîðìàëüíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó îïåðàòîð A(ǫ) èìååòîäíó ñïåêòðàëüíóþ ïàðó, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùóþ îò ǫ , â êîòîðîé ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå � âîçìóùåíèå µν .3) Ïóñòü △ = 0, b12 · b21 = 0, |b12| + |b21| 6= 0 è ýëåìåíò b
(2)
22 ìàòðèöû S2 íåðàâåí íóëþ.Îòìåòèì, ÷òî

b
(2)
22 = 2π

2π
∫

0

(

a1(t)
d

dt
+ a2(t)

)





∑

|k|6=ν

(

iν[a1]k−ν + [a2]k−ν

k2 − ν2

)

exp(ikt)



 exp(−νt) dt.Â äàííîì ñëó÷àå ó ìàòðèöû −S1 � îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1 , ãåîìåò-ðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êîòîðîãî ðàâíà åäèíèöå. Äëÿ íåãî èìååì: H = col(0 1) ,
H∗ = col(1 0) è B(λ) = (H∗)

∗(S2 + λE)H = b
(2)
22 + λ · 0 . Ïîñêîëüêó b

(2)
22 6= 0 ,òî óðàâíåíèå detB(λ) = 0 íå èìååò ðåøåíèÿ. Çíà÷èò, ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1



150 À.Ì. ÑÈÄÎ�ÎÂÿâëÿåòñÿ 1-íåïðàâèëüíûì. Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷å-ñêè çàâèñÿùèõ îò ǫ ñïåêòðàëüíûõ ïàð (λ(ǫ), y(t, ǫ)) îïåðàòîðà A(ǫ) , â êîòîðûõñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ âîçìóùåíèÿìè µν . Áîëåå òîãî, íå ìîãóò îäíîâðå-ìåííî âûïîëíÿòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà
λ(ǫ) = −ν2 + λ1ǫ + λ2ǫ

2 + o(ǫ2) è ‖B0y(t, ǫ) −
2

∑

p=0

(B0xp)(t)ǫ
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