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ÓÄÊ 519.17 ÎÁ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÌ Ï�ÈÂÅÄÅÍÈÈÌÀÒ�ÈÖÛ ÑÒÎÈÌÎÑÒÅÉÈ.Ô. Áîðõàíîâ, Â.�. ÔàçûëîâÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåäóðà ïðèâåäåíèÿ, èñïîëüçóåìàÿ íåêîòîðûìè ìåòîäàìèîòûñêàíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ è çàäà÷è êîììèâîÿæåðà. Ïðåäëàãàåòñÿïîíÿòèå îïòèìàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû, îáåñïå÷èâàþùåå ìàêñèìóì ñóììû êîíñòàíòïðèâåäåíèÿ, è îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå åãî ñâîéñòâà.Êàê èçâåñòíî, â âåíãåðñêîì àëãîðèòìå äëÿ çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ (ñì., íàïðè-ìåð, [1, 
. 408℄) è â ìåòîäå Ëèòòëà, Ìýðòè, Ñóèíè è Êýðîëë äëÿ çàäà÷è êîììè-âîÿæåðà (ñì., íàïðèìåð, [2, 
. 369℄, [3, 
. 78℄) èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà ïðèâåäåíèÿìàòðèöû ñòîèìîñòåé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèéâû÷èòàíèÿ èç ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû íåêîòîðûõ êîíñòàíò, íàçûâàåìûõ êîíñòàí-òàìè ïðèâåäåíèÿ. Öåëüþ ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû ïðèâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèåíåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû ñòîèìîñòåé, êàæäàÿ ñòðîêà è êàæäûé ñòîëáåö êîòîðîéñîäåðæàò õîòÿ áû îäèí íóëåâîé ýëåìåíò. Ïðè ýòîì ñòîèìîñòü ëþáîãî ðåøåíèÿ èñ-õîäíîé çàäà÷è áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñòîèìîñòè ýòîãî æå ðåøåíèÿ, âû÷èñëåííîãî ïîïðèâåäåííîé ìàòðèöå, ðîâíî íà ñóììó êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ.Îáû÷íî â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ è çàäà÷è êîì-ìèâîÿæåðà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ìàòðèöàìè ñòîèìîñòåé (÷òî ñâÿçàíî ñ ñîäåðæà-òåëüíûì ñìûñëîì çàäà÷), è ðåêîìåíäóåìàÿ ïðîöåäóðà ïðèâåäåíèÿ (ñì. [3, 
. 78℄)çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ñíà÷àëà èç êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû âû÷èòàåòñÿ ìèíè-ìàëüíûé ýëåìåíò ñòðîêè (ïðèâåäåíèå ïî ñòðîêàì), à ïîòîì èç êàæäîãî ñòîëáöàïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû âû÷èòàåòñÿ ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ñòîëáöà (ïðèâåäåíèå ïîñòîëáöàì). Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, âñå êîíñòàíòû ïðèâåäåíèÿ áóäóò íåîòðèöàòåëüíû-ìè.Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñäåëàòü íàîáîðîò: ñíà÷àëà ïðîâåñòè ïðèâåäåíèå ïî ñòîëáöàì,à ïîòîì � ïî ñòðîêàì, òî ðåçóëüòàò (ïðèâåäåííàÿ ìàòðèöà ñòîèìîñòåé è ñóììà êîí-ñòàíò ïðèâåäåíèÿ) ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ äðóãèì, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà ñòîèìîñòåé





2 7 8
2 2 2
1 7 6



 .Îáîçíà÷èì ÷åðåç ri êîíñòàíòó ïðèâåäåíèÿ ïî i-é ñòðîêå, à ÷åðåç cj � êîíñòàíòóïðèâåäåíèÿ ïî j -ìó ñòîëáöó. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ñíà÷àëà ïî ñòðîêàì, àïîòîì ïî ñòîëáöàì, ïîëó÷èì êîíñòàíòû ïðèâåäåíèÿ: r1 = 2 , r2 = 2 , r3 = 1 , c1 =
0 , c2 = 0 , c3 = 0 (èõ ñóììà ðàâíà 5), à ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ñíà÷àëà ïîñòîëáöàì, à ïîòîì ïî ñòðîêàì, ïîëó÷èì êîíñòàíòû ïðèâåäåíèÿ: r1 = 1 , r2 = 0 ,
r3 = 0 , c1 = 1 , c2 = 2 , c3 = 2 (èõ ñóììà ðàâíà 6).



ÎÁ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÌ Ï�ÈÂÅÄÅÍÈÈ ÌÀÒ�ÈÖÛ ÑÒÎÈÌÎÑÒÅÉ 19Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå îïòèìàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ñòîèìîñòåé.Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ñòîèìîñòåé W = (wij) ïîðÿäêà n . Áóäåì ñ÷è-òàòü ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïòèìàëüíûì, åñëè îíî äàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþñóììó êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ êîíñòàíò ïðèâåäå-íèÿ ìàòðèöû W ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà â âèäå ñëåäóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ:
max





n
∑

i=1

ri +
n

∑

j=1

cj



 (1)
ri + cj ≤ wij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n. (2)Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) áóäåì îáîçíà÷àòü êàê r∗ = (r∗1 , . . . , r∗n)è c∗ = (c∗1, . . . , c

∗

n) , à ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðèâåäåííóþ ìàòðèöó � êàê W ′ : w′

ij =
= wij − r∗i − c∗j , i = 1, . . . , n , j = 1, . . . , n .Êàê âèäíî èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è (1), (2), íà êîíñòàíòû ïðèâåäåíèÿ íå íàêëà-äûâàåòñÿ óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè.Äëÿ óêàçàííîãî âûøå ïðèìåðà ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) äàñò ñëåäóþùèå êîí-ñòàíòû ïðèâåäåíèÿ: r∗1 = 2 , r∗2 = −3 , r∗3 = 1 , c∗1 = 0 , c∗2 = 5 , c∗3 = 5 , à èõ ñóììàðàâíà 10.Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ åñòü îòðèöàòåëüíîå ÷èñ-ëî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èñõîäíàÿ ìàòðèöà áûëà íåîòðèöàòåëüíîé, à ìàòðèöà W ′ ,â ñèëó (2), áóäåò íåîòðèöàòåëüíîé.Åñëè æå çàäà÷ó (1), (2) äîïîëíèòü óñëîâèÿìè íåîòðèöàòåëüíîñòè êîíñòàíò ïðè-âåäåíèÿ:

ri ≥ 0, i = 1, . . . , n,

cj ≥ 0, j = 1, . . . , n,òî äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ïîëó÷èì êîíñòàíòû ïðèâåäåíèÿ: r1 = 2 , r2 = 0 , r3 = 1 ,
c1 = 0 , c2 = 2 , c3 = 2 , à èõ ñóììà ðàâíà 7.�àññìîòðèì çàäà÷ó î íàçíà÷åíèÿõ ñ ìàòðèöåé ñòîèìîñòåé W :

min

n
∑

i=1

n
∑

j=1

wijxij , (3)
n

∑

j=1

xij = 1, i = 1, . . . , n, (4)
n

∑

i=1

xij = 1, j = 1, . . . , n, (5)
xij ∈ {0; 1}, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n. (6)Åñëè â çàäà÷å (3)�(6) óñëîâèå (6) çàìåíèòü íà óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ïåðå-ìåííûõ:

xij ≥ 0, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, (7)òî ïîëó÷èòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,â êîòîðîé âñå ïîòðåáíîñòè è âñå ðåñóðñû ðàâíû åäèíèöå, òî åñòü öåëî÷èñëåííûå.Â [2, 
. 173℄ îòìå÷åíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à èìååò öåëî÷èñëåííîåîïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ çàäà÷è (3)�(5), (7) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî óíèìîäóëÿðíîé (ñì. òåîðåìó 8.9 èç [4, 
. 161℄), ýòîîáîñíîâûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.



20 È.Ô. ÁÎ�ÕÀÍÎÂ, Â.�. ÔÀÇÛËÎÂÒåîðåìà 1 [5, 
. 386℄. Åñëè ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû îãðàíè÷åíèéçàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî óíèìîäóëÿðíîé è âåê-òîð ïðàâûõ ÷àñòåé îãðàíè÷åíèé öåëî÷èñëåííûì, òî âñå áàçèñíûå ðåøåíèÿ çàäà÷èëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áóäóò öåëî÷èñëåííûìè.Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò î÷åâèäíîåÑëåäñòâèå. Ëþáîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3)�(6) ÿâëÿåòñÿ îïòè-ìàëüíûì ðåøåíèåì è äëÿ çàäà÷è (3)�(5) , (7) .Òåîðåìà 2. Ïóñòü r∗ , c∗ � îïòèìàëüíûå êîíñòàíòû ïðèâåäåíèÿ ìàòðè-öû W è X∗ = (x∗

ij) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ ñ òîé æåìàòðèöåé ñòîèìîñòåé W . Òîãäà äëÿ ïàð èíäåêñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ x∗

ij = 1 ,âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà: r∗i + c∗j = wij , è ðåøåíèå X∗ ïî ïðèâåäåííîé ìàòðèöå
W ′ èìååò íóëåâóþ ñóììàðíóþ ñòîèìîñòü.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 1, X∗ áóäåò îïòèìàëüíûìðåøåíèåì êàíîíè÷åñêîé çàäà÷è (3)�(5), (7), à òàê êàê r∗ , c∗ ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëü-íûì ðåøåíèåì äâîéñòâåííîé ê íåé çàäà÷è (1), (2), òî èç óñëîâèé äîïîëíÿþùåéíåæåñòêîñòè (ñì. íàïðèìåð, òåîðåìó 7.3 èç [6, 
. 85℄) âûòåêàåò, ÷òî åñëè x∗

ij = 1 ,òî ñîîòâåòñòâóþùåå îãðàíè÷åíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî:
r∗i + c∗j = wij . Ïîýòîìó w′

ij = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü íàçíà÷åíèé
X∗ ïî ìàòðèöå W ′ áóäåò ðàâíà íóëþ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 2 óñèëèâàåò ðåçóëüòàò òåîðåìû èç [7℄.Òåîðåìà 3. Ïóñòü X∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ ñ ìàò-ðèöåé ñòîèìîñòåé W, è r̄ = (r̄1, . . . , r̄n) , c̄ = (c̄1, . . . , c̄n) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìåíåðàâåíñòâ (2) . Âåêòîðû r̄ , c̄ ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè êîíñòàíòàìè ïðèâåäå-íèÿ äëÿ ìàòðèöû W , åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

r̄i + c̄j = wij äëÿ âñåõ ïàð (i, j) , äëÿ êîòîðûõ x∗

ij = 1. (8)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r̄ , c̄ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (8). Òàê êàê X∗ � ðåøå-íèå çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ, òî êîëè÷åñòâî ðàâåíñòâ â ñèñòåìå (8) ðàâíî n . Î÷åâèäíî,÷òî â ñèëó îãðàíè÷åíèé (4)�(6) âñå r̄i , i = 1, . . . , n , è c̄j , j = 1, . . . , n , ïðèñóòñòâóþòâ ñèñòåìå (8) ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Ïîýòîìó, ïðîñóììèðîâàâ ñèñòåìó ðàâåíñòâ (8),ïîëó÷èì:
n

∑

i=1

r̄i +
n

∑

j=1

c̄j =
∑

(i,j): x∗

ij
=1

wij =
n

∑

i=1

n
∑

j=1

wijx
∗

ij .Òåïåðü âèäíî, ÷òî ñóììà êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ r̄ , c̄ ðàâíà ñòîèìîñòè îïòèìàëüíîãîðåøåíèÿ çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ äëÿ ìàòðèöû W . À òàê êàê âåêòîðû r̄ , c̄ óäî-âëåòâîðÿþò (2), òî, â ñèëó äâîéñòâåííîñòè çàäà÷ (3)�(5), (7) è (1), (2), îíè áóäóòîïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.�àññìîòðèì äàëåå çàäà÷ó âûáîðà îïòèìàëüíûõ êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ äëÿ ñèì-ìåòðè÷íûõ ìàòðèö W , îáåñïå÷èâàþùèõ ñèììåòðè÷íîñòü ïðèâåäåííîé ìàòðèöû.Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîïîëíèòü çàäà÷ó (1), (2) îãðàíè÷åíèÿìè:
ri = ci, i = 1, . . . , n. (9)Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (9) è ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû W , çàäà÷ó (1), (2), (9) ìîæíîñâåñòè ê çàäà÷å:

max

n
∑

i=1

ri, (10)
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ri + rj ≤ wij , i = 1, . . . , n, j = i, . . . , n, (11)êîòîðàÿ èìååò âäâîå ìåíüøå ïåðåìåííûõ è ïî÷òè âäâîå ìåíüøå îãðàíè÷åíèé, ÷åìçàäà÷à (1), (2).Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìàòðèöà W ñèììåòðè÷íà, è r∗ , c∗ � îïòèìàëüíîå ðå-øåíèå çàäà÷è (1) , (2) . Òîãäà̄

r =

(

r∗1 + c∗1

2
, . . . ,

r∗n + c∗n

2

)ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (10) , (11) .Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (2) è ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû W , äëÿ ëþáîé ïàðû
i, j ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

r∗i + c∗j ≤ wij , r∗j + c∗i ≤ wij ,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
r∗i + c∗i

2
+

r∗j + c∗j

2
≤ wij .Ïîëîæèâ

c̄ =

(

r∗1 + c∗1
2

, . . . ,
r∗n + c∗n

2

)

,ïîëó÷èì, ÷òî r̄ , c̄ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2), ê òîìó æå óäî-âëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèÿì (9). Ñëåäîâàòåëüíî, r̄ áóäåò îïòèìàëüíûì ðåøåíèåìçàäà÷è (10), (11), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Òåîðåìà 5. Ïóñòü r′ = (r′1, . . . , r
′

n) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (10) , (11) .Åñëè r̄ = r′ , c̄ = r′ , òî r̄ , c̄ áóäåò îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) , (2) .Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 4, åñëè r∗ , c∗ � îïòèìàëüíîå ðåøå-íèå çàäà÷è (1), (2), òî (

r∗1 + c∗1

2
, . . . ,

r∗n + c∗n

2

) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (10),(11). À òàê êàê r′ ïî óñëîâèþ òåîðåìû òîæå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì
n

∑

i=1

r∗i + c∗i
2

=

n
∑

i=1

r′i,òî åñòü
n

∑

i=1

r∗i +
n

∑

j=1

c∗j = 2
n

∑

i=1

r′i =
n

∑

i=1

r̄i +
n

∑

j=1

c̄j . (12)Òåïåðü, òàê êàê r̄ , c̄ , î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2), òîâ ñèëó (12), îíî áóäåò îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2), ÷òî è òðåáîâàëîñüäîêàçàòü.Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïðåäëîæåíî è èçó÷åíî ïîíÿòèå îïòèìàëüíîãî ïðèâå-äåíèÿ ìàòðèöû ñòîèìîñòåé è óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè çàäà÷è î íàçíà-÷åíèÿõ è çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ è ñèììåòðè÷íûõìàòðèö ñòîèìîñòåé. SummaryI.F. Borkhanov, V.R. Fazylov. On the optimal redu
tion of the 
osts matrix.In this paper pro
edure of redu
tion used by some methods of sear
h of the exa
t solutionof assignments problem and problems of the traveling salesman is 
onsidered. The 
on
eptionof optimal redu
tion of the matrix, providing a maximum of the sum of redu
tion 
onstants iso�ered and its some properties are dis
ussed.
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