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Îáîçíà÷åíèÿ

card M � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M (ìîùíîñòü, èëè êàðäè-
íàëüíîå ÷èñëî ìíîæåñòâà).

Çàïèñü âèäà i = 1 : n îçíà÷àåò, ÷òî èíäåêñ i ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ
îò 1 äî n.

Rm � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ (ñòîëáöîâ) âèäà x = (x1, x2, . . . , xm)′

(çíà÷îê ′ îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå). Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ êîîð-
äèíàòû áóäóò íóìåðîâàòüñÿ ñ íóëÿ. Â ëþáîì ñëó÷àå ïàðàìåòð m áó-
äåò óêàçûâàòü íà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ. Íà ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå âåêòîðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå p-íîðìû äëÿ
p ∈ [1,∞]:

‖x‖p =

(
m∑

i=1

|xi|p
)1/p

äëÿ p ∈ [1,∞), ‖x‖∞ = max
i=1:m

|xi|.

Pn = Pn(a, b) � ïðîñòðàíñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè
íå âûøå n íà èíòåðâàëå (a, b), ò.å. ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà

p(x) =
n∑

j=0

ajx
j,

ãäå a ∈ Rn+1 � ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé âåêòîð êîýôôèöèåí-
òîâ ïîëèíîìà. Ïðîñòðàíñòâî Pn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì êîíå÷íîìåðíûì
ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n + 1, dimPn = n + 1.

C[a, b] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé, íà-
äåëåííîå íîðìîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

‖f‖∞,[a,b] = max
x∈[a,b]

|f(x)|.

Åñëè îòðåçîê [a, b] ïîäðàçóìåâàåòñÿ èç êîíòåêñòà, òî îí áóäåò îïóñ-
êàòüñÿ â îáîçíà÷åíèè íîðìû: ‖f‖∞,[a,b] = ‖f‖∞.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî m ÷åðåç Cm[a, b] îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî m
ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé.

Äëÿ èíòåãðèðóåìîé íà èíòåðâàëå (a, b) ïî÷òè âñþäó ïîëîæèòåëü-
íîé ôóíêöèè ρ(x) ÷åðåç L2,ρ(a, b) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ãèëüáåðòîâî ïðî-
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ñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖f‖2,ρ =




b∫

a

ρ(x)f 2(x) dx




1/2

,

êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g)ρ =

b∫

a

ρ(x)f(x)g(x) dx.

Åñëè ρ(x) ≡ 1, òî â îáîçíà÷åíèÿõ ρ îïóñêàåòñÿ.



Ãëàâà 1
Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé

1. Èíòåðïîëÿöèÿ Ëàãðàíæà

Â ýòîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà
Ëàãðàíæà, ïðèâîäÿòñÿ ðàçíûå ôîðìû åãî çàïèñè è ñïîñîáû âû÷èñëå-
íèÿ. Óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ëàãðàíæåâîé èíòåðïîëÿ-
öèè ïðè ðàçëè÷íûõ íàáîðàõ óçëîâ èíòåðïîëÿöèè.

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Áàçèñ Ëàãðàíæà è åãî ñâîéñòâà

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî Ωn ⊂ [a, b], ñîñòîÿùåå èç n+1 ðàçëè÷íûõ
òî÷åê Ωn = {x0, x1, . . . , xn}, êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì
èëè ñåòêîé óçëîâ ëàãðàíæåâîé èíòåðïîëÿöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Ëàãðàíæà
äëÿ çàäàííîãî íàáîðà çíà÷åíèé fi (i = 0 : n), â óçëàõ Ωn íàçûâàþò
òàêîé ïîëèíîì Ln ∈ Pn, ÷òî

Ln(xi) = fi ∀i = 0 : n. (1.1)

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå çíà÷åíèé fi áåðóòñÿ çíà÷åíèÿ íåêî-
òîðîé ôóíêöèè f(x) â óçëàõ Ωn, ò.å. fi = f(xi). Òîãäà óìåñòíî ñòà-
âèòü âîïðîñ î áëèçîñòè f(x) è Ln(x), èëè î ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿ-
öèè f(x)− Ln(x) íà íåêîòîðîì îòðåçêå. Íà ïðîöåäóðó èíòåðïîëÿöèè
â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ïðèáëèæåíèå áîëåå ñëîæíîãî
îáúåêòà, íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x), áîëåå ïðîñòûì � åå èíòåðïîëÿ-
öèîííûì ïîëèíîìîì. Ýòî èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ïîñòðîåíèè
óäîáíûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôîðìóë ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ
ïîìîùüþ çàìåíû ïðîèçâîäíîé f ′(x) íà ïðîèçâîäíóþ L′n(x), è ÷èñ-

ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, êîãäà èíòåãðàë
∫ b

a

f(x) dx ïðèáëèæàåòñÿ

èíòåãðàëîì
∫ b

a

Ln(x) dx.
Â äðóãèõ ñèòóàöèÿõ èíòåðïîëÿöèÿ ÷àñòî âûñòóïàåò êàê ïðîöå-

äóðà ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ëèøü ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â
òî÷êàõ Ωn, íà áîëåå øèðîêîå ìíîæåñòâî, íàïðèìåð, íà âñå R. Ïðè
ýòîì, åñëè èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ln(x) âû÷èñëÿåòñÿ â òî÷êàõ
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x âíå îòðåçêà [xmin, xmax], ãäå xmin = min Ωn, xmax = max Ωn, òî,
æåëàÿ ïîä÷åðêíóòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, óïîòðåáëÿþò òåðìèí ýêñòðà-
ïîëÿöèÿ.

Ìû ïîêàæåì íèæå, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ln óñëîâè-
åì (1.1) îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì è äàäèì ôîðìóëû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ýòîãî ïîëèíîìà â ëþáûõ òî÷êàõ. Îäèí èç ñïî-
ñîáîâ âû÷èñëåíèÿ Ln(x) ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè ýòîãî ïîëèíîìà â
âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïîëèíîìîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Áàçèñîì Ëàãðàíæà äëÿ íàáîðà óçëîâ Ωn íà-
çûâàåòñÿ ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ

ϕi(x) = ci

n∏

j=0,j 6=i

(x− xj), ãäå ci =
1

n∏
j=0,j 6=i

(xi − xj)
, i = 0 : n. (1.2)

Figures/BLagr3.eps Figures/BLagr4.eps

Ðèñ. 1. Áàçèñíûå ôóíêöèè Ëàãðàíæà äëÿ n = 2 è n = 3.

Íà ðèñ.1 ïîêàçàíû ãðàôèêè áàçèñíûõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà äëÿ 3-
õ è 4-õ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ óçëîâ íà îòðåçêå [−1, 1], Ω2 =
{±1, 0} è Ω3 = {±1, ±1

3} ñîîòâåòñòâåííî.
Íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé èç ϕi(x) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëèíîìîì â òî÷íîñòè ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì
(ò.å. êîýôôèöèåíòîì ïðè xn) ci. Íóëÿìè ïîëèíîìà ñ íîìåðîì i ÿâ-
ëÿþòñÿ óçëû ñ íîìåðàìè, îòëè÷íûìè îò i, ò.å. ìíîæåñòâî Ωn \ {xi}.
Êðîìå òîãî, êîýôôèöèåíò ci ïîäîáðàí òàê, ÷òî ϕi(xi) = 1. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëèíîìû ϕi ∈ Pn îáëàäàþò ñëåäóþùèìè çàìå÷àòåëüíûìè
ñâîéñòâàìè:

ϕi(xj) = δij ∀i, j = 0 : n. (1.3)
Èç ýòîãî ñëåäóåò
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Ëåììà 1.1. Ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ (1.2) îáðàçóåò áàçèñ ïðî-
ñòðàíñòâà Pn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò ëè-
íåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó, ïîñêîëüêó íè îäíó èç ôóíêöèé ϕi íåëüçÿ
ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ

ϕi(x) =
∑

j 6=i

yjϕj(x),

òàê êàê ïðè ïîäñòàíîâêå â ýòî ïðåäñòàâëåíèå x = xi ìû ïîëó÷èì â ñè-
ëó (1.3) àáñóðäíîå ðàâåíñòâî 1 = 0. À ïîñêîëüêó ÷èñëî ýòèõ ôóíêöèé
ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà dimPn = n+1, òî ìíîæåñòâî
{ϕi}i=0:n ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Pn. ¤

Òåïåðü ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïóíêòà
Òåîðåìà 1.1. Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà, óäîâëå-

òâîðÿþùèé (1.1), îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì è ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ôóíêöèé
Ëàãðàíæà:

Ln(x) =
n∑

i=0

fiϕi(x) ∀x ∈ R. (1.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî èñêîìûé ïîëèíîì
Ln èç (1.1) ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå íåêîòî-
ðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

Ln(x) =
n∑

i=0

yiϕi(x).

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî óçëû xj è ó÷èòûâàÿ
ñâîéñòâî (1.3), ïîëó÷èì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè yj = fj. ¤

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïîëèíîì, âû÷èñëÿåìûé ïî ôîðìóëå (1.4) íà-
çûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì, çàïèñàííûì â ôîðìå Ëà-
ãðàíæà.

Çàìå÷àíèå 1.1. Íà ôîðìóëó (1.4) ïîëåçíî ñìîòðåòü òàêæå, êàê íà ôîðìóëó ðàç-
ëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà Ln ∈ Pn ïî áàçèñó Ëàãðàíæà; ïðè ýòîì êîýôôèöèåí-
òàìè ðàçëîæåíèÿ âûñòóïàþò çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà fi = Ln(xi) â óçëàõ Ωn.

Çàìå÷àíèå 1.2. Îäíó è òó æå ôóíêöèþ ìîæíî âû÷èñëÿòü, èñïîëüçóÿ ñóùåñòâåí-
íî ðàçëè÷àþùèåñÿ ôîðìóëû. Íàïðèìåð, ïîëèíîì Ln ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ln(x) =
n∑

i=0

zix
i.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â (1.1), ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó Az = f ëèíåéíûõ îòíîñè-
òåëüíî zi àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà Aij = xj

i , i, j = 0 : n.
Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû íà êîìïüþòåðå äàæå ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ ñòåïåíÿõ n
ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó èñêàæåíèþ ðåçóëüòàòà èç-çà îøèáîê îêðóãëåíèÿ ïðè
âû÷èñëåíèÿõ.

Çàìå÷àíèå 1.3. Íèæå áóäóò äàíû äðóãèå óïîòðåáèòåëüíûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ
Ln(x). Âûáîð ïîäõîäÿùåé ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ íå âñåãäà îäíîçíà÷åí è â êàæäîì
êîíêðåòíîì ñëó÷àå ìîæåò çàâèñåòü îò ìíîãèõ ôàêòîðîâ: îò ñòåïåíè n, îò âçàèìíîãî
ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâ Ωn, îò êîëè÷åñòâà òî÷åê x, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü Ln(x),
îò êîëè÷åñòâà íàáîðîâ f , äëÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå èì èí-
òåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû, è ò.ï.

Èç ôîðìóëû (1.4) ìîæíî èçâëå÷ü íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ñëåäñòâèé.
Âçÿâ â êà÷åñòâå èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè ïîëèíîì f(x) = xm, ãäå
m ∈ {0, 1, . . . , n}, è âû÷èñëèâ fi = f(xi) = xm

i , ìû ïîëó÷èì
n∑

i=0

xm
i ϕi(x) = xm ∀x ∈ R. (1.5)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî òîæäåñòâî ïî x, áóäåì èìåòü äëÿ m = 0, 1, . . . , n

n∑

i=0

xm
i ϕ′i(x) = mxm−1 ∀x ∈ R,

â ÷àñòíîñòè, ïðè m = 0 ïîëó÷àþòñÿ òîæäåñòâà
n∑

i=0

ϕi(x) = 1 è
n∑

i=0

ϕ′i(x) = 0 ∀x ∈ R.

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ è äëÿ ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñî-
êîãî ïîðÿäêà.

1.2. Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì â áàðèöåíòðè÷åñêîé ôîðìå

Åñëè ââåñòè ïîëèíîì n + 1-îé ñòåïåíè ωn+1(x) =
n∏

j=0
(x − xj), òî

ìîæíî çàïèñàòü äëÿ x 6= xi

ϕi(x) = ci
ωn+1(x)

x− xi
.

Ïîýòîìó ôîðìóëó (1.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Ln(x) = ωn+1(x)
n∑

i=0

cifi

x− xi
.



1. Èíòåðïîëÿöèÿ Ëàãðàíæà 13

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (1.5) äëÿ m = 0 èìååì 1 = ωn+1(x)
n∑

i=0

ci

x−xi
.

Ïîäåëèâ îäíî ðàçëîæåíèå íà äðóãîå, ïîëó÷èì

Ln(x) =

n∑
i=0

cifi

x−xi

n∑
i=0

ci

x−xi

∀x ∈ R \ Ωn. (1.6)

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêîé ôîðìîé èíòåðïî-
ëÿöèîííîãî ïîëèíîìà. Íåñìîòðÿ íà ñâîé çàìûñëîâàòûé âèä (â ëåâîé
÷àñòè ôîðìóëû � ïîëèíîì, ñïðàâà � ðàöèîíàëüíàÿ ïî ñâîåé ôîðìå
ôóíêöèÿ), ýòîò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ áîëåå ýêîíîìè÷åí è óñòîé÷èâ ê
îøèáêàì îêðóãëåíèÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ôîðìîé Ëàãðàíæà (1.4), ïî-
ñêîëüêó íå òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ âñåõ áàçèñíûõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà
ϕi(x) â çàäàííûõ òî÷êàõ. Ïîíÿòíî, ÷òî ïåðåä âû÷èñëåíèåì Ln(x) íà
çàäàííîì ìíîæåñòâå òî÷åê x ∈ X â áàðèöåíòðè÷åñêîé ôîðìå èëè â
ôîðìå Ëàãðàíæà, ïðåäâàðèòåëüíî ñëåäóåò âû÷èñëèòü íîðìèðóþùèå
ìíîæèòåëè ci.

1.3. Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì â ôîðìå Íüþòîíà. Ðàçäåëåííûå
ðàçíîñòè

Äëÿ ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà èñ-
ïîëüçóþò è äðóãèå íàáîðû áàçèñíûõ ôóíêöèé. Óñòàíîâèì îáùåå ñâîé-
ñòâî ñåìåéñòâà ïîëèíîìîâ îáðàçîâûâàòü áàçèñ.

Òåîðåìà 1.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ Ψ =
{ψj ∈ Pn : j = 0 : n} áûëî áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Pn, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà A, ñîñòàâëåííàÿ èç êîýôôèöèåíòîâ

aij = ψj(xi) äëÿ i, j = 0 : n, (1.7)
áûëà íåâûðîæäåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå
óòâåðæäåíèþ, ò.å. ÷òî ìàòðèöà (1.7) âûðîæäåíà. Òîãäà, êàê èçâåñòíî,
ýòî ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ y ∈ Rn+1 \
{0} îäíîðîäíîé ñèñòåìû Ay = 0. Îïðåäåëèì ïîëèíîì

p(x) =
n∑

j=0

yjψj(x).

Ðàâåíñòâî Ay = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî íóëåé ïîëèíîìà n-îé
ñòåïåíè p(x) ñîñòîèò èç n + 1 òî÷êè Ωn, ÷òî âîçìîæíî ëèøü, åñëè
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p(x) ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ïîëèíîìîâ
Ψ = {ψj ∈ Pn : j = 0 : n}

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé è íå îáðàçóåò áàçèñ. Ïîëó÷åííîå ïðîòè-
âîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå â ÷àñòè íåîáõîäèìîñòè.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà ïîëèíîìîâ {ψj ∈ Pn : j = 0 :
n} òàêîâà, ÷òî ìàòðèöà (1.7) íåâûðîæäåíà. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé
ïîëèíîì Ln ∈ Pn è âû÷èñëèì âåêòîð-ñòîëáåö f ∈ Rn+1 çíà÷åíèé
ýòîãî ïîëèíîìà â óçëàõ Ωn : fi = Ln(xi), i = 0 : n. Òîãäà ñèñòåìà
óðàâíåíèé Ay = f áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y ∈ Rn+1. Äëÿ
ïîëèíîìà

p(x) =
n∑

j=0

yjψj(x).

ðàâåíñòâî Ay = f ðàâíîñèëüíî p(xi) = fi = Ln(xi) äëÿ âñåõ i = 0 : n,
ò.å. äâà ïîëèíîìà ñòåïåíè n p(x) è Ln(x) ñîâïàäàþò â n+1 ðàçëè÷íîé
òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ñîâïàäàþò âñþäó è

Ln(x) =
n∑

j=0

ψj(x).

Èòàê, ëþáîé ïîëèíîì Ln ∈ Pn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè ñèñòåìû {ψj ∈ Pn : j = 0 : n}, à çíà÷èò îíà ÿâëÿåòñÿ
áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Pn. ¤

Ñâÿæåì ñ ñåòêîé Ωn ñëåäóþùèé íàáîð ïîëèíîìîâ: ω0(x) =
1, ω1(x) = x− x0, è âîîáùå,

ωj(x) =

j−1∏

k=0

(x− xk), j = 0, 1, . . . , n. (1.8)

Î÷åâèäíî, ìàòðèöà (1.7) äëÿ ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íèæíåòðåóãîëü-
íîé, ïðè÷åì ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè

aii =
i−1∏

k=0

(xi − xk) 6= 0,

à ïîòîìó det A =
∏

i aii 6= 0. Ïî òåîðåìå, ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ (1.8)
ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Pn, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è
(1.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

Ln(x) =
n∑

j=0

yjωj(x). (1.9)
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Êîýôôèöèåíòû yj â ýòîì ðàçëîæåíèè íîñÿò ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå
� ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè, è ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî çíà÷åíèÿì f
ðåêóððåíòíî.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Çíà÷åíèÿ f0 = f(x0), f1 = f(x1), . . . , fn =
f(xn) íàçûâàþòñÿ ðàçäåëåííûìè ðàçíîñòÿìè íóëåâîãî ïîðÿäêà. Ðàç-
äåëåííûìè ðàçíîñòÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà f(xi, xj), i 6= j, íàçûâàþòñÿ
âåëè÷èíû

f(xi, xj) =
f(xj)− f(xi)

xj − xi
.

Äàëåå, åñëè îïðåäåëåíû ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè k-ãî ïîðÿäêà (k < n),
òî ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ k+1-ãî ïîðÿäêà äëÿ íàáîðà èç k+2 ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ óçëîâ {z0, z1, . . . , zk+1} ⊂ Ωn íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

f(z0, z1, . . . , zk+1) =
f(z1, z2, . . . , zk+1)− f(z0, z1, . . . , zk)

zk+1 − z0
.

Òåîðåìà 1.3. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f(z0, z1, . . . , zk) =
k∑

j=0

f(zj)
k∏

l=0,l 6=j

(zj − zl)

.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî k. Ïðè k = 0 ôîðìóëà
ïðåâðàùàåòñÿ â òðèâèàëüíîå òîæäåñòâî f(z0) = f(z0). Ïóñòü óòâåð-
æäåíèå âåðíî äî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà k > 0. Äîêàæåì ôîðìóëó äëÿ
k + 1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè k + 1-ãî ïîðÿäêà
è ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

(zk+1 − z0)f(z0, z1, . . . , zk+1) = f(z1, z2, . . . , zk+1)− f(z0, z1, . . . , zk)

=
k+1∑

j=1

f(zj)
k+1∏

l=1,l 6=j

(zj − zl)

−
k∑

j=0

f(zj)
k∏

l=0,l 6=j

(zj − zl)

=
f(zk+1)

k∏
l=1

(zk+1 − zl)

− f(z0)
k∏

l=1
(z0 − zl)

+
k∑

j=1

f(zj)




1
k+1∏

l=1,l 6=j

(zj − zl)

− 1
k∏

l=0,l 6=j

(zj − zl)


 .
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
1

k+1∏
l=1,l 6=j

(zj − zl)

− 1
k∏

l=0,l 6=j

(zj − zl)

=
zk+1 − z0

k+1∏
l=0,l 6=j

(zj − zl)

,

òî ïîñëå äåëåíèÿ íà ðàçíîñòü zk+1 − z0, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî èç
ðàâåíñòâ âûïèñàííûõ âûøå

f(z0, z1, . . . , zk+1) =
f(z0)

k+1∏
l=1

(z0 − zl)

+
f(zk+1)

k∏
l=0

(zk+1 − zl)

+
k∑

j=1

f(zj)
k+1∏

l=0,l 6=j

(zj − zl)

=
k+1∑
j=0

f(zj)
k+1∏

l=0,l 6=j

(zj − zl)

.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà âåðíà è äëÿ ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè ïîðÿäêà
k + 1. ¤

Ñëåäñòâèå 1.1. Ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé ñâîèõ àðãóìåíòîâ, ò.å. çíà÷åíèå ðàçäåëåííîé ðàçíî-
ñòè íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå åå àðãóìåíòîâ.

Ýòî ñðàçó âûòåêàåò èç òåîðåìû, ïîñêîëüêó ïðè ïåðåñòàíîâêå àð-
ãóìåíòîâ ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè èçìåíèòñÿ ëèøü ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ
ñëàãàåìûõ â ñóììå è ñîìíîæèòåëåé â ïðîèçâåäåíèè.

Òåîðåìà 1.4. Â ôîðìóëå (1.9) êîýôôèöèåíòû yj ÿâëÿþòñÿ ðàç-
äåëåííûìè ðàçíîñòÿìè yj = f(x0, x1, . . . , xj). Òàêèì îáðàçîì,

Ln(x) = f(x0) + f(x0, x1)ω1(x) + . . . + f(x0, x1, . . . , xn)ωn(x). (1.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-
öèè. Ïðè n = 0 óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó L0(x) = f(x0) =
y0ω0(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äî íåêîòîðîé ñòåïåíè
n − 1 > 0 âêëþ÷èòåëüíî è äîêàæåì åãî äëÿ n. Ïîñêîëüêó Ln(x) =
Ln−1(x)+ynωn(x), òî íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî yn = f(x0, x1, . . . , xn). Çàìå-
òèì, ÷òî yn åñòü ñòàðøèé êîýôôèöèåíò èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà
Ln (êîýôôèöèåíò ïðè xn). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîé áàçèñíîé
ôóíêöèè Ëàãðàíæà ϕi ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ÿâëÿåòñÿ ci. Ïîýòîìó
èç ðàçëîæåíèÿ (1.4)

yn =
n∑

j=0

fjcj =
n∑

j=0

f(xj)
n∏

l=0,l 6=j

(xj − xl)
= f(x0, x1, . . . , xn)
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ïî ôîðìóëå òåîðåìû 1.3. ¤
Ïðåäñòàâëåíèå (1.10) íàçûâàåòñÿ ôîðìîé Íüþòîíà èíòåðïîëÿ-

öèîííîãî ïîëèíîìà. Ýòîò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ óäîáåí, íàïðèìåð, â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà óçëû èíòåðïîëÿöèè xj è çíà÷åíèÿ f(xj) îäèí
çà äðóãèì ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿþòñÿ â õîäå âû÷èñëåíèé, ïî-
ñêîëüêó ïðè òàêîé ôîðìå çàïèñè ïîëèíîì Lj(x) âûðàæàåòñÿ â âè-
äå Lj(x) = Lj−1(x) + yjωj(x), à êîýôôèöèåíò yj = f(x0, x1, . . . , xj)
ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî íàéäåííûì ðàíåå ðàçäåëåííûì ðàçíî-
ñòÿì f(xj−1), f(xj−2, xj−1), . . . , f(x0, x1, . . . , xj−1) ïîñëåäîâàòåëüíûì
âû÷èñëåíèåì íîâûõ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé

f(xj), f(xj−1, xj), f(xj−2, xj−1, xj), . . . , f(x0, x1, . . . , xj).

Ýòîò ìàññèâ çíà÷åíèé õðàíèòñÿ äëÿ ïîñëåäóþùåé ãåíåðàöèè Lj+1(x),
è ò.ä.

1.4. Ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè Ëàãðàíæà

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(x) � íåêîòîðàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [a, b] è Ln(x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì, ñîâ-
ïàäàþùèé ñ f â óçëàõ Ωn ⊂ [a, b]. Ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè � ýòî
ðàçíîñòü f(x)− Ln(x). Ïî ïîñòðîåíèþ, îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷-
êàõ Ωn, íî íàñêîëüêî îíà áëèçêà ê íóëþ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ îòðåçêà
[a, b]? Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà ïîãðåøíîñòè èñïîëüçóþò ðàçëè÷-
íûå ñïîñîáû èçìåðåíèÿ îòêëîíåíèÿ (èëè "ðàññòîÿíèÿ") îäíîé ôóíê-
öèè îò äðóãîé, íàïðèìåð, ÷àñòî èñïîëüçóþò äëÿ ýòèõ öåëåé ðàâíî-
ìåðíóþ íîðìó.

1.4.1. Ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåøíîñòè ÷åðåç ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ [a, b]\Ωn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ln+1 èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì, ñîâïàäàþùèé ñ f â òî÷êàõ Ωn∪{x}.
Â ñèëó (1.10) f(x) = Ln+1(x) = Ln(x) + f(x0, x1, . . . , xn, x)ωn+1(x),
îòêóäà

f(x)− Ln(x) = f(x0, x1, . . . , xn, x)ωn+1(x) ∀x ∈ [a, b] \ Ωn. (1.11)

Êàê èç îïðåäåëåíèÿ ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè, òàê è íåïîñðåäñòâåííî èç
(1.11) ñëåäóåò, ÷òî åñëè íåïðåðûâíà íà [a, b] ôóíêöèÿ f , òî ðàçäåëåí-
íàÿ ðàçíîñòü f(x0, x1, . . . , xn, x) êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x òàêæå áó-
äåò íåïðåðûâíà â òî÷êàõ [a, b]\Ωn. Áóäåò ëè ñîõðàíÿòü íåïðåðûâíîñòü
ýòà ôóíêöèÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç óçëû Ωn? Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî
ëè ïðîäîëæèòü ýòó ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü äî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
íà âñåì îòðåçêå [a, b]? Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 1.5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â óçëå xi ∈ Ωn ñóùåñòâîâàë
êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→xi

f(x0, x1, . . . , xn, x), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû f áûëà äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå. Åñëè ýòî óñëîâèå
âûïîëíåíî, òî lim

x→xi

f(x0, x1, . . . , xn, x) = ci(f
′(xi) − L′n(xi)). Ñëåäîâà-

òåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå
[a, b], òî íà ýòîì îòðåçêå f(x0, x1, . . . , xn, x) íåïðåðûâíà êàê ôóíê-
öèÿ ïåðåìåííîé x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç (1.11):

lim
x→xi

f(x0, x1, . . . , xn, x) = lim
x→xi

f(x)− Ln(x)

ωn+1(x)

=
1∏

j 6=i

(xi − xj)
lim
x→xi

f(x)− Ln(x)

x− xi
= ci(f

′(xi)− L′n(xi)).

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå áûëî èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî f(xi) = Ln(xi).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ýòà òåîðåìà äàåò óñëîâèÿ äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ ðàçäå-
ëåííûõ ðàçíîñòåé ñ êðàòíûìè (ïîâòîðÿþùèìèñÿ) óçëàìè, à èìåííî,
êðàòíîñòè 2. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé ãëàäêîñòè ôóíêöèè f ïîíÿòíî,
êàê îïðåäåëÿþòñÿ ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè ñ óçëàìè êðàòíîñòè áîëåå
âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Èç âûêëàäîê âûøå, íàïðèìåð, ïîëó÷èì äëÿ n = 1

f(x0, x0, x0) = f ′′(x0)
2 êàê ïðåäåë f(x0, y, x) ïðè x, y → x0. Ñ ó÷åòîì

ñêàçàííîãî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1.6. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà

íà îòðåçêå [a, b], òî íà ýòîì îòðåçêå ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè Ëàãðàíæà

f(x)− Ln(x) = f(x0, x1, . . . , xn, x)ωn+1(x) ∀x ∈ [a, b].

1.4.2. Ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåøíîñòè ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ïîëó÷èì äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåøíî-
ñòè èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè.
Äîêàæåì ñíà÷àëà ëåììó.

Ëåììà 1.2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
íà îòðåçêå [a, b] è èìååò íà ýòîì îòðåçêå m íóëåé (m > 2), òî åå
ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) èìååò íà ýòîì æå îòðåçêå m − 1 íóëåé, ðàñïî-
ëîæåííûõ ìåæäó íóëÿìè f(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a 6 z1 < z2 < . . . < zm 6 b, f(zi) =
0, i = 1, 2, . . . , m. Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî i = 1 : m − 1 çíà÷åíèÿ
f(zi) = f(zi+1) = 0, òî ïî òåîðåìå Ðîëëÿ íà èíòåðâàëå (zi, zi+1) íàé-
äåòñÿ òî÷êà wi ∈ (zi, zi+1), â êîòîðîé f ′(wi) = 0. ¤

Òåîðåìà 1.7. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) n + 1 ðàç íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], òî â ëþáîé òî÷êå x ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå

f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξx)

(n + 1)!
ωn+1(x), (1.12)

ãäå ξx ∈ (a, b) � íåêîòîðàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ ìåæäó òî÷êàìè ìíî-
æåñòâà Ωn ∪ {x}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ Ωn, òî ðàâåíñòâî (1.12) ïðåâðà-
òèòñÿ â òðèâèàëüíîå òîæäåñòâî 0 = 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè ξx ∈ [a, b],
â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âçÿòü ξx = x. Äëÿ x 6∈ Ωn íà îòðåçêå [a, b] ðàñ-
ñìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ g(t) = f(t) − Ln(t) − cωn+1(t)
ïåðåìåííîé t, ãäå

c =
f(x)− Ln(x)

ωn+1(x)
.

Òîãäà g(t) îáðàùàåòñÿ â íóëü â n + 2 òî÷êàõ ìíîæåñòâà Ωn ∪ {x}. Ïî
ëåììå 1.2 åå ïðîèçâîäíàÿ g′(t) èìååò n+1 íóëåé, ðàñïîëîæåííûõ ìåæ-
äó òî÷êàìè ìíîæåñòâà Ωn ∪ {x}. Ïî ýòîé æå ëåììå âòîðàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ g′′(t) èìååò n íóëåé, íàõîäÿùèõñÿ ìåæäó íóëÿìè g′(t), à çíà÷èò è
ìåæäó òî÷êàìè Ωn∪{x}. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà òî÷êà ξx ìåæäó Ωn ∪ {x}, ÷òî ïðî-
èçâîäíàÿ g(n+1)(ξx) = 0. Òàê êàê L

(n+1)
n (ξx) = 0 è ω

(n+1)
n+1 (ξx) = (n+1)!,

òî îòñþäà è èç âûáîðà c ñëåäóåò ðàâåíñòâî (1.12). ¤
Èç òåîðåì 1.6, 1.7 ñëåäóåò, ìåæäó ïðî÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈

[a, b]

f(x0, x1, . . . , xn, x) =
f (n+1)(ξx)

(n + 1)!
,

ãäå ξx � òî÷êà èç òåîðåìû 1.7. Ïðèâëåêàÿ ñþäà åùå òåîðåìó 1.5, ïî-
ëó÷àåì ñëåäóþùèé íåìàëîâàæíûé è íåî÷åâèäíûé (ââèäó íåîäíîçíà÷-
íîñòè âûáîðà ξx) ôàêò:

Ñëåäñòâèå 1.2. Â êîíòåêñòå òåîðåìû 1.7 ôóíêöèþ x →
f (n+1)(ξx) ìîæíî íåïðåðûâíî ïðîäîëæèòü ñ [a, b] \Ωn íà âåñü îòðå-
çîê [a, b].
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Èç (1.12) ïîëó÷àþòñÿ ïîòî÷å÷íàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿ-
öèè

|f(x)− Ln(x)| 6 ‖f (n+1)‖∞
(n + 1)!

|ωn+1(x)| ∀x ∈ [a, b] (1.13)

è îöåíêà â ðàâíîìåðíîé íîðìå

‖f − Ln‖∞,[a,b] 6
‖f (n+1)‖∞,[a,b]

(n + 1)!
‖ωn+1‖∞,[a,b]. (1.14)

Ïîâåäåíèå âåëè÷èíû ‖ωn+1‖∞ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàñ-
ïîëîæåíèÿ óçëîâ èíòåðïîëÿöèè Ωn. Îäíàêî ïðîñòîé îöåíêîé ýòîé
íîðìû â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà óçëîâ Ωn â ñèëó íåðàâåíñòâà
|x− xi| 6 b− a äëÿ x ∈ [a, b] ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ:

‖ωn+1‖∞,[a,b] 6 (b− a)n+1,

îòêóäà ïîëó÷èì

‖f − Ln‖∞,[a,b] 6
‖f (n+1)‖∞,[a,b]

(n + 1)!
(b− a)n+1. (1.15)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ îáùàÿ îöåíêà äëÿ ïðîèçâîäíûõ.
Òåîðåìà 1.8. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) n + 1 ðàç íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], òî èìåþò ìåñòî îöåíêè ïðîèçâîäíûõ

‖f (k) − L(k)
n ‖∞,[a,b] 6

‖f (n+1)‖∞,[a,b]

(n + 1− k)!
(b− a)n+1−k äëÿ k = 0 : n. (1.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ k = 0 îöåíêà äîêàçàíà âûøå. Äîêàæåì
äëÿ k = 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî óçëû èí-
òåðïîëÿöèè Ωn çàíóìåðîâàíû ïî âîçðàñòàíèþ: a 6 x0 < x1 < . . . xn 6
b. Òàê êàê äëÿ ðàçíîñòè r(x) = f(x) − Ln(x) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
r(xi−1) = r(xi) = 0, i = 1 : n, òî ïî òåîðåìå Ðîëëÿ íàéäóòñÿ òî÷êè
zi ∈ (xi−1, xi) òàêèå, ÷òî

r′(zi) = f ′(zi)− L′n(zi) = 0, i = 1 : n.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëèíîì L′n(x) ñòåïåíè n−1 ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöè-
îííûì ïîëèíîìîì Ëàãðàíæà äëÿ ïðîèçâîäíîé f ′(x) ñ óçëàìè èíòåð-
ïîëÿöèè zi, i = 1 : n. Ïðèìåíÿÿ îáùóþ îöåíêó (1.15) ñ çàìåíîé ÷èñëà
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óçëîâ èíòåðïîëÿöèè n + 1 íà n è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿä-
êà n äëÿ èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè f ′(x) ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäíîé
f (n+1)(x), ïîëó÷èì

‖f ′ − L′n‖∞,[a,b] 6
‖f (n+1)‖∞,[a,b]

n!
(b− a)n.

Ýòî äîêàçûâàåò îöåíêó (1.16) äëÿ k = 1. Äàëåå, ïîâòîðÿÿ òåïåðü
ðîâíî òå æå ðàññóæäåíèÿ, íî óæå äëÿ ðàçíîñòè r′(x) = f ′(x)−L′n(x),
ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ r′′(x) ñ ïîíèæåíèåì ïîðÿäêà n äî n− 1:

‖f ′′ − L′′n‖∞,[a,b] 6
‖f (n+1)‖∞,[a,b]

(n− 1)!
(b− a)n−1,

÷òî äîêàçûâàåò îöåíêó (1.16) äëÿ k = 2, è ò.ä. ¤

1.4.3. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè Ëàãðàíæà â ñëó÷àå
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óçëîâ

Ïóñòü xi = a + ih, i = 0 : n, ãäå øàã ñåòêè h =
b− a

n
. Òàêèì

îáðàçîì, óçëû èíòåðïîëÿöèè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî îòðåçêó
[a, b] ñ øàãîì h. Îöåíèì â ýòîì ñëó÷àå ‖ωn+1‖∞. Äëÿ i = 1 : n ââåäåì
îáîçíà÷åíèå ei = [xi−1, xi].

Ëåììà 1.3. Äëÿ çíà÷åíèé x ∈ ei = [xi−1, xi] ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|ωn+1(x)| 6 i!(n + 1− i)!

4
hn+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ x ∈ [xi−1, xi]

|x− xi−1| |x− xi| 6 h2

4
.

Äëÿ j < i − 1 î÷åâèäíà îöåíêà |x − xj| 6 (i − j)h, à äëÿ j > i �
|x− xi| 6 (j + 1− i)h. Ó÷èòûâàÿ âñå ýòè îöåíêè, ïîëó÷èì äëÿ x ∈ ei

|ωn+1(x)| =
n∏

j=0

|x− xj| 6 h2

4
i!hi−1(n + 1− i)!hn−i 6 i!(n + 1− i)!

4
hn+1.

Ëåììà äîêàçàíà.
Òåïåðü èç ëåììû ñ ó÷åòîì îáùåé îöåíêè (1.13) âûòåêàåò
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Òåîðåìà 1.9. Íà îòðåçêå ei ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè
ëàãðàíæåâîé èíòåðïîëÿöèè

‖f − Ln‖∞,ei
6
‖f (n+1)‖∞,ei

4C i
n+1

(
b− a

n

)n+1

, (1.17)

ãäå âåëè÷èíà
Ci

n+1 =
(n + 1)!

i!(n + 1− i)!

èçâåñòíà â êîìáèíàòîðèêå, êàê ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n + 1 ïî i.
Ëåììà 1.4. Íà îòðåçêå [a, b] ïîëèíîì ωn+1(x) äëÿ ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííûõ óçëîâ ñâîå ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå ïðè-
íèìàåò íà êðàéíèõ îòðåçêàõ [x0, x1] è [xn−1, xn].

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n = 1 èëè n = 2, òî ëåììà íå íóæäà-
åòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå. Ïóñòü n > 3 è i ∈ {2, 3, . . . , n− 1} îáîçíà÷àåò
íîìåð âíóòðåííåãî èíòåðâàëà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ (xi−1, xi)
ïîñòðîèì ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà [x0, xi] òî÷-
êó y ∈ (x0, x1), ò.å. âîçüìåì y = x0 + xi− x. Òîãäà |x− xj| = |y− xi−j|
äëÿ âñåõ j = 0 : i, òàê ÷òî |ωi+1(y)| = |ωi+1(x)|. Íî |y − xj| > |x− xj|
äëÿ j = i + 1 : n. Ïîýòîìó |ωn+1(y)| > |ωn+1(x)|. Â ñèëó ïðîèçâîëüíî-
ñòè x ∈ (xi−1, xi) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå
ωn+1 íà ïåðâîì îòðåçêå ñòðîãî áîëüøå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ |ωn+1|
íà ëþáîì âíóòðåííåì. Íàêîíåö, îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó ñèì-
ìåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà [x0, xn] = [a, b] ðàñïîëî-
æåíèÿ óçëîâ, ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ òàêæå íà îòðåçêå [xn−1, xn].
¤

Òåîðåìà 1.10. Äëÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ óçëîâ èìååò
ìåñòî îöåíêà

‖ωn+1‖∞,[a,b] 6 n!

4

(
b− a

n

)n+1

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖f − Ln‖∞,[a,b] 6 ‖f (n+1)‖∞
4(n + 1)

(
b− a

n

)n+1

. (1.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè ëåììû 1.17 íóæíî ïðèìåíèòü
îöåíêó ëåììû 1.3 äëÿ i = 1. ¤

Èç (1.18) ñëåäóåò, ÷òî åñëè f ∈ C∞[a, b] è ïðîèçâîäíûå f(x) íà
[a, b] óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå |f (m)(x)| 6 ckm, m = 1, 2, . . . , äëÿ íåêî-
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òîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ c, k, òî

‖f − Ln‖∞ 6 c

4(n + 1)

(
k(b− a)

n

)n+1

→ 0

ïðè n → ∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðïîëÿöèîí-
íûõ ïîëèíîìîâ äëÿ f(x) â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óç-
ëîâ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [a, b] ê f(x). Îäíàêî, ÷èñëåííûå ýêñïå-
ðèìåíòû äàæå äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé ïîêàçûâàþò îáðàòíîå: ïîãðåø-
íîñòü èíòåðïîëÿöèè ñ ðîñòîì n äî îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà óáûâàåò,
çàòåì íà÷èíàåò âîçðàñòàòü, ò.å. ñõîäèìîñòü èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðî-
öåññà ðàçðóøàåòñÿ (ñì. ðèñ 2). Ýòî ñâÿçàíî ñ îøèáêàìè îêðóãëåíèÿ,
êîòîðûå ïðè áîëüøîì ÷èñëå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ óçëîâ îêà-
çûâàþò âñå áîëüøåå íåãàòèâíîå âëèÿíèå íà ðåçóëüòàò. Ïðè áîëüøîì
÷èñëå óçëîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü äðóãèå íàáîðû óçëîâ èíòåðïîëÿ-
öèè, ÿâëÿþùèåñÿ íóëÿìè îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ, íàïðèìåð ïîëè-
íîìîâ ×åáûøåâà, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü äàëåå. Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííûå óçëû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèøü ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ
n.

Figures/UniSin.eps Figures/UniExp.eps

Ðèñ. 2. Ïîâåäåíèå log10 ‖f − Ln‖∞ äëÿ f(x) = sin5 x è f(x) = ex íà [−3, 3] â ñëó÷àå
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ óçëîâ.

1.5. Ïîëèíîìû ×åáûøåâà

Íà îòðåçêå [−1, 1] îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì T0(x) = 1, T1(x) = x,

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n = 1, 2, . . . (1.19)
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Tn(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè
n ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 2n−1. Êðîìå òîãî, ïî èíäóêöèè ëåãêî
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óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî Tn(x) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé èëè íå÷åòíîé ôóíêöèåé
â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè èëè íå÷åòíîñòè n, ïîñêîëüêó óìíîæåíèå
íà íå÷åòíóþ ôóíêöèþ x ìåíÿåò ÷åòíîñòü ôóíêöèè íà ïðîòèâîïîëîæ-
íóþ. Ïîêàæåì, ÷òî

Tn(x) = cos(n arccos x) ∀x ∈ [−1, 1]. (1.20)
Îáîçíà÷èì ϕn(x) = cos(n arccos x), θ = arccos x. Òðèãîíîìåòðè÷åñêîå
òîæäåñòâî 2 cos θ cos nθ = cos(n+1)θ+cos(n−1)θ ïðè n > 1 ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â âèäå ϕn+1(x) = 2xϕn(x)−ϕn−1(x), ò.å. äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ôóíêöèé {ϕn}n=0:∞ ñïðàâåäëèâî òî æå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-
íèå, ÷òî è äëÿ ïîëèíîìîâ Tn. Ïîñêîëüêó Tn(x) = ϕn(x) äëÿ n = 0, 1,
òî è äëÿ ïîñëåäóþùèõ íîìåðîâ Tn(x) = ϕn(x) = cos(n arccos x) íà
îòðåçêå [−1, 1].

Óñòàíîâèì âàæíîå ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ ×åáûøå-
âà â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå L2,ρ(−1, 1), ãäå âåñ ρ(x) =

1√
1− x2

. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äëÿ m 6= n

(Tm, Tn)ρ =

1∫

−1

Tm(x)Tn(x)√
1− x2

dx =

1∫

−1

cos(m arccos x) cos(n arccos x)√
1− x2

dx

= [çàìåíà ïåðåìåííîé x = cos θ] =

π∫

0

cos mθ cos nθ dθ

=
1

2

π∫

0

cos(m + n)θ + cos(m− n)θ dθ

=
1

2(m + n)
sin(m + n)θ |π0 +

1

2(m− n)
sin(m− n)θ|π0 = 0.

Èñïîëüçóÿ (1.20), íàéäåì íóëè ïîëèíîìà Tn(x):

cos(n arccos x) = 0 ⇔ n arccos x =
π

2
+ πk, k ∈ Z,

îòêóäà ïîëó÷àåì n ðàçëè÷íûõ íóëåé, çàíóìåðîâàííûõ ïî óáûâàíèþ:

x̄k = cos
(2k + 1)π

2n
, k = 0, 1, . . . , n− 1

(ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ k ∈ Z x̄k öèêëè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ). Ïî-
ñêîëüêó Tn(x) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé èëè íå÷åòíîé ôóíêöèåé, òî åå íó-
ëè ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = 0, òàê ÷òî
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x̄k = −x̄n−1−k, k = 0, 1, . . . , n − 1. Ïîëàãàÿ xk = −x̄k, ìû ïîëó÷èì
âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé ïîëèíîìà ×åáûøåâà ñòåïå-
íè n:

xk = − cos
(2k + 1)π

2n
, k = 0, 1, . . . , n− 1. (1.21)

Èç óñëîâèÿ |Tn(x)| = | cos(n arccos x)| = 1 íàõîäèì òî÷êè ýêñòðå-
ìóìà

ξk = cos
πk

n
, k = 0, 1, . . . , n. (1.22)

1.5.1. Ïîëèíîìû, íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn,1(a, b) ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n ñî
ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì 1, è ïîñòàâèì çàäà÷ó îá îòûñêà-
íèè â Pn,1(a, b) ïîëèíîìà, èìåþùåãî íàèìåíüøóþ ðàâíîìåðíóþ íîð-
ìó íà îòðåçêå [a, b]. Ïîëèíîì, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è íà-
çûâàåòñÿ ïîëèíîìîì, íàèìåíåå óêëîíÿþùèìñÿ îò íóëÿ. Ðåøèì ýòó
çàäà÷ó ñíà÷àëà íà îòðåçêå [−1, 1]. Ìû ïîêàæåì, ÷òî åäèíñòâåííûì
ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûé ïîëèíîì ×åáûøåâà
T̄n(x) = 21−nTn(x). Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà [a, b] ñâåäåì ê îò-
ðåçêó [−1, 1] ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 1.11. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà p ∈ Pn,1(a, b) èìå-
åò ìåñòî îöåíêà

‖p‖∞,[a,b] > (b− a)n

22n−1 . (1.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé [a, b] = [−1, 1].
Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà (1.23) ïðèìåò âèä

‖p‖∞,[−1,1] > 21−n,

ïðè÷åì äëÿ íîðìèðîâàííîãî ïîëèíîìà ×åáûøåâà ‖T̄n‖∞,[−1,1] = 21−n,
ò.å. íà ýòîì ïîëèíîìå íèæíÿÿ îöåíêà äîñòèãàåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâ óòâåðæäàåìîãî, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé ïîëèíîì p ∈ Pn,1(−1, 1), ÷òî
‖p‖∞,[−1,1] < 21−n. Òîãäà ïîëèíîì q = T̄n − p ∈ Pn−1 â òî÷êàõ ýêñòðå-
ìóìà (1.22) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ q(ξk) = (−1)k21−n − p(ξk), êîòîðûå
ïîëîæèòåëüíû ïðè ÷åòíûõ k è îòðèöàòåëüíû ïðè íå÷åòíûõ k. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëèíîì q ∈ Pn−1 n+1 ðàç ìåíÿåò çíàê, ò.å. èìååò íå ìåíåå n
íóëåé, ÷òî ìîæåò áûòü òîëüêî â ñëó÷àå q ≡ 0, ò.å. p = T̄n. Íî ýòî ïðî-
òèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó ‖p‖∞,[−1,1] < 21−n. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò òåîðåìó äëÿ îòðåçêà [a, b] = [−1, 1].
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Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà ñäåëàåì àôôèííóþ çàìåíó ïåðå-
ìåííûõ, êîòîðóþ ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì:

x ∈ [a, b] ↔ t ∈ [−1, 1], x =
b− a

2
t +

a + b

2
≡ ψ(t). (1.24)

Òîãäà ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì p ∈ Pn,1(a, b) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

p(x) = xn + pn−1(x) = ψ(t)n + pn−1(ψ(t)) =

(
b− a

2

)n

p̂(t),

ãäå pn−1 ∈ Pn−1(a, b), p̂ ∈ Pn,1(−1, 1). Ïî äîêàçàííîìó âûøå,

‖p‖∞,[a,b] =

(
b− a

2

)n

‖p̂‖∞,[−1,1] > 21−n

(
b− a

2

)n

=
(b− a)n

22n−1 ,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî â ýòîé îöåíêå äîñòèãàåòñÿ íà (íîðìèðîâàííîì) ïî-
ëèíîìå ×åáûøåâà

p(x) =

(
b− a

2

)n

T̄ (t) =

(
b− a

2

)n

T̄n

(
2x− a− b

b− a

)
.

¤
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñðåäè ïîëè-

íîìîâ çàäàííîé ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 íàèìåíü-
øóþ ðàâíîìåðíóþ íîðìó èìååò íîðìèðîâàííûé ïîëèíîì ×åáûøåâà.
Ïîçäíåå, ðàññìàòðèâàÿ âîïðîñ î ïîëèíîìàõ íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ, ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòî åäèíñòâåííûé òàêîé ïîëèíîì,
ò.å. â îöåíêå (1.23) äëÿ âñåõ äðóãèõ ïîëèíîìîâ áóäåò èìåòü ñòðîãîå
íåðàâåíñòâî.
1.5.2. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè Ëàãðàíæà â ñëó÷àå

÷åáûøåâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óçëîâ

Îöåíêó (1.14) ìîæíî îïòèìèçèðîâàòü, âûáèðàÿ óçëû èíòåðïîëÿ-
öèè òàê, ÷òîáû ðàâíîìåðíàÿ íîðìà ïîëèíîìà ωn+1 áûëà ìèíèìàëüíà.
Òàêèì ïîëèíîìîì, êàê áûëî ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.11,
ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûé ïîëèíîì ×åáûøåâà ñòåïåíè n+1 íà îòðåçêå
[a, b]:

ωn+1(x) =

(
b− a

2

)n+1

T̄n+1

(
2x− a− b

b− a

)
=

n+1∏

k=0

(x− xk),

íóëÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè

xk = −b− a

2
cos

(2k + 1)π

2(n + 1)
+

a + b

2
, k = 0, 1, . . . , n, (1.25)

êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè íóëåé ïîëèíîìà ×åáû-
øåâà ñòåïåíè n + 1 íà îòðåçêå [−1, 1] ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (1.24).
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Òåîðåìà 1.12. Ïðè ÷åáûøåâñêîì íàáîðå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè
(1.25) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè

‖f − Ln‖∞,[a,b] 6
‖f (n+1)‖∞,[a,b]

(n + 1)!

(b− a)n+1

22n+1 . (1.26)

Äîêàçàòåëüñòâî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç óñòàíîâëåííîãî âûøå ôàê-
òà, ÷òî äëÿ ÷åáûøåâñêîãî íàáîðà óçëîâ èíòåðïîëÿöèè ïî òåîðåìå 1.11
ñ çàìåíîé â íåé n íà n + 1, èìååì

‖ωn+1‖∞,[a,b] =
(b− a)n+1

22n+1 . ¤

Ïîêàæåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â îöåíêå (1.26) ñ ðîñòîì ÷èñëà óçëîâ
ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ïðàâàÿ ÷àñòü â îöåíêå (1.18)
äëÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ óçëîâ. Äëÿ ýòîãî ïîäåëèì óêàçàí-
íûå îöåíêè îäíó íà äðóãóþ è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïî n → ∞. Ïîñëå
ñîêðàùåíèé, ïîëó÷èì:

lim
n→∞

4nn+1

n!22n+1 = lim
n→∞

8√
2πn

(e

4

)n+1
= 0.

(Â âûêëàäêàõ áûëà èñïîëüçîâàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà Ñòèð-
ëèíãà n! ∼ √

2πn(n/e)n+1.) Ýòî äîêàçûâàåò îïòèìàëüíîñòü âûáî-
ðà íóëåé ïîëèíîìà ×åáûøåâà â êà÷åñòâå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè. Êðî-
ìå ýòîãî, èìååòñÿ åùå îäíî âàæíåéøåå ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëåíèé
íà êîìïüþòåðå ñâîéñòâî ÷åáûøåâñêèõ óçëîâ: ñóùåñòâåííî áîëüøàÿ
óñòîé÷èâîñòü ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ èíòåðïîëÿöèîí-
íûì ïîëèíîìîì ñ ýòèì íàáîðîì óçëîâ (ñì. ðèñ.3).

1.5.3. Âëèÿíèå âîçìóùåíèÿ âõîäíûõ äàííûõ íà ïîëèíîì Ëàãðàíæà.
Êîíñòàíòà Ëåáåãà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè Ωn ⊂ [a, b] âìåñòî òî÷-
íûõ çíà÷åíèé fi = f(xi) âû÷èñëåíû ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ f̃i ñ ïî-
ãðåøíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé âåëè÷èíû δ > 0: |fi − f̃i| 6 δ. Òàêèì
îáðàçîì, âìåñòî èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà Ln(x) áóäåò ïîñòðîåí
âîçìóùåííûé ïîëèíîì L̃n(x), îòêëîíåíèå êîòîðîãî îò Ln(x) ìîæíî
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Figures/LagrExp_equi.eps Figures/LagrExp_cheb.eps

Ðèñ. 3. Ïîâåäåíèå ïîãðåøíîñòè ‖f − Ln‖∞ äëÿ f(x) = ex2 íà [−2, 2] â ñëó÷àå ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûõ óçëîâ (ñëåâà) è ÷åáûøåâñêèõ (ñïðàâà).

îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|Ln(x)− L̃n(x)| = |
n∑

i=0

(fi − f̃i)ϕi(x)|

6
n∑

i=0

|fi − f̃i| |ϕi(x)| 6 δ max
x∈[a,b]

n∑
i=0

|ϕi(x)| = δΛn,

ãäå âåëè÷èíà

Λn = Λ(Ωn) = max
x∈[a,b]

n∑
i=0

|ϕi(x)| (1.27)

íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé Ëåáåãà. Ýòà âåëè÷èíà ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî
ðàç âîçðàñòàåò ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíî-
ìà Ëàãðàíæà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîãðåøíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè.

Êîíñòàíòà Ëåáåãà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæå-
íèÿ óçëîâ èíòåðïîëÿöèè è åå ïîâåäåíèå ñ óâåëè÷åíèåì n ìîæåò èìåòü
ðàçëè÷íûé õàðàêòåð â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà Ωn. Íàïðèìåð, (ñì. [3,
ñ.190-192]) äëÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî îòðåçêó óçëîâ èìååò
ìåñòî îöåíêà ñíèçó:

Λn >
2n

(4n− 2)
√

n
(ïðè n > 5).

Èç ýòîé îöåíêè, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè n = 20 ïîãðåøíîñòü
âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìà ìîæåò óâåëè÷èòñÿ áîëåå, ÷åì â 3000 ðàç, ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïîãðåøíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ óçëîâûõ çíà÷åíèé. Â òî âðå-
ìÿ, êàê äëÿ óçëîâ â íóëÿõ ïîëèíîìà ×åáûøåâà

Λn ∼ 2

π
ln(n + 1).
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 20 äëÿ óçëîâ ×åáûøåâà îòêëîíåíèå âîçìó-
ùåííîãî ïîëèíîìà Ëàãðàíæà L̃n(x) îò íåâîçìóùåííîãî Ln(x) ìîæåò
óâåëè÷èòñÿ íå áîëåå, ÷åì â 2 ðàçà. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå óçëîâ èí-
òåðïîëÿöèè â íóëÿõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà íå òîëüêî ìèíèìèçèðóåòñÿ
ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè, íî è ìèíèìèçèðóåòñÿ âëèÿíèå îøèáîê
îêðóãëåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé fi â ýòèõ óçëàõ, ïðàêòè÷åñêè
íå óâåëè÷èâàÿ ýòó ïîãðåøíîñòü.

2. Èíòåðïîëÿöèÿ Ýðìèòà

Â ýòîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà ñ
êðàòíûìè óçëàìè èíòåðïîëÿöèè, èëè èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà
Ýðìèòà. Óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ýðìèòîâîé èíòåðïî-
ëÿöèè.

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè ñ êðàòíûìè óçëàìè

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî Ωm ⊂ R, ñîñòîÿùåå èç m ðàçëè÷íûõ
òî÷åê (óçëîâ èíòåðïîëÿöèè) Ωm = {x1, x2, . . . , xm} è äëÿ êàæäîãî
óçëà xi çàäàíà åãî êðàòíîñòü ni > 1 (íàòóðàëüíîå ÷èñëî). Äëÿ íàáîðà
óçëîâ Ωm è âåêòîðà êðàòíîñòåé n = [ni]i=1:m îáîçíà÷èì ÷åðåç Imn
ìíîæåñòâî ïàð öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ èíäåêñîâ (i, k) òàêèõ, ÷òî i =
1 : m, k = 0 : ni − 1.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Ýðìèòà
äëÿ çàäàííîãî íàáîðà çíà÷åíèé {fik : i = 1 : m, k = 0 : ni−1} â óçëàõ
Ωm íàçûâàþò òàêîé ïîëèíîì Hn ∈ Pn, ãäå n = n1 + n2 + . . . + nm− 1,
÷òî

H(k)
n (xi) = fik ∀i = 1 : m, ∀k = 0 : ni − 1. (1.28)

×àñòî â êà÷åñòâå çíà÷åíèé fik áåðóòñÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ
íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè: fik = f (k)(xi). Â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî äàòü òàêîå

Îïðåäåëåíèå 1.6. Èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Ýðìèòà
äëÿ äàííîé ôóíêöèè f , óçëîâ èíòåðïîëÿöèè Ωm ñ êðàòíîñòÿìè n â
óçëàõ Ωm íàçûâàþò òàêîé ïîëèíîì Hn ∈ Pn, n = n1+n2+. . .+nm−1,
÷òî

H(k)
n (xi) = f (k)(xi) ∀i = 1 : m, ∀k = 0 : ni − 1. (1.29)

Íàïîìíèì
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Îïðåäåëåíèå 1.7. Òî÷êà z ÿâëÿåòñÿ íóëåì êðàòíîñòè l ôóíêöèè
g, åñëè g(k)(z) = 0 äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà k = 0 : l−1 è g(l)(z) 6= 0.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè z ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïîëèíîìà pn ∈ Pn

êðàòíîñòè íå ìåíåå l, òî pn íàöåëî äåëèòñÿ íà (x− z)l, ò.å. åãî ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå pn(x) = (x−z)lpn−l(x), ãäå pn−l ∈ Pn−l. Íàïîìíèì
òàêæå, ÷òî ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû, ïîëèíîì ñòåïåíè n ñ íåíóëå-
âûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì èìååò ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè â òî÷íîñòè
n êîìïëåêñíûõ íóëåé. Ýòîò ôàêò ìû èñïîëüçóåì ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïîëèíîìà Ýðìèòà.

Òåîðåìà 1.13. Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ýðìèòà ñóùå-
ñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè (1.28) åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì èñêîìûé ïîëèíîì â âèäå ðàçëîæå-
íèÿ ïî ñòåïåíÿì x

Hn(x) =
n∑

j=0

yjx
j

è ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèÿ (1.28). Î÷åâèäíî, ìû ïîëó-
÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ yj àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé Ay = F ñ íåêîòîðîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé, ïîñêîëüêó ÷èñ-
ëî íåèçâåñòíûõ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì óðàâíåíèé. Ýòà ñèñòåìà ðàçðåøè-
ìà åäèíñòâåííûì îáðàçîì äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîé ðåøåíèå. Òà-
êèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ðåøåíèåì çàäà÷è

Hn ∈ Pn, H(k)
n (xi) = 0 ∀i = 1 : m, ∀k = 0 : ni − 1 (1.30)

ìîæåò áûòü òîëüêî òðèâèàëüíûé ïîëèíîì Hn(x) ≡ 0. Ïî îïðåäåëå-
íèþ 1.7, ðàâåíñòâà (1.30) îçíà÷àþò, ÷òî êàæäûé èç óçëîâ xi ÿâëÿåòñÿ
íóëåì ïîëèíîìà Hn êðàòíîñòè íå ìåíåå ni. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëèíîì
Hn èìååò ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè n1 + n2 + . . . + nm = n + 1 íóëåé, ÷òî
ìîæåò áûòü òîëüêî â ñëó÷àå Hn(x) ≡ 0. ¤

2.2. Áàçèñíûå ôóíêöèè Ýðìèòà

Îïðåäåëåíèå 1.8. Áàçèñîì Ýðìèòà äëÿ çàäà÷è (1.28) íàçûâàåò-
ñÿ ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ {ϕik : (i, k) ∈ Imn} òàêîå, ÷òî

ϕ
(l)
ik (xj) = 0 ïðè (i, k) 6= (j, l) ∈ Imn, è ϕ

(k)
ik (xi) = 1.

Èç îïðåäåëåíèÿ áàçèñà Ýðìèòà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
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Òåîðåìà 1.14. Ðåøåíèå çàäà÷è (1.28) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

Hn(x) =
∑

(i,k)∈Imn

fikϕik(x) =
m∑

i=1

ni−1∑

k=0

fikϕik(x).

2.3. Ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè Ýðìèòà

Â ýòîì ïóíêòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) n+1-ðàç íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], Ωm ⊂ [a, b] è Hn � ïîëè-
íîì Ýðìèòà, óäîâëåòâîðÿþùèé (1.29). Çäåñü áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
âîïðîñ î ïîãðåøíîñòè ýðìèòîâîé èíòåðïîëÿöèè f(x)−Hn(x).

Ëåììà 1.5. Åñëè ôóíêöèÿ g èìååò íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b]
ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè íå ìåíåå n íóëåé, òî åå ïðîèçâîäíàÿ g′ èìååò
íà ýòîì æå îòðåçêå íå ìåíåå n− 1 íóëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè z ÿâëÿåòñÿ íóëåì êðàòíîñòè n ôóíêöèè
g, òî ýòà æå òî÷êà z, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ íóëåì êðàòíîñòè n − 1 äëÿ
ïðîèçâîäíîé. Åñëè äðóãèõ íóëåé ó g íà [a, b] íåò, òî ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü z1 < z2 < . . . < zp (p > 2) � íóëè ôóíêöèè g íà îòðåçêå
[a, b], ïðè÷åì zi ÿâëÿåòñÿ íóëåì g êðàòíîñòè ni, n =

∑
i ni. Òîãäà ýòè

æå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ïðîèçâîäíîé g′ ñóììàðíîé êðàòíîñòè íå
ìåíåå n − p. Òàê êàê g(zi) = g(zi+1) = 0 äëÿ âñåõ i = 1 : p − 1, òî ïî
òåîðåìå Ðîëëÿ íàéäóòñÿ òî÷êè ξi ∈ (zi, zi+1) òàêèå, ÷òî g′(ξi) = 0 äëÿ
i = 1 : p − 1. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè ó ïðîèçâîäíîé íà
îòðåçêå [a, b] íå ìåíåå n− p + p− 1 = n− 1 íóëåé. ¤

Òåîðåìà 1.15. Åñëè íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f(x) n + 1 ðàç
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è èìååò íà ýòîì îòðåçêå ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè n + 1 íóëåé Ωm = {xi : i = 1 : m}, ïðè÷åì xi � íóëü
êðàòíîñòè ni, òàê ÷òî n+1 = n1+n2+. . .+nm, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ [a, b] íàéäåòñÿ òî÷êà ξx ∈ [a, b], ëåæàùàÿ ìåæäó òî÷êàìè Ωm∪
{x}, òàêàÿ, ÷òî

f(x) =
f (n+1)(ξx)

(n + 1)!
ωn+1(x), ãäå ωn+1(x) =

m∏
i=1

(x− xi)
ni. (1.31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ Ωm, òî ðàâåíñòâî (1.31) ïðå-
âðàùàåòñÿ â òðèâèàëüíîå òîæäåñòâî 0 = 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè ξx ∈
[a, b], â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âçÿòü ξx = x. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷-
êè x 6∈ Ωm íà îòðåçêå [a, b] ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ
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g(t) = f(t)− cωn+1(t) ïåðåìåííîé t, ãäå ïîñòîÿííàÿ

c =
f(x)

ωn+1(x)

âûáðàíà òàê, ÷òî g(x) = 0. Òîãäà g(t) èìååò ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè íå
ìåíåå n+2 íóëåé â òî÷êàõ ìíîæåñòâà Ωm∪{x}. Ïî ëåììå 1.5 åå ïðî-
èçâîäíàÿ g′(t) èìååò ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè íå ìåíåå n + 1 íóëåé, ðàñ-
ïîëîæåííûõ ìåæäó òî÷êàìè ìíîæåñòâà Ωm ∪ {x}. Ïî ýòîé æå ëåììå
âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ g′′(t) èìååò íå ìåíåå n íóëåé, íàõîäÿùèõñÿ ìåæ-
äó íóëÿìè g′(t), à çíà÷èò è ìåæäó òî÷êàìè Ωm ∪ {x}. Ïðîäîëæàÿ
ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà
òî÷êà ξx ìåæäó Ωm ∪ {x}, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ g(n+1)(ξx) = 0. Òàê êàê
ω

(n+1)
n+1 (ξx) = (n + 1)!, òî îòñþäà è èç âûáîðà c ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(1.31). ¤
Òåîðåìà 1.16. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) n + 1-ðàç íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], Ωm ⊂ [a, b], Hn � ïîëèíîì Ýðìèòà,
óäîâëåòâîðÿþùèé (1.29). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ [a, b] íàéäåòñÿ
òî÷êà ξx ∈ [a, b], ëåæàùàÿ ìåæäó òî÷êàìè Ωm ∪ {x}, òàêàÿ, ÷òî

f(x)−Hn(x) =
f (n+1)(ξx)

(n + 1)!
ωn+1(x), (1.32)

ãäå ωn+1(x) =
∏m

i=1(x− xi)
ni.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò ïðèìåíèòü ïðåäûäó-
ùóþ òåîðåìó 1.15 ê ðàçíîñòè f(x)−Hn(x) è ó÷åñòü, ÷òî H

(n+1)
n (x) = 0.

¤
Èç (1.32) ñëåäóþò ïîòî÷å÷íàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ýðìèòîâîé èí-

òåðïîëÿöèè

|f(x)−Hn(x)| 6 ‖f (n+1)‖∞
(n + 1)!

|ωn+1(x)| ∀x ∈ [a, b]

è îöåíêà â ðàâíîìåðíîé íîðìå

‖f −Hn‖∞,[a,b] 6
‖f (n+1)‖∞,[a,b]

(n + 1)!
‖ωn+1‖∞,[a,b]. (1.33)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

c(x) =
f(x)−Hn(x)

ωn+1(x)
.
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Î÷åâèäíî, ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà (è äàæå n + 1-ðàç íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà) â òî÷êàõ ìíîæåñòâà [a, b]\Ωm. Èññëåäóåì ïîâåäå-
íèå ýòîé ôóíêöèè ïðè x → xi ∈ Ωm. Çàìåòèì, ÷òî xi ÿâëÿåòñÿ íóëåì
ðàçíîñòè f(x)−Hn(x) êðàòíîñòè ni. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ni

ðàç, ïîëó÷èì

lim
x→xi

f(x)−Hn(x)

ωn+1(x)
=

ci

ni!
(f (ni)(xi)−H(ni)

n (xi), ãäå ci =
∏

j 6=i

(xi − xj)
−nj .

Îòñþäà è èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1.32) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 1.3. Â êîíòåêñòå òåîðåìû 1.16 ôóíêöèþ x →

f (n+1)(ξx) ìîæíî íåïðåðûâíî ïðîäîëæèòü ñ [a, b]\Ωm íà âåñü îòðå-
çîê [a, b].

3. Êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà n ÷àñòåé òî÷êàìè ðàçáèåíèÿ Ωn = {xi :
i = 1 : n + 1}: a = x1 < x2 < . . . < xn+1 = b è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
ek = [xk, xk+1], hk = xk+1 − xk � äëèíà îòðåçêà ek, h = max hk �
ìàêñèìàëüíàÿ èç äëèí âñåõ îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ, xk+1/2 = (xk+xk+1)/2
� ñåðåäèíà îòðåçêà ek.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Äëÿ íàòóðàëüíîãî m è ðàçáèåíèÿ Ωn ïðî-
ñòðàíñòâîì (íåïðåðûâíûõ) êóñî÷íûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè m íàçûâà-
åòñÿ ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé

Sm
h = {u ∈ C[a, b] : u|ek

∈ Pn(ek), k = 1 : n}.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Sm
h êîíå÷íîìåðíîå è åãî ðàçìåðíîñòü

N = dim Sm
h = mn + 1 (äîêàçàòü). Âûáåðåì íà êàæäîì îòðåçêå ek

(ëîêàëüíîå) ìíîæåñòâî óçëîâ èíòåðïîëÿöèè {xki : i = 1 : m + 1},
âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ êîíöû xk = xk1, xk+1 = xk+1,m+1, òàê ÷òî èõ
îáúåäèíåíèå Ωnm = {xki : i = 1 : m + 1, k = 1 : n + 1} ñîäåðæèò
ðîâíî N òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f ∈ C[a, b] è
ìíîæåñòâà óçëîâ Ωnm Sm

h -èíòåðïîëÿíòîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ fh ∈
Sm

h , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì

fh(z) = f(z) ∀z ∈ Ωmn. (1.34)

Ïî îïðåäåëåíèþ, èíòåðïîëÿíò fh(x) íà êàæäîì îòðåçêå ek ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëèíîìîì Ëàãðàíæà, ïîñòðîåííûì ïî çíà÷åíèÿì f(xki) â óçëàõ
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xki. Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ îöåíêó ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè Ëà-
ãðàíæà (1.14), c. 20, ìû ïîëó÷èì ëîêàëüíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè

‖f − fh‖∞,ek
6
‖f (m+1)‖∞,ek

(m + 1)!
‖ωk,m+1‖∞,ek

, (1.35)

ãäå

ωk,m+1 =
m+1∏
i=1

(x− xki).

Òàêèì îáðàçîì, ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
âûáîðà óçëîâ íà êàæäîì ek. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ fh(x)
èõ ñëåäóåò âûáèðàòü åäèíîîáðàçíî. Äëÿ ýòîãî íà áàçèñíîì îòðåçêå
[−1, 1] çàôèêñèðóåì m + 1 óçëîâ: −1 = t1 < t2 < . . . < tm+1 = 1 è
ïîëîæèì xki = ψk(ti), k = 1 : n + 1, i = 1 : m + 1, ãäå

ψk(t) =
hk

2
t + xk+1/2

åñòü àôôèííîå îòîáðàæåíèå áàçèñíîãî îòðåçêà [−1, 1] íà îòðåçîê ek.
Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå óçëîâ íà áàçèñíîì îòðåçêå ìîæíî âçÿòü ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåííûé íàáîð óçëîâ

ti = −1 +
2(i− 1)

m
, i = 1 : m + 1, (1.36)

èëè ÷åáûøåâñêîå ðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ óçëîâ (ïðè m > 2)

t1 = −1, tm+1 = 1, ti = − cos
(2i− 3)π

2(m− 1)
, i = 2 : m. (1.37)

Òåîðåìà 1.17. Ïóñòü f ∈ Cm+1[a, b]. Òîãäà äëÿ óçëîâ xki =
ψk(ti), k = 1 : n, i = 1 : m + 1, èìååò ìåñòî îöåíêà ïîãðåøíîñòè
êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè

‖f − fh‖∞,[a,b] 6 εm max
k=1:n

(
‖f (m+1)‖∞,ek

hm+1
k

)
, (1.38)

ãäå
εm =

1

4(m + 1)mm+1

â ñëó÷àå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ óçëîâ (1.36), è

εm =
2

4m(m + 1)!
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â ñëó÷àå ÷åáûøåâñêèõ óçëîâ (1.37).
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå óçëîâ (1.36) ïî òåîðåìå 1.10, c. 22,

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖ωk,m+1‖∞,ek
6 m!

4

(
hk

m

)m+1

, k = 1 : n.

Ïîäñòàâëÿÿ â (1.35), ïîëó÷èì

‖f − fh‖∞,ek
6 1

4(m + 1)mm+1‖f (m+1)‖∞,ek
hm+1

k ,

îòêóäà ñëåäóåò (1.38) â ñëó÷àå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ óçëîâ.
Äëÿ óçëîâ (1.37) ñ ó÷åòîì îöåíêè (1.23), c. 25 (ñ çàìåíîé â íåé n

íà m− 1), ïîëó÷èì äëÿ x ∈ ek

|ωk,m+1(x)| 6 h2
k

4

hm−1
k

22(m−1)−1 =
2hm+1

k

4m
,

îòêóäà èç (1.35) ïîëó÷èì (1.38). ¤
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà

hk 6 h, ‖f (m+1)‖∞,ek
6 ‖f (m+1)‖∞,[a,b],

íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ
Ñëåäñòâèå 1.4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû

‖f − fh‖∞,[a,b] 6 εm‖f (m+1)‖∞,[a,b]h
m+1, (1.39)

â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè ñ øàãîì hk = h = (b− a)/n

‖f − fh‖∞,[a,b] 6 εm‖f (m+1)‖∞,[a,b]

(
b− a

n

)m+1

. (1.40)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îöåíêà (1.40) ïðè ÷èñëå îòðåçêîâ n = 1
ïåðåõîäèò â îöåíêó (1.18), c. 22 (ñ çàìåíîé â ýòîé ïîñëåäíåé îöåíêå
ñòåïåíè ïîëèíîìà n íà m), òàê ÷òî èíòåðïîëÿöèÿ êóñî÷íûìè ïîëèíî-
ìàìè äàåò á�îëüøèå âîçìîæíîñòè äëÿ õîðîøåé àïïðîêñèìàöèè ôóíê-
öèè íå òîëüêî çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ñòåïåíè ïîëèíîìîâ, íî è çà ñ÷åò
óìåíüøåíèÿ øàãà ñåòêè h, ò.å. óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ñåãìåíòîâ n.
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3.1. Íåðàâíîìåðíûå ñåòêè â êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè

Èñïîëüçîâàíèå ðàâíîìåðíîé ñåòêè äëÿ àïïðîêñèìàöèè êóñî÷íû-
ìè ïîëèíîìàìè ýôôåêòèâíî, êîãäà ïîâåäåíèå ôóíêöèè è åå ïðîèç-
âîäíûõ äîñòàòî÷íî îäíîðîäíî, ïðèìåðíî îäèíàêîâî íà ðàçíûõ ó÷àñò-
êàõ îòðåçêà. Åñëè æå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ
äðóã îò äðóãà íà íåêîòîðûõ ïîäîáëàñòÿõ îòðåçêà, òî ñëåäóåò ðàçóì-
íî âûáèðàòü íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó, àäàïòèðóÿ åå ê ïîâåäåíèþ ôóíê-
öèè. Êëþ÷îì ê ïîñòðîåíèþ ïîäõîäÿùåé ñåòêè ìîæåò ñëóæèòü îöåíêà
(1.38), êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ íóæíîé òî÷íîñòè

‖f − fh‖∞,[a,b] 6 δ

äëÿ çàäàííîãî ìàëîãî δ > 0, òðåáóåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå, ÷òîáû âû-
ïîëíÿëàñü îöåíêà

εm‖f (m+1)‖∞,ek
hm+1

k 6 δ

íà âñåõ ñåãìåíòàõ ðàçáèåíèÿ ek. Ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøèå çíà÷åíèÿ
|f (m+1)(x)| íåîáõîäèìî êîìïåíñèðîâàòü ìàëîñòüþ hm+1

k è íàîáîðîò,
íà òåõ ó÷àñòêàõ, ãäå |f (m+1)(x)| ïðèíèìàåò ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèå
çíà÷åíèÿ äëèíó hk ìîæíî óâåëè÷èòü, óìåíüøàÿ òåì ñàìûì îáùåå
÷èñëî îòðåçêîâ. Îïòèìàëüíîé ñåòêîé ÿâëÿëàñü áû òàêàÿ, ÷òîáû íà
âñåõ ñåãìåíòàõ ek âûïîëíÿëàñü ñáàëàíñèðîâàííàÿ îöåíêà

εm‖f (m+1)‖∞,ek
hm+1

k ≈ δ.

Ñëîæíîñòü îäíàêî â òîì, ÷òî çà÷àñòóþ îöåíèòü ‖f (m+1)‖∞,ek
áûâà-

åò çàòðóäíèòåëüíî èëè íåâîçìîæíî. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ïðèìåíÿþò
ñïåöèàëüíûå ìåòîäû àäàïòèâíîãî èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè, íà÷èíàÿ ñ ðàâ-
íîìåðíîé, äîñòàòî÷íî ãðóáîé ñåòêè, ñðàâíèâàÿ ïî òîìó èëè èíîìó
êðèòåðèþ äâà êóñî÷íûõ ïîëèíîìà íà ñîñåäíèõ ñåòêàõ è ïðèíèìàÿ ðå-
øåíèå î äàëüíåéøåì èçìåëü÷åíèè òåõ ñåãìåíòîâ, íà êîòîðûõ îòëè÷èå
ýòèõ êóñî÷íûõ ïîëèíîìîâ ïðåâûøàþò íåêîòîðóþ äîïóñòèìóþ ïîðî-
ãîâóþ âåëè÷èíó.

Ðàññìîòðèì äëÿ èëëþñòðàöèè ôóíêöèþ f(x) = arctg(100x), ãðà-
ôèê êîòîðîé ïîêàçàí íà ðèñ. 4. Ýòà ôóíêöèÿ èìååò îñîáåííîñòü â
îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0, ñâÿçàííóþ ñ ñèëüíûì ðîñòîì åå ïðîèç-
âîäíûõ â ýòîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè. Âíå ýòîé îêðåñòíîñòè
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ñî ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì
÷èñëîì óçëîâ, â òî âðåìÿ êàê â ñàìîé îêðåñòíîñòè òðåáóåòñÿ ñèëüíî
ñãóñòèòü ñåòêó. Íàïðèìåð, äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè δ = 10−6 ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè íà ðàâíîìåðíîé ñåò-
êå ïîòðåáîâàëîñü áû ïîðÿäêà n = 230000 îòðåçêîâ, à ïîäõîäÿùàÿ
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íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêà èñïîëüçóåò ïðèìåðíî n = 7300 ñåãìåíòîâ, ò.å.
ïðèáëèçèòåëüíî â 30 ðàç ìåíüøå. Òàêàÿ æå ýêîíîìèÿ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè
ýòó ôóíêöèþ ïðèáëèæàòü êóñî÷íî-êóáè÷åñêèì èíòåðïîëÿíòîì: äëÿ
ðàâíîìåðíîé ñåòêè ïîòðåáóåòñÿ n = 3400, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäÿ-
ùåé íåðàâíîìåðíîé ñåòêè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ n ≈ 150, ïðè÷åì ýòà
íåðàâíîìåðíîñòü äîâîëüíî ñóùåñòâåííàÿ: ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ñåã-
ìåíòà h òàêîé ñåòêè áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ìèíèìàëüíîé hmin = min

k
hk

ïðèìåðíî â 200 ðàç.

Figures/atan100.eps

Ðèñ. 4. Ãðàôèê ôóíêöèè f(x) = arctg(100x) íà [−1, 1].

4. Èíòåðïîëÿöèÿ êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå Ωn = {xi :
i = 1 : n + 1}: a = x1 < x2 < . . . < xn+1 = b, ñîõðàíèâ îáîçíà÷åíèÿ
ek = [xk, xk+1], hk = xk+1 − xk � äëèíà îòðåçêà ek, h = max hk �
ìàêñèìàëüíàÿ èç äëèí âñåõ îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Äëÿ ðàçáèåíèÿ Ωn ïðîñòðàíñòâîì êóáè÷å-
ñêèõ ñïëàéíîâ (ãëàäêîñòè 2) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé

S3,2
h = {u ∈ C2[a, b] : u|ek

∈ P3(ek), k = 1 : n}.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî êó-
áè÷åñêîãî ñïëàéíà s(x) ïî çàäàííûì â óçëàõ Ωn çíà÷åíèÿì fi, i = 1 :
n + 1, ñîñòîèò â îòûñêàíèè s ∈ S3,2

h , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì

s(xi) = fi ∀i = 1 : n + 1. (1.41)
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4.1. Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà

Âû÷èñëèì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà S3,2
h . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëè-

íîìà 3-åé ñòåïåíè íà îòðåçêå ei òðåáóåòñÿ 4 ïàðàìåòðà; äëÿ n îòðåçêîâ
ïîëó÷àåòñÿ 4n ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ñ ó÷åòîì âêëþ÷åíèÿ êóáè÷åñêîãî
ñïëàéíà â ïðîñòðàíñòâî C2[a, b] äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé, äëÿ s ∈ S3,2

h âî âíóòðåííèõ óçëàõ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèÿ "ñêëåéêè" 2-ãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè:

s(xi − 0) = s(xi + 0), s′(xi − 0) = s′(xi + 0),

s′′(xi − 0) = s′′(xi + 0) ∀i = 2 : n,

ò.å. âñåãî íàêëàäûâàåòñÿ 3(n− 1) îãðàíè÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì, N =
dim S3,2

h = 4n− 3(n− 1) = n + 3. Èòàê, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïëàéíà 3-åé
ñòåïåíè òðåáóåòñÿ N = n + 3 ïàðàìåòðîâ, òîãäà êàê óðàâíåíèé (1.41)
äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ íà 2 ìåíüøå. Äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è äîáàâëÿþò 2 òàê íàçûâàåìûõ êðàåâûõ (èëè
ãðàíè÷íûõ) óñëîâèÿ. Ïðèâåäåì ïðèìåðû íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóå-
ìûõ êðàåâûõ óñëîâèé.

s′′(x1) = c1, s′′(xn+1) = cn+1, (1.42)
ãäå c1, cn+1 çàäàíû;

s′(x1) = d1, s′(xn+1) = dn+1, (1.43)
ãäå d1, dn+1 çàäàíû; ïåðèîäè÷åñêèå êðàåâûå óñëîâèÿ:

s′(x1) = s′(xn+1), s′′(x1) = s′′(xn+1). (1.44)
Âîçìîæíà ïîñòàíîâêà òàêèõ êðàåâûõ óñëîâèé, êîãäà íà îäíîì êîíöå
îòðåçêà [a, b] çàäàíî óñëîâèå òèïà (1.42), à íà äðóãîì � (1.43). Åñëè
fi = f(xi) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x), òî â (1.42) èëè (1.43) åñòå-
ñòâåííî âçÿòü â êà÷åñòâå ci èëè di òî÷íûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðîèçâîäíûõ ýòîé ôóíêöèè ci = f ′′(xi) èëè di = f ′(xi) äëÿ i = 1, n+1,
ëèáî âû÷èñëèòü ýòè ïðîèçâîäíûå ïðèáëèæåííî.

4.2. Âûâîä îñíîâíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïëàéíà

Äëÿ i = 1 : n îáîçíà÷èì ÷åðåç si(x) ñóæåíèå èñêîìîãî ñïëàéíà
s(x) íà îòðåçîê ei; òàê ÷òî si ∈ P3(ei), s′i ∈ P2(ei), s′′i ∈ P1(ei). Ïîëî-
æèì òàêæå ci = s′′(xi) äëÿ i = 1 : n+1. Òîãäà íà îòðåçêå ei, i = 1 : n,
ìû ìîæåì çàïèñàòü

s′′i (x) = ci
xi+1 − x

hi
+ ci+1

x− xi

hi
.
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Èíòåãðèðóÿ äâàæäû ïî x, ïîëó÷èì

si(x) =
ci

6hi
(xi+1 − x)3 +

ci+1

6hi
(x− xi)

3 + αi
xi+1 − x

hi
+ βi

x− xi

hi
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå êîíöû i-ãî îòðåçêà x = xi, x = xi+1 è
ó÷èòûâàÿ (1.41), íàéäåì

αi = fi − ci

6
h2

i , βi = fi+1 − ci+1

6
h2

i .

Óäîáíî ââåñòè íîâûå ïåðåìåííûå

yi = ci/6, i = 1 : n + 1, t =
x− xi

hi

è ïîëèíîìû îò óíèâåðñàëüíîé ëîêàëüíîé ïåðåìåííîé t

ŝi(t) = si(x) = h2
i yi(1− t)3 + h2

i yi+1t
3+ (1.45)

+(fi − h2
i yi)(1− t) + (fi+1 − h2

i yi+1)t, (1.46)
ïðè ýòîì ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

s′i(x) =
ŝ′i(t)
hi

= −3hiyi(1− t)2 + 3hiyi+1t
2+ (1.47)

+hi(yi − yi+1) +
fi+1 − fi

hi
. (1.48)

Óñëîâèÿ ñêëåéêè âî âíóòðåííèõ óçëàõ s′(xi−0) = s′(xi +0), i = 2 : n,
ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàì

ŝ′i−1(1)

hi−1
=

ŝ′i(0)

hi
,

èëè

hi−1yi−1 + 2hi−1yi +
fi − fi−1

hi−1
= −2hiyi − hiyi+1 +

fi+1 − fi

hi
.

Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ i = 2 : n

hi−1yi−1 + 2(hi−1 + hi)yi + hiyi+1 =
fi+1 − fi

hi
− fi − fi−1

hi−1
. (1.49)

Äàëåå, äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè, îáîçíà÷èì ïðè i = 2 : n êîìïîíåíòû
âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè îñíîâíîé ñèñòåìû

Fi =
fi+1 − fi

hi
− fi − fi−1

hi−1
.
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4.3. Ó÷åò êðàåâûõ óñëîâèé â ñèñòåìå óðàâíåíèé

Åñëè çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.42), òî â (1.49) äëÿ i = 2 è
i = n óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ïåðåïèñàòü â âèäå

2(h1+h2)y2+h2y3 = F2−h1
c1

6
, hn−1yn−1+2(hn−1+hn)yn = Fn−hn

cn+1

6
.

Òàêèì îáðàçîì, â âåêòîðíîé ôîðìå ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà Ay = g ñ ñèììåòðè÷íîé 3-äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöåé ïîðÿäêà (n−1)× (n−1) è âåêòîðîì ïðàâîé ÷àñòè g ∈ Rn−1

äëÿ âåêòîðà íåèçâåñòíûõ [y2, y2, . . . , yn]
′. Ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé èìååò äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå, ïîñêîëüêó â êàæäîé ñòðîêå
äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ñòðîãî áîëüøå ñóììû ìîäóëåé âíåäèàãîíàëü-
íûõ: 2(hi−1+hi) > hi−1+hi, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ìàòðèöà, êàê èçâåñòíî
èç ëèíåéíîé àëãåáðû, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà; òàê ÷òî A = A′ > 0.
Îñîáåííî ïðîñòà ñòðóêòóðà ýòîé ñèñòåìû â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ñåòêè
hi = h = (b − 1)/n: ïîñëå äåëåíèÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû
íà øàã h ïîëó÷èòñÿ 3-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè
êîòîðîé ñòîÿò ÷åòâåðêè, à íà ñîñåäíèõ äèàãîíàëÿõ åäèíèöû.

Â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.43) èç ôîðìóëû (1.47) ïîëó÷èì

s′1(x1) =
ŝ1(0)

h1
= −2h1y1 − h1y2 +

f2 − f1

h1
= d1,

èëè
2h1y1 + h1y2 =

f2 − f1

h1
− d1.

Àíàëîãè÷íî íà ïðàâîì êîíöå óñëîâèå s′(xn+1) = dn+1 ïðèâåäåò ê óðàâ-
íåíèþ

hnyn + 2hnyn+1 = dn+1 − fn+1 − fn

hn
.

Ýòè äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ïðèñîåäèíèòü ê îñíîâíûì óðàâ-
íåíèÿì (1.49). Ïîëó÷èòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà Ay = g ñ ñèììåò-
ðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé (ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíè-
åì) 3-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå ïîðÿäêà (n + 1) × (n + 1) è âåêòîðîì
ïðàâîé ÷àñòè g ∈ Rn+1.

Ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü áîëåå îáùèå êðàåâûå óñëîâèÿ, âêëþ÷àþ-
ùèå â ñåáÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îáà ðàññìîòðåííûõ âûøå òèïà:
α1s

′′(x1)−β1s
′(x1) = d1, αn+1s

′′(xn+1)+βn+1s
′(xn+1) = dn+1, (1.50)

ãäå αi, βi > 0, αi + βi > 0. Òîãäà ê îñíîâíûì óðàâíåíèÿì ñëåäóåò
ïðèñîåäèíèòü äâà ñëåäóþùèõ:

(α1

6
+ 2β1h1

)
y1 + β1h1y2 = d1 + β1

f2 − f1

h1
,
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βn+1hnyn +
(αn+1

6
+ 2βn+1hn

)
yn+1 = dn+1 − βn+1

fn+1 − fn

hn
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ (1.44). Âòîðîå èç ýòèõ
óñëîâèé ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó y1 = yn+1, ÷òî ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü
ïåðåìåííóþ yn+1 èç óðàâíåíèé. Óñëîâèå s′(x1) = s′(xn+1) ðàâíîñèëüíî

−2h1y1 − h1y2 +
f2 − f1

h1
= hnyn + 2hnyn+1 +

fn+1 − fn

hn
,

îòêóäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà y1 = yn+1 ïîëó÷àåì

2(h1 + hn)y1 + h1y2 + hnyn =
f2 − f1

h1
− fn+1 − fn

hn
,

ïðè ýòîì â (1.49) óðàâíåíèå äëÿ i = n ñëåäóåò ïåðåïèñàòü â âèäå

hny1 + hn−1yn−1 + 2(hn−1 + hn)yn = Fn.

Òàê ÷òî ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
âåêòîðà íåèçâåñòíûõ [y1, y2, . . . , yn]

′ ∈ Rn âèäà Ay = g ñ ñèììåòðè÷-
íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé (ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì)
n×n-ìàòðèöåé ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî êðîìå íåíóëåâîé 3-äèàãîíàëüíîé
÷àñòè ìàòðèöû, â ïîçèöèÿõ (1, n) è (n, 1) èìååòñÿ íåíóëåâîé ýëåìåíò
hn.

4.4. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè êóáè÷åñêîé ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè

Çäåñü ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êóáè÷åñêèé ñïëàéí â (1.41)
ñòðîèòñÿ ïî çíà÷åíèÿì fi = f(xi) íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ C4[a, b].
Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü îöåíêè ïîãðåøíîñòè r(x) = f(x) − s(x) è
åå ïðîèçâîäíûõ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.42),
äëÿ äðóãèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé àíàëèç ïîãðåøíîñòè ïðîâîäèòñÿ àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì ñ àíàëîãè÷íûìè îöåíêàìè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïî
h → 0, ÷òî è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.

Âíà÷àëå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååò ìåñòî òî÷íîå çàäàíèå çíà-
÷åíèé

c1 = f ′′(x1), cn+1 = f ′′(xn+1). (1.51)
Îñíîâíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå îöåíêè íîðìû ‖r′′‖∞,ei

, ïî-
ñêîëüêó ÷åðåç íåå âûðàæàþòñÿ îñòàëüíûå:

‖r‖∞,ei
6 h2

i

8
‖r′′‖∞,ei

, ‖r′‖∞,ei
6 hi‖r′′‖∞,ei

, i = 1 : n. (1.52)
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Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. r(xi) = r(xi+1) = 0, òî ïî òåîðåìå 1.15, c. 31,
èìååì äëÿ x ∈ ei

r(x) =
r′′(ξx)

2
(x− xi)(x− xi+1), ãäå ξx ∈ ei,

îòêóäà ñ ó÷åòîì î÷åâèäíîé îöåíêè |(x − xi)(x − xi+1)| 6 h2
i /4 ïî-

ëó÷àåòñÿ ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (1.52). Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ íàéäåòñÿ
ηi ∈ (xi, xi+1), ÷òî r′(ηi) = 0; ïîýòîìó r′(x) = r′′(ηx)(x − ηi) äëÿ
íåêîòîðîé òî÷êè ηx ∈ ei, îòêóäà ñëåäóåò âòîðîå èç íåðàâåíñòâ (1.52).

Îáîçíà÷èì zi = ci − f ′′(xi) = ci − f ′′i , ãäå ci = s′′(xi). Äëÿ òî÷åê
ïðîèçâîëüíîãî ñåãìåíòà x ∈ ei

r′′(x) = f ′′(x)− s′′i (x) = f ′′(x)−
(

f ′′i
xi+1 − x

hi
+ f ′′i+1

x− xi

hi

)

+

(
zi

xi+1 − x

hi
+ zi+1

x− xi

hi

)
,

îòêóäà, ïðèìåíÿÿ îöåíêó ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè,

‖r′′‖∞,ei
6 h2

i

8
‖f (4)‖∞,ei

+ ‖z‖∞. (1.53)

Èç (1.49) äëÿ i = 2 : n ñëåäóåò

hi−1zi−1 + 2(hi−1 + hi)zi + hizi+1 = 6

(
fi+1 − fi

hi
− fi − fi−1

hi−1

)

− (hi−1f
′′
i−1 + 2(hi−1 + hi)f

′′
i + hif

′′
i+1) ≡ Φi. (1.54)

Çàïèøåì ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà:

fi+1 = fi + f ′ihi +
1

2
f ′′i h2

i +
1

6
f

(3)
i h3

i +
1

24
f (4)(ξi+)h4

i , ãäå ξi+ ∈ ei,

fi−1 = fi−f ′ihi−1+
1

2
f ′′i h2

i−1−
1

6
f

(3)
i h3

i−1+
1

24
f (4)(ξi−)h4

i−1, ãäå ξi− ∈ ei−1,

f ′′i+1 = f ′′i + f
(3)
i hi +

1

2
f (4)(ηi+)h2

i , ηi+ ∈ ei,

f ′′i−1 = f ′′i − f
(3)
i hi−1 +

1

2
f (4)(ηi−)h2

i−1, ηi− ∈ ei−1.

Òîãäà

6

(
fi+1 − fi

hi
− fi − fi−1

hi−1

)
= 3(hi−1 + hi)f

′′
i + (h2

i − h2
i−1)f

(3)
i

+
h3

i−1

4
f (4)(ξi−) +

h3
i

4
f (4)(ξi+),
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hi−1f
′′
i−1 + 2(hi−1 + hi)f

′′
i + hif

′′
i+1 = 3(hi−1 + hi)f

′′
i + (h2

i − h2
i−1)f

(3)
i

+
h3

i−1

2
f (4)(ηi−) +

h3
i

2
f (4)(ηi+).

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü (1.54), ïîñëå ñîêðàùåíèé ïîëó÷èì

Φi =
3

4
h3

i−1(f
(4)(ξi−) + f (4)(ηi−)) +

3

4
h3

i (f
(4)(ξi+) + f (4)(ηi+)),

îòêóäà
|Φi| 6 3

4
(h3

i−1 + h3
i )‖f (4)‖∞,[a,b].

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (1.54) äëÿ i = 2 : n èìååì îöåíêó

2(hi−1 + hi)|zi| 6 3

4
(h3

i−1 + h3
i )‖f (4)‖∞,[a,b] + hi−1|zi−1|+ hi|zi+1|, (1.55)

îòñþäà

2(hi−1 + hi)|zi| 6 3

4
(h3

i−1 + h3
i )‖f (4)‖∞,[a,b] + (hi−1 + hi)‖z‖∞,

èëè, ïîñëå äåëåíèÿ íà hi−1 + hi,

2|zi| 6 3

4
(h2

i−1 − hi−1hi + h2
i )‖f (4)‖∞,[a,b] + ‖z‖∞

6 3

4
h2‖f (4)‖∞,[a,b] + ‖z‖∞,

ïîñêîëüêó, h2
i−1 − hi−1hi + h2

i 6 max(h2
i−1, h

2
i ) 6 h2. Îêîí÷àòåëüíî,

‖z‖∞ 6 3

4
h2‖f (4)‖∞,[a,b]. (1.56)

Ïîäñòàâèì ýòó îöåíêó â (1.53):

‖r′′‖∞,ei
6 h2

i

8
‖f (4)‖∞,ei

+ ‖z‖∞ 6 7

8
h2‖f (4)‖∞,[a,b].

Ó÷èòûâàÿ (1.52), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 1.18. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C4[a, b], òî äëÿ ïîãðåøíîñòè

r(x) = f(x)− s(x) êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà, ïîñòðîåííîãî ïî çíà÷åíèÿì
f(xi) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.51), èìåþò ìåñòî îöåíêè

‖r‖∞,[a,b] 6 M4

8
h4, ‖r′‖∞,[a,b] 6 M4h

3, ‖r′′‖∞,[a,b] 6 M4h
2,
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ãäå M4 = ‖f (4)‖∞,[a,b].
Ðàññìîòðèì òåïåðü êðàåâûå óñëîâèÿ (1.42), ãäå çíà÷åíèÿ c1, cn+1

àïïðîêñèìèðóþò ïðîèçâîäíûå f ′′(x1), f ′′(xn+1) ñî âòîðûì ïîðÿäêîì:
|c1 − f ′′(x1)| 6 αh2, |cn+1 − f ′′(xn+1)| 6 αh2. (1.57)

Âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé ìîæíî äîáèòüñÿ, åñëè âçÿòü
c1 = L′′a(x1), cn+1 = L′′b (xn+1), (1.58)

ãäå La(x) èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà 3-åé ñòåïåíè, ïî-
ñòðîåííûé ïî çíà÷åíèÿì f(xi) äëÿ i = 1 : 4; àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
êóáè÷åñêèé èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà Lb(x) ïî çíà÷åíè-
ÿì f(xi) äëÿ i = n− 2 : n + 1. Òîãäà îöåíêè (1.57) áóäóò âûòåêàòü èç
òåîðåìû 1.8, c. 20, ñ ïîñòîÿííîé α 6 9M4/2 â îáùåì ñëó÷àå íåðàâíî-
ìåðíîé ñåòêè; â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ñåòêè âáëèçè ãðàíè÷íûõ òî÷åê
îöåíêó α ìîæíî óëó÷øèòü: α 6 11M4/12.

Çàìåòèì, ÷òî îöåíêè (1.55) äëÿ i = 2 : n áóäóò òàêæå ñïðàâåäëè-
âû. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

‖z‖∞,ωh
= max

i=2:n
|zi|.

Òîãäà èç (1.55) äëÿ i = 2 è i = n â ñèëó (1.57) ïîëó÷èì

2|zi| 6 3

4
h2M4 + αh2 + ‖z‖∞,ωh

,

à äëÿ i = 3 : n− 1, êàê è ðàíüøå, áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà

2|zi| 6 3

4
h2M4 + ‖z‖∞,ωh

.

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ (1.57),

‖z‖∞ 6 (
3

4
M4 + α)h2.

Òåïåðü èç îöåíêè (1.53), êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà âíå çàâèñèìîñòè îò êðà-
åâûõ óñëîâèé, ìû ïîëó÷àåì îöåíêè ïîãðåøíîñòè è â ñëó÷àå íåòî÷íîãî
çàäàíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé (1.42).

Òåîðåìà 1.19. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C4[a, b], òî äëÿ ïîãðåøíîñòè
r(x) = f(x)− s(x) êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà, ïîñòðîåííîãî ïî çíà÷åíèÿì
f(xi) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.42), óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì àï-
ïðîêñèìàöèè (1.57), èìåþò ìåñòî îöåíêè

‖r‖∞,[a,b] 6 M4 + α

8
h4, ‖r′‖∞,[a,b] 6 (M4 + α)h3,

‖r′′‖∞,[a,b] 6 (M4 + α)h2.



Ãëàâà 2
Çàäà÷è íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â

íîðìèðîâàííûõ è åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

1. Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü F � âåùåñòâåííîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé
‖ · ‖, G ⊂ F � åãî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ââåäåì ïîíÿòèå ðàñ-
ñòîÿíèÿ îò ýëåìåíòà f ∈ F äî ïîäïðîñòðàíñòâà G êàê âåëè÷èíó

dG(f) = inf
g∈G

‖f − g‖. (2.1)

Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè, íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýëåìåíòîâ gn ∈ G, òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

‖f − gn‖ = dG(f).

Ëþáóþ òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåì íàçûâàòü àïïðîêñèìèðóþ-
ùåé f ∈ F ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòîâ G, êîðî÷å, àïïðîêñèìè-
ðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Ïðîÿñíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàññòîÿíèÿ äî ïîäïðîñòðàíñòâà,
êàê ôóíêöèîíàëà (ò.å. âåùåñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèè) íà íîðìèðîâàí-
íîì ïðîñòðàíñòâå F .

Òåîðåìà 2.1. Ôóíêöèîíàë dG(f) íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàí-
ñòâå F óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) 0 6 dG(f) 6 ‖f‖, ïðè÷åì dG(f) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà f ∈ G;

2) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α è âåêòîðà f ∈ F

dG(αf) = |α|dG(f),

ïðè ýòîì, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn ∈ G àïïðîêñèìèðóåò f , òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αgn ∈ G àïïðîêñèìèðóåò αf ;

3) äëÿ ëþáûõ f1, f2 ∈ F

dG(f1 + f2) 6 dG(f1) + dG(f2);

4) äëÿ ëþáûõ f1, f2 ∈ F

|dG(f1)− dG(f2)| 6 ‖f1 − f2‖.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåðàâåíñòâî 0 6 dG(f) 6 ‖f‖ î÷åâèä-
íî, ò.ê. dG(f) åñòü òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë, ñîäåðæàùåãî ÷èñëî ‖f‖, òàê ïîäïðîñòðàíñòâî G ñîäåðæèò íó-
ëåâîé âåêòîð. Åñëè f ∈ G, òî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ íà
‖f−f‖ = 0. Ïóñòü îáðàòíî, dG(f) = 0. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé
íèæíåé ãðàíè, íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ gn ∈ G òàêàÿ,
÷òî ‖f − gn‖ ↓ 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê
f , îòêóäà, â ñèëó óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè, f ∈ G.

2) Â ñëó÷àå α = 0 ðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ïóñòü α 6= 0 è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü gn ∈ G àïïðîêñèìèðóåò f . Òîãäà

dG(αf) 6 ‖αf − αgn‖ = |α|‖f − gn‖ → |α|dG(f),

îòêóäà dG(αf) 6 |α|dG(f). Ïîâòîðèâ òå æå ðàññóæäåíèÿ ñ çàìåíîé f
íà f̄ = αf è α íà îáðàòíóþ âåëè÷èíó 1/α, ïîëó÷èì

dG(f̄/α) 6 dG(f̄)/|α|, èëè, |α|dG(f) 6 dG(αf).

Äîêàçàíî, òåì ñàìûì, ðàâåíñòâî dG(αf) = |α|dG(f), à èç ñõîäèìîñòè
‖αf − αgn‖ → |α|dG(αf) ñëåäóåò âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ 2).

3) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gi,n ∈ G àïïðîêñèìèðóåò fi, i = 1, 2.
Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

dG(f1 + f2) 6 ‖f1 + f2 − (g1,n + g2,n)‖ 6 ‖f1 − g1,n‖+ ‖f2 − g2,n‖.
Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïî n →∞, ïîëó÷èì òðåáóåìîå
íåðàâåíñòâî.

4) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gi,n ∈ G àïïðîêñèìèðóåò fi, i = 1, 2.
Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

dG(f1) 6 ‖f1 − g2,n‖ 6 ‖f1 − f2‖+ ‖f2 − g2,n‖.
Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïî n →∞, ïîëó÷èì íåðàâåí-
ñòâî

dG(f1) 6 ‖f1 − f2‖+ dG(f2).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî
dG(f2) 6 ‖f1 − f2‖+ dG(f1).

Ñëåäîâàòåëüíî, |dG(f1)− dG(f2)| 6 ‖f1 − f2‖. ¤
Èç ñâîéñòâ 1)-3) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàë dG(·) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé ïîëóíîðìîé íà F , íóëü-ìíîæåñòâîì (èëè ÿäðîì) êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî G. Ñâîéñòâî 4) õàðàêòåðèçóåò ôóíêöèþ
f ∈ F → dG(f) êàê Ëèïøèö-íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ñ êîíñòàíòîé
Ëèïøèöà ðàâíîé 1.
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Îïðåäåëåíèå 2.1. Íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ýëåìåíòà f ∈ F
â ïîäïðîñòðàíñòâå G íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò ḡ ∈ G, ÷òî

‖f − ḡ‖ = dG(f). (2.2)

Çàäà÷à îòûñêàíèÿ äëÿ çàäàííîãî f ∈ F òàêîãî ýëåìåíòà ḡ ∈ G íàçû-
âàåòñÿ çàäà÷åé íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Òåîðåìà 2.2. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî G êîíå÷íîìåðíî, òî äëÿ
âñÿêîãî f ∈ F ñóùåñòâóåò íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn ∈ G àïïðîê-
ñèìèðóåò f :

‖f − gn‖ → dG(f)

ïðè n →∞. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðà-
íè÷åíà, òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c > 0

‖f − gn‖ 6 c, n = 1, 2, . . .

Òîãäà ïðè âñåõ n

‖gn‖ 6 ‖f − gn‖+ ‖f‖ 6 c + ‖f‖,
÷òî îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ {gn} â
êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå G. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ â G ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{gnk

}, ïðåäåë êîòîðîé îáîçíà÷èì ÷åðåç ḡ ∈ G. Èìååì

dG(f) 6 ‖f − ḡ‖ = lim
k→∞

‖f − gnk
‖ = dG(f),

îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðåäåëüíûé ýëåìåíò ḡ ∈ G ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷-
øèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ f . ¤

Äàëåå âñþäó äàëåå áåç îãîâîðîê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîäïðîñòðàí-
ñòâî G êîíå÷íîìåðíî. Â äîêàçàííîé òåîðåìå ãîâîðèòñÿ î ñóùåñòâî-
âàíèè íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ, íî íå óòâåðæäàåòñÿ åãî åäèíñòâåí-
íîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Πf ⊂ G ìíîæåñòâî âñåõ íàèëó÷øèõ ïðèáëè-
æåíèé ýëåìåíòà f . Èç ñâîéñòâà 2) òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
÷èñëà α

Π(αf) = αΠf. (2.3)
Íàïîìíèì, ÷òî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî K ⊂ F ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì

ìíîæåñòâîì, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ýëåìåíòàìè g1, g2 ∈ K ýòî
ìíîæåñòâî ñîäåðæèò è âåñü îòðåçîê [g1, g2] = {(1 − λ)g1 + λg2 : λ ∈
[0, 1]}, ñîåäèíÿþùèé ýòè ýëåìåíòû.
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Òåîðåìà 2.3. Ìíîæåñòâî Πf âñåõ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé
ýëåìåíòà f ∈ F ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âûïóêëûì îãðàíè÷åííûì
ìíîæåñòâîì â êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå G, ò.å. âûïóêëûì
êîìïàêòîì â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè g1, g2 ∈ Πf , òî äëÿ g = (1−λ)g1 +λg2,
ãäå λ ∈ [0, 1], áóäåì èìåòü ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

dG(f) 6 ‖f − g‖ = ‖(1− λ)(f − g1) + λ(f − g2)‖
6 |(1− λ)‖f − g1‖+ λ‖f − g2‖ = dG(f),

ò.å g òàêæå ïðèíàäëåæèò Πf , ÷òî îçíà÷àåò âûïóêëîñòü Πf . Äîêàæåì
åãî çàìêíóòîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g1, g2, . . . èç Πf ñõîäèòñÿ
ê íåêîòîðîìó ïðåäåëüíîìó ýëåìåíòó g ∈ G. Òîãäà

dG(f) 6 ‖f − g‖ = lim
n→∞

‖f − gn‖ = lim
n→∞

dG(f) = dG(f),

ò.å. ïðåäåëüíûé ýëåìåíò g òàêæå áóäåò íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì
äëÿ f ∈ F . Äàëåå, åñëè g ∈ Πf , òî

‖g‖ 6 ‖f − g‖+ ‖f‖ = dG(f) + ‖f‖.
Ýòà îöåíêà äîêàçûâàåò îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà Πf . ¤

Ïðèâåäåì ïðèìåðû çàäà÷, â êîòîðûõ íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå
íå åäèíñòâåííî. Â êà÷åñòâå íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà F = F∞
âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî R2 âåêòîðîâ x = (x1, x2), íàäåëåííîå íîðìîé
‖x‖∞ = max(|x1|, |x2|). Âîçüìåì åãî îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

G = {x ∈ R2 : x2 = 0}
è äëÿ âåêòîðà f = (0, 1) ïîñòàâèì çàäà÷ó î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè
ýòîãî âåêòîðà âåêòîðàìè èç G â íîðìå ‖ · ‖∞. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðî-
âåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî dG(f) = 1 è ëþáîé âåêòîð x = (x1, 0), ãäå
−1 6 x1 6 1 ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ f , ïîñêîëüêó
äëÿ óêàçàííûõ òî÷åê 1 = dG(f) = ‖f − x‖∞. Èç äîêàçàííîãî âûøå
ñâîéñòâà Π(αf) = αΠf ñëåäóåò, ÷òî Π(αf) = {(x1, 0) : |x1| 6 |α|}.
Åñëè òî÷êó f äâèãàòü ïàðàëëåëüíî îñè x1, òî îòðåçîê Πf áóäåò äâè-
ãàòüñÿ ïî îñè x1 ïàðàëëåëüíî, íå ìåíÿÿ ñâîåé äëèíû. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ f = (f1, f2) ìíîæåñòâî íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé â G åñòü îòðåçîê
Πf = {(x1, 0) : |x1 − f1| 6 |f2|}.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà âçÿòü

G = {x = (x1, x2) ∈ R2 : ax1 + bx2 = 0},
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ãäå ïîñòîÿííûå a, b îòëè÷íû îò íóëÿ, òî â òàêîì ïîäïðîñòðàíñòâå äëÿ
ëþáîãî f ∈ R2 áóäåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî åäèíñòâåííîå íàèëó÷øåå
ïðèáëèæåíèå. Ýòî ëåãêî ïîíÿòü èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, åñëè
ó÷åñòü, ÷òî ëþáàÿ çàìêíóòàÿ r-îêðåñòíîñòü òî÷êè f

Or[f ] = {x ∈ F : ‖f − x‖∞ 6 r}
ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êâàäðàò ñ öåíòðîì â òî÷êå f ñî ñòîðîíàìè, ïà-
ðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì è ðàâíûì ïî äëèíå 2r. Ïîýòîìó
äëÿ óêàçàííîé ïðÿìîé G, íå ñîâïàäàþùåé íè ñ îäíîé èç êîîðäèíàò-
íûõ îñåé, íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ çàìêíóòàÿ r-îêðåñòíîñòü ñ öåíòðîì
â f , êîòîðàÿ êîñíåòñÿ ýòîé ïðÿìîé îäíèì èç ñâîèõ óãëîâ. Òî÷êà êàñà-
íèÿ è áóäåò åäèíñòâåííûì íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì â G.

Ïîõîæèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
F1 = R2 ñ íîðìîé ‖ · ‖1. Ñóùåñòâóþò äâà (è òîëüêî äâà) îäíîìåð-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâà

G = {x : x1 = x2} è G = {x : x1 = −x2},
â êîòîðûõ íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå áóäåò íå åäèíñòâåííûì. Äëÿ
îñòàëüíûõ æå ïîäïðîñòðàíñòâ íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå áóäåò åäèí-
ñòâåííûì è îòíîñèòåëüíî ýòîé íîðìû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû íèæå, â ïðîñòðàíñòâå
Rm, íàäåëåííûì ëþáîé èç íîðì ‖·‖p, 1 < p < ∞, çàäà÷à î íàèëó÷øåì
ïðèáëèæåíèè áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (F, ‖ · ‖) íà-
çûâàåòñÿ ñòðîãî íîðìèðîâàííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ
f, g ∈ F , îòëè÷íûõ îò íóëÿ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
‖f + g‖ = ‖f‖+ ‖g‖, íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî α > 0, ÷òî f = αg.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Åäèíè÷íûé øàð
O1 = {f : ‖f‖ 6 1}

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ f, g òàêèõ, ÷òî ‖f‖ = ‖g‖ = 1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖(1− λ)f + λg‖ < 1 ∀λ ∈ (0, 1).

ßñíî, ÷òî åñëè åäèíè÷íûé øàð ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì ìíî-
æåñòâîì, òî è äëÿ ëþáîãî r > 0 øàð Or = {f : ‖f‖ 6 r} ðàäèóñà
r ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì ìíîæåñòâîì â ñìûñëå âûïîëíåíèÿ äëÿ
ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ f, g òàêèõ, ÷òî ‖f‖ = ‖g‖ = r ñòðîãîãî
íåðàâåíñòâà

‖(1− λ)f + λg‖ < r ∀λ ∈ (0, 1).
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Íà ñàìîì äåëå, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ýòè äâà
ñâîéñòâà íîðìû � ñòðîãîé íîðìèðîâàííîñòè è ñòðîãîé âûïóêëîñòè
åäèíè÷íîãî øàðà � ýêâèâàëåíòíû.

Ëåììà 2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî (F, ‖ · ‖) áûëî
ñòðîãî íîðìèðîâàííûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åäèíè÷-
íûé øàð O1 áûë ñòðîãî âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî (F, ‖·‖)
ñòðîãî íîðìèðîâàíî, ‖f‖ = ‖g‖ = 1, f 6= g è äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈
(0, 1), ïðîòèâ äîêàçûâàåìîãî,

1 = ‖(1− λ)f + λg‖ = ‖(1− λ)f‖+ ‖λg‖.
(Áîëüøå 1 ýòà íîðìà áûòü íå ìîæåò â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíè-
êà). Èç ñòðîãîé íîðìèðîâàííîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò α > 0, ÷òî
(1− λ)f = αλg, îòêóäà

1− λ = ‖(1− λ)f‖ = ‖αλg‖ = αλ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî f = g � ïðîòèâîðå÷èå.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü åäèíè÷íûé øàð O1 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóê-

ëûì ìíîæåñòâîì è äëÿ äâóõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ f, g ∈ F âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî ‖f + g‖ = ‖f‖ + ‖g‖. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî f = αg äëÿ
íåêîòîðîãî α > 0. Îáîçíà÷èì

f̄ =
f

‖f‖ , ḡ =
g

‖g‖ .

Çàìåòèì, ÷òî ‖f̄‖ = ‖ḡ‖ = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f̄ 6= ḡ. Ââåäåì

λ =
‖g‖

‖f‖+ ‖g‖ ∈ (0, 1), 1− λ =
‖f‖

‖f‖+ ‖g‖ .

Òîãäà

1 =

∥∥∥∥
f

‖f‖+ ‖g‖ +
g

‖f‖+ ‖g‖

∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
‖f‖

‖f‖+ ‖g‖ f̄ +
‖g‖

‖f‖+ ‖g‖ ḡ
∥∥∥∥ = ‖(1− λ)f̄ + λḡ‖ < 1

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè åäè-
íè÷íîãî øàðà). Ïîëó÷åííîå àáñóðäíîå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåò, ÷òî
f̄ = ḡ, à çíà÷èò f = αg äëÿ α = ‖f‖/‖g‖ > 0. Ýòèì óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñòðîãàÿ íîðìèðîâàííîñòü ïðîñòðàíñòâà (F, ‖ · ‖). ¤

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî óñëîâèå ñòðîãîé âûïóêëîñòè åäèíè÷íîãî øà-
ðà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì åäèíñòâåííîñòè ýëåìåíòà íàèëó÷-
øåãî ïðèáëèæåíèÿ.
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Òåîðåìà 2.4. Åñëè åäèíè÷íûé øàð íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g1, g2 � äâà ðàçíûõ íàèëó÷øèõ ïðè-
áëèæåíèÿ äëÿ f ∈ F , òîãäà ïî òåîðåìå 2.3 âåêòîð g = g1/2 + g2/2
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ, òàê ÷òî

dG(f) = ‖f − g‖ =

∥∥∥∥
f − g1

2
+

f − g2

2

∥∥∥∥ .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè ëþáîãî øàðà, â ÷àñò-
íîñòè, ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñà dG(f),

∥∥∥∥
f − g1

2
+

f − g2

2

∥∥∥∥ < dG(f),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäûäóùåìó ðàâåíñòâó. Çíà÷èò, äâóõ ðàçíûõ íàè-
ëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé áûòü íå ìîæåò. ¤

2. Ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïîëèíîì p ∈ Pn íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì íàè-
ëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà îòðåçêå [a, b] äëÿ íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè f ∈ C[a, b], åñëè

‖f − p‖∞,[a,b] = dn(f), (2.4)

ãäå
dn(f) = min

q∈Pn

‖f − q‖∞,[a,b]

� ðàññòîÿíèå â ðàâíîìåðíîé íîðìå îò f äî ïðîñòðàíñòâà ïîëèíîìîâ
Pn.

Ïî òåîðåìå 2.2, âñåãäà õîòÿ áû îäèí òàêîé ïîëèíîì ñóùåñòâóåò.
Çàìåòèì, ÷òî åäèíè÷íûé øàð â ðàâíîìåðíîé íîðìå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðî-
ãî âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, òàê ÷òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå åäèíñòâåííî-
ñòè íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ íå âûïîëíåíî. Äåéñòâè-
òåëüíî, ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü ôóíêöèþ f ∈ C[a, b] òàêóþ, ÷òî

|f(x)| 6 1 ∀x ∈ [a, b] è f(a) = 1

è âîçüìåì ëþáóþ ôóíêöèþ g ∈ C[a, b], îáëàäàþùóþ òåìè æå ñâîé-
ñòâàìè:

|g(x)| 6 1 ∀x ∈ [a, b] è g(a) = 1,
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íî òàêóþ, ÷òî, íàïðèìåð, f(b) 6= g(b) (òàêèõ ôóíêöèé áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî). Òàê ÷òî ìû èìååì äâå ðàçíûå ôóíêöèè ñ åäèíè÷íîé ðàâíîìåð-
íîé íîðìîé. Êðîìå ýòîãî, ëþáàÿ âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ôóíêöèé
(1−λ)f +λg, λ ∈ [0, 1], òàêæå áóäåò èìåòü åäèíè÷íóþ íîðìó, ïîñêîëü-
êó ïî ìåíüøåé ìåðå â îäíîé òî÷êå x = a ýòà êîìáèíàöèÿ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå 1. Òàêèì îáðàçîì, âìåñòå ñ f è g åäèíè÷íàÿ ñôåðà â C[a, b]
öåëèêîì ñîäåðæèò è âåñü îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè ôóíêöèè. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî åäèíè÷íûé øàð â (C[a, b], ‖ · ‖∞,[a,b]) íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

2.1. Ïðèìåðû ïîëèíîìîâ íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C[a, b] â òî÷êàõ x0 è x1 ïðèíèìàåò ñâîè ýêñ-
òðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ

m = min
x∈[a,b]

f(x), M = min
x∈[a,b]

f(x).

Òîãäà ïîëèíîìîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ p0 ∈ P0 äëÿ f áóäåò ïî-
ñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ

p0(x) =
M + m

2
,

ïðè÷åì
d0(f) =

M −m

2
,

f(x0)− p0 = −d0(f) = −‖f − p0‖∞, f(x1)− p0 = d0(f) = ‖f − p0‖∞.

Òî÷êè x0, x1, â êîòîðûõ âûïîëíåíû ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà, íàçû-
âàþò òî÷êàìè ÷åáûøåâñêîãî àëüòåðíàíñà.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ f ∈ C2[a, b] òàêîâà, ÷òî åå âòîðàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ f ′′(x) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü âíóòðè èíòåðâàëà (a, b). Ïîñòðîèì
äëÿ ýòîé ôóíêöèè ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ
p ∈ P1. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f ′′(x) > 0 íà (a, b), ò.å. ôóíêöèÿ
f(x) âûïóêëà âíèç íà ýòîì ïðîìåæóòêå è åå ïðîèçâîäíàÿ âîçðàñòàåò.
Òîãäà

f ′(a) <
f(b)− f(a)

b− a
< f(b)

è ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x1 ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî

f ′(x1) =
f(b)− f(a)

b− a
≡ α.

Ðàññìîòðèì äâà ïîëèíîìà 1-îé ñòåïåíè ñ îäèíàêîâûì ñòàðøèì êîýô-
ôèöèåíòîì α:

q1(x) = α(x− a) + f(a), q2(x) = α(x− x1) + f(x1).
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Òîãäà ïîëèíîìîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ p ∈ P1 äëÿ
f áóäåò ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå

p(x) = 0.5(q1(x) + q2(x).

Åñëè îáîçíà÷èòü x0 = a, x2 = b, òî â òî÷êàõ xi ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

f(x0)− p(x0) = ‖f − p‖∞, f(x1)− p(x1) = −‖f − p‖∞,

f(x2)− p(x2) = ‖f − p‖∞.

2.2. Òåîðåìà ×åáûøåâà îá àëüòåðíàíñå

Òåîðåìà 2.5. ×òîáû ïîëèíîì p ∈ Pn áûë ïîëèíîìîì íàèëó÷-
øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f ∈ C[a, b], íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè n + 2 òî÷åê a 6 x0 < x1 < . . . <
xn+1 6 b òàêèõ, ÷òî

f(xi)− p(xi) = c(−1)i‖f − p‖∞ ∀i = 0 : n + 1, (2.5)

ãäå ïîñòîÿííàÿ c = 1 èëè c = −1 (äëÿ âñåõ i = 0 : n + 1).
Òî÷êè xi ôèãóðèðóþùèå â òåîðåìå, íàçûâàþò òî÷êàìè ÷åáûøåâ-

ñêîãî àëüòåðíàíñà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü p ∈ Pn � ïîëèíîì

íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñòåïåíè n 6 1 (ñëó÷àé n = 0
ðàçîáðàí â ïåðâîì ïðèìåðå ïóíêòà 2.1), d = dn(f) = ‖f − p‖∞ > 0
(ñëó÷àé d = 0 òðèâèàëåí). Îáîçíà÷èì r(x) = f(x) − p(x), ÷åðåç M+
� ìíîæåñòâî âñåõ x ∈ [a, b], äëÿ êîòîðûõ r(x) = d è ÷åðåç M− �
ìíîæåñòâî âñåõ x ∈ [a, b], äëÿ êîòîðûõ r(x) = −d. Çàìåòèì, ÷òî ýòè
ìíîæåñòâà çàìêíóòû è, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, èõ îáúåäèíåíèå íå
ïóñòî. Ïîëîæèì z0 = a è x0 = inf(M+∪M−). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíî-
ñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(x0)−p(x0) = d, òàê ÷òî x0 = inf M+. Äàëåå,
ïîëîæèì M1 = M− ∩ (x0, b]. Òàê êàê r(x0) > 0, òî ýòî ìíîæåñòâî
çàìêíóòî. Ïîêàæåì, ÷òî îíî íå ïóñòî. Åñëè îíî ïóñòî, òî ýòî çíà÷èò,
÷òî

r(x) = f(x)− p(x) > −d ∀x ∈ (x0, b].

Ïîëîæèì z1 = b, q(x) = z1 − x è pε(x) = p(x) + εq(x), ãäå ε > 0
ïîäáåðåì íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

f(x)− pε(x) = f(x)− p(x)− εq(x) > −d ∀x ∈ (x0, b],
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íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü ε > 0 èç èíòåðâàëà

0 < ε < ε1 =

min
x∈[z0,z1]

(r(x) + d)

‖q‖∞
. (2.6)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ x ∈ [z0, z1] = [a, b] âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

−d < f(x)− pε(x) < d,

ò.å. ‖f − pε‖∞ < d = dn, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ÷èñëà dn(f).
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî M1 íå ïóñòî; îáîçíà÷èì
x1 = inf M1, M2 = M+ ∩ (x1, b]. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî M2 = ∅, à
çíà÷èò

r(x) < d ∀x ∈ (x1, b],

òî ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì z2 =
b, à â êà÷åñòâå z1 çàôèêñèðóåì ëþáóþ òî÷êó èç èíòåðâàëà (x0, x1) è
äëÿ q(x) = z1 − x ñíîâà ðàññìîòðèì âîçìóùåíèå ïîëèíîìà p(x) âèäà
pε(x) = p(x) + εq(x). Ïóñòü ε1 > 0 îïðåäåëÿåòñÿ èç (2.6), à

ε2 =

min
x∈[z1,z2]

(d− r(x))

‖q‖∞
> 0. (2.7)

Òîãäà äëÿ ε ∈ (0, min(ε1, ε2)) äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ [a, b] = [z0, z1]∪[z1, z2]
ïî ïîñòðîåíèþ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

−d < f(x)− pε(x) = r(x)− εq(x) < d,

ò.å. ‖f − pε‖∞ < d, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ÷èñëà d. Ñëåäî-
âàòåëüíî, M2 6= ∅ è ìû ìîæåì ïîëîæèòü x2 = inf M2. Åñëè n = 1,
òî òî÷êè àëüòåðíàíñà ïîñòðîåíû. Åñëè n > 2, òî àíàëîãè÷íî ñòðîèì
òî÷êè xj = inf Mj äëÿ j = 2 : m, ãäå Mj = M+ ∩ (xj−1, b] äëÿ ÷åòíûõ
j, è Mj = M− ∩ (xj−1, b] äëÿ íå÷åòíûõ j. Ïî ïîñòðîåíèþ,

r(xj) = (−1)jd, j = 0 : m.

Åñëè m > n + 1, òî òåîðåìà â ÷àñòè íåîáõîäèìîñòè äîêàçàíà. Ïóñòü
m 6 n è ìíîæåñòâî Mm+1 = M∗∩(xm, b] ïóñòî, ãäå ñèìâîë ∗ çàìåíÿåò
− èëè + â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè èëè íå÷åòíîñòè m ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü zj ∈ (xj−1, xj) äëÿ j = 1 : m, zm+1 = b è

q(x) =
m∏

j=1

(zj − x).
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Ðàññìîòðèì âîçìóùåíèå pε = p + εq ∈ Pn. Êàê è âûøå, îïðåäåëèì

εj =

max
x∈[zj−1,zj ]

(d− (−1)jr(x))

‖q‖∞
> 0, j = 1 : m + 1.

Âûáåðåì ε > 0 èç óñëîâèÿ

ε < min
j=1:m+1

εj.

Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ è â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ Mm+1 = ∅ áóäóò âû-
ïîëíåíû íåðàâåíñòâà

−d < f(x)− pε(x) = r(x)− εq(x) < d

íà âñåõ îòðåçêàõ [zj−1, zj], j = 1 : m + 1, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü ïðî-
òèâîðå÷èâîå íåðàâåíñòâî ‖f − pε‖∞ < d. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò òåîðåìó â ÷àñòè íåîáõîäèìîñòè.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ïîëèíîìà p ∈ Pn ñóùåñòâóþò òî÷êè
àëüòåðíàíñà, â êîòîðûõ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (2.5). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî p íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ
äëÿ f è ïóñòü q ∈ Pn � ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ, òàê ÷òî dn(f) = ‖f − q‖∞ < ‖f − p‖∞. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü
g = q − p ∈ Pn â òî÷êàõ àëüòåðíàíñà:

g(xi) = (f(xi)− p(xi))− (f(xi)− q(xi)).

Ïîñêîëüêó |f(xi) − q(xi)| < |f(xi) − p(xi)| = ‖f − p‖∞, òî çíàê g(xi)
îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì f(xi)− p(xi). Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîì g(x) ñòå-
ïåíè n â òî÷êàõ xi, i = 0 : n + 1, ÷åðåäóåò çíàêè, ñëåäîâàòåëüíî,
ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè èìååò íå ìåíåå n + 1 íóëåé, ÷òî ìîæåò áûòü
òîëüêî â ñëó÷àå g(x) ≡ 0, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî p 6= q. Ïîëó-
÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ïîëèíîì p ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì
íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f . ¤

2.3. Åäèíñòâåííîñòü ïîëèíîìà íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî
ïðèáëèæåíèÿ

Òåîðåìà 2.6. Ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ
åäèíñòâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p1, p2 ∈ Pn ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè íàè-
ëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f ∈ C[a, b]. Òîãäà èõ
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ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå p = 0.5(p1 + p2), ïî òåîðåìå 2.3, òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëèíîìîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ f . Ïî òåîðå-
ìå ×åáûøåâà îá àëüòåðíàíñå, ñóùåñòâóþò n + 2 òî÷êè ÷åáûøåâñêîãî
àëüòåðíàíñà ïîëèíîìà p(x), â êîòîðûõ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (2.5).
Èìååì

f(xi)− p(xi) = 0.5(f(xi)− p1(xi)) + 0.5(f(xi)− p2(xi)).

Ïîñêîëüêó äëÿ ÷èñåë ai = 0.5(f(xi)− p1(xi)), bi = 0.5(f(xi)− p2(xi))
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

|ai| 6 0.5dn(f), |bi| 6 0.5dn(f), |ai + bi| = dn(f),

òî ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ai = bi, ò.å. p1(xi) = p2(xi) âî
âñåõ òî÷êàõ àëüòåðíàíñà. Èòàê, äâà ïîëèíîìà ñòåïåíè n ñîâïàäàþò â
áîëåå, ÷åì n ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, ÷òî ìîæåò áûòü òîëüêî, êîãäà p1 ≡ p2.
¤

Èñïîëüçóÿ äîêàçàííóþ òåîðåìó, ìû ìîæåì óñòàíîâèòü åäèíñòâåí-
íîñòü ïîëèíîìà, íàèìåíåå óêëîíÿþùåãîñÿ îò íóëÿ. Íàïîìíèì (ñì.
ï. 1.5.1, c. 25), ÷òî ïîëèíîì p ∈ Pn,1(a, b) (ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñî
ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1) íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì íàèìåíåå óêëîíÿ-
þùèìñÿ îò íóëÿ íà îòðåçêå [a, b], åñëè

‖p‖∞,[a,b] = min
q∈Pn,1

‖q‖∞,[a,b].

Ýòó çàäà÷ó áóäåì òðàêòîâàòü êàê çàäà÷ó î ïîëèíîìå íàèëó÷øåãî ðàâ-
íîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ pn−1 ∈ Pn−1 ñòåïåííîé ôóíêöèè f(x) = xn.
Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ïîëèíîì q ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1, ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè q(x) = xn− pn−1(x) è íàéòè ïîëèíîì
òàêîãî âèäà ñ ìèíèìàëüíîé ðàâíîìåðíîé íîðìîé, çíà÷èò íàéòè íàè-
ëó÷øåå ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå pn−1 ∈ Pn−1(a, b) ôóíêöèè xn. Ïî
òåîðåìå 2.6 òàêîé ïîëèíîì pn−1 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí. Ñëåäîâàòåëü-
íî, è åäèíñòâåí ïîëèíîì, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ, êîòîðûé,
êàê áûëî ïîêàçàíî â ï.1.5.1, ÿâëÿåòñÿ ìàñøòàáèðîâàííûì ïîëèíîìîì
×åáûøåâà íà îòðåçêå [a, b]. Èòàê, ìû äîêàçàëè

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïîëèíîì ×åáûøåâà ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êî-
ýôôèöèåíòîì 1 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîëèíîìîì, èìåþùèì íàè-
ìåíüøóþ ðàâíîìåðíóþ íîðìó ñðåäè âñåõ ïîëèíîìîâ èç Pn,1.
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3. Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Íàïîìíèì, ÷òî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íà âåùåñòâåííîì ëè-
íåéíîì ïðîñòðàíñòâå F íàçûâàåòñÿ òàêàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, çà-
äàííàÿ íà ïàðàõ âåêòîðîâ èç F è îáîçíà÷àåìàÿ äàëåå ÷åðåç (·, ·), êî-
òîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò òðåì ñâîéñòâàì:

1) äëÿ âñåõ f ∈ F ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ñåáÿ íåîò-
ðèöàòåëüíî: (f, f) > 0, ïðè÷åì (f, f) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
f = 0;

2) äëÿ âñåõ f, g ∈ F

(f, g) = (g, f);

3) äëÿ ëþáûõ f, g, w ∈ F è ÷èñåë α, β ∈ R
(αf + βg, w) = α(f, w) + β(g, w).

Â ñèëó ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîñòè 2), ïåðåñòàâëÿÿ àðãóìåíòû, ïîëó÷èì

(w, αf + βg) = α(w, f) + β(w, g).

Èç ýòîãî æå ñâîéñòâà è ñâîéñòâà 1) ñëåäóåò, ÷òî

(f, g) = 0 ∀g ∈ F

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = 0.
Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, íàäåëåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì,

íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Â ñèëó ñâîéñòâà 1) ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, íà ïðîñòðàíñòâå F êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ ôóíê-
öèîíàë

‖f‖ =
√

(f, f), (2.8)
íàçûâàåìûé íîðìîé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Çàìåòèì, ÷òî èç
ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

‖αf‖ = |α| ‖f‖ ∀α ∈ R, ∀f ∈ F.

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ôóíêöèîíàë óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà

‖f + g‖ 6 ‖f‖+ ‖g‖,
òåì ñàìûì îïðàâäûâàÿ ñâîå íàçâàíèå "íîðìà".
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3.1. Íåðàâåíñòâî Êîøè-Øâàðöà è åãî ñëåäñòâèÿ

Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ èãðàåò íåðàâåí-
ñòâî Êîøè-Øâàðöà.

Ëåììà 2.2. 1) Äëÿ ëþáûõ f, g ∈ F ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|(f, g)| 6 ‖f‖ ‖g‖; (2.9)

2) äëÿ äâóõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ f, g ∈ F èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(f, g) = ‖f‖ ‖g‖ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = αg äëÿ íåêîòîðîãî
÷èñëà α > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì f, g ∈ F . Åñëè õîòÿ áû îäèí èç
äâóõ âåêòîðîâ f, g ∈ F íóëåâîé, òî íåðàâåíñòâî (2.9) ïðåâðàùàåòñÿ
â ðàâåíñòâî 0 = 0. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îáà
âåêòîðà íåíóëåâûå. Ðàññìîòðèì íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ p(t) âå-
ùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà t: p(t) = ‖f−tg‖2. Â ñèëó ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ,

0 6 p(t) = ‖f − tg‖2 = ‖f‖2 − 2t(f, g) + t2‖g‖2.

Òàêèì îáðàçîì, p(t) � ýòî ïîëèíîì 2-é ñòåïåíè îò t ñ íåíóëåâûì
ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì. Ïîñêîëüêó ýòîò ïîëèíîì ïðèíèìàåò íåîò-
ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ t, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà íåïîëîæèòåëåí:

D = 4(f, g)2 − 4‖f‖2‖g‖2 6 0.

Ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî (2.9).
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2). Åñëè f = αg äëÿ íåêîòîðîãî α > 0, òî

íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷àåì

(f, g) = α‖g‖2 = ‖αg‖ ‖g‖ = ‖f‖ ‖g‖.
Îáðàòíî, ïóñòü (f, g) = ‖f‖ ‖g‖ > 0 äëÿ íåêîòîðûõ f, g ∈ F . Èç
äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà Øâàðöà ñëåäóåò, ÷òî äèñêðèìèíàíò D =
0, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü

α =
(f, g)

‖f‖2 > 0

ïîëèíîìà p(t) = ‖f−tg‖. Òàêèì îáðàçîì, 0 = p(α) = ‖f−αg‖, îòêóäà
f = αg. ¤

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ ôóíê-
öèîíàëà (2.8).
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Òåîðåìà 2.7. 1) Äëÿ ôóíêöèîíàëà (2.8) èìååò ìåñòî íåðàâåí-
ñòâî òðåóãîëüíèêà

‖f + g‖ 6 ‖f‖+ ‖g‖
äëÿ âñåõ f, g ∈ F ;

2) äëÿ äâóõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ f, g ∈ F èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
‖f + g‖ = ‖f‖+ ‖g‖

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = αg äëÿ íåêîòîðîãî α > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî Êîøè-Øâàðöà:

‖f + g‖2 = (f + g, f + g) = ‖f‖2 + 2(f, g) + ‖g‖2

6 ‖f‖2 + ‖f‖ ‖g‖+ ‖g‖2 = (‖f‖+ ‖g‖)2,

îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Åñëè f = αg äëÿ íåêîòîðîãî α > 0,

òî
‖f + g‖ = ‖(1 + α)g‖ = (1 + α)‖g‖ = ‖g‖+ ‖αg‖ = ‖f‖+ ‖g‖.

Îáðàòíî, åñëè äëÿ äâóõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ f, g ∈ F èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

‖f + g‖ = ‖f‖+ ‖g‖,
òî, êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà âûøå,
îáÿçàíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî (f, g) = ‖f‖ ‖g‖. Ïî ñâîéñòâó 2) ëåì-
ìû 2.2, ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî â ñëó÷àå f = αg äëÿ íåêîòîðîãî α > 0.
¤

Èç òåîðåìû ñðàçó ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 2.2. Ïðîñòðàíñòâî F , íàäåëåííîå íîðìîé (2.8) åâ-

êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàí-
ñòâîì, à åãî åäèíè÷íûé øàð ñòðîãî âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

Ñëåäñòâèå 2.3. Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå â åâêëèäîâîé íîðìå
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.4, c. 51.

3.2. Êðèòåðèé íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â åâêëèäîâîé íîðìå

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Øâàðöà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåíóëåâûõ âåêòî-
ðîâ

−1 6 (f, g)

‖f‖‖g‖ 6 1.

Ïîýòîìó êîððåêòíî ñëåäóþùåå
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Äëÿ äâóõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ f, g ∈ F óãëîì
ìåæäó íèìè íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

(̂f, g) = arccos
(f, g)

‖f‖‖g‖ .

Â ÷àñòíîñòè, ãîâîðÿò, ÷òî äâà âåêòîðà îðòîãîíàëüíû, åñëè (f, g) = 0
è ïèøóò f⊥g.

Òåîðåìà 2.8. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýëåìåíò g ∈ G áûë íàèëó÷-
øèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ f ∈ F , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ðàçíîñòü f−g (ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ) áûëà îðòîãîíàëüíà ïîä-
ïðîñòðàíñòâó G, ò.å.

(f − g, w) = 0 ∀w ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü g ∈ G � ýëåìåíò íàè-
ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ f ∈ F . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ óòâåðæäàå-
ìîãî, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò w ∈ G, äëÿ êîòîðîãî

(f − g, w) > 0.

Äëÿ t > 0 ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî âåêòîðîâ gt = g + tw ∈ G. Òîãäà, â
ñèëó åäèíñòâåííîñòè íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ,

‖f − gt‖2 = ‖(f − g)− tw‖2 =

= ‖f − g‖2 − 2t(f − g, w) + t2‖w‖2 > ‖f − g‖2,

îòêóäà
0 < 2(f − g, w) < t‖w‖2 ∀t > 0.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïî t ↓ 0 ïîëó÷èì àáñóðäíîå
íåðàâåíñòâî 0 < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð f − g îðòîãîíàëåí G.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (f−g, w) = 0 äëÿ âñåõ w ∈ G è ïóñòü u ∈ G
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, îòëè÷íûé îò g. Òîãäà

‖f − u‖2 = ‖(f − g) + (u− g)‖2 = ‖f − g‖2 − 2(f − g, u− g)+

+‖u− g‖2 = ‖f − g‖2 + ‖u− g‖2 > ‖f − g‖2,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî g � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå äëÿ f . ¤
Êàê è âûøå, ÷åðåç Πf ìû èñïîëüçóåì îïåðàòîðíîå îáîçíà÷åíèå

ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ f .
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Òåîðåìà 2.9. Îòîáðàæåíèå Π : F → G, êîòîðîå ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó âåêòîðó f ∈ F åãî íàèëó÷øåå ïðèáëèæå-
íèå g = Πf , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì ñ íîðìîé
‖Π‖ = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî îäíîðîäíîñòè Π(αf) = αΠf áûëî
óñòàíîâëåíî ðàíåå (ñì. (2.3), c. 47). Ïîêàæåì åãî àääèòèâíîñòü. Äëÿ
ëþáûõ f1, f2 ∈ F îáîçíà÷èì ÷åðåç gi = Πfi ∈ G, i = 1, 2. Ïî òåîðåìå
2.8,

(fi − gi, w) = 0 ∀w ∈ G, i = 1, 2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

((f1 + f2)− (g1 + g2), w) = 0 ∀w ∈ G.

Ýòî îçíà÷àåò ïî òåîðåìå 2.8, ÷òî Π(f1 + f2) = g1 + g2 = Πf1 + Πf2,
ò.å. îòîáðàæåíèå Π àääèòèâíî.

Äàëåå, èç òåîðåìû 2.1, c. 45, ñëåäóåò, ÷òî

‖Πf‖ 6 ‖f‖ ∀f ∈ F,

÷òî äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà Π. Íàêîíåö, èç Πf = f äëÿ
f ∈ G ñëåäóåò, ÷òî

‖Π‖ = sup{‖Πf‖ : ‖f‖ 6 1} = 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îïåðàòîð Π, â ñèëó åãî ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîñòè f − Πf⊥G,

íàçûâàþò îïåðàòîðîì îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî G. Òåîðåìû 2.8, 2.9 ñïðàâåäëèâû íå òîëüêî äëÿ êîíå÷íîìåð-
íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà G, íî è äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîãî, ïðè óñëîâèè åãî
ïîëíîòû: ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ gn ∈ G, óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ óñëîâèþ

‖gn − gm‖ → 0

ïðè m,n →∞, äîëæíà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó g ∈ G.

3.3. Ñâåäåíèå çàäà÷è íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

Ïîëó÷åííàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàè-
ëó÷øåì ïðèáëèæåíèè, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
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Â ïðîñòðàíñòâå G ðàçìåðíîñòè dim G = n < ∞ âûáåðåì áàçèñ
e1, e2, . . . , en ∈ G. Òîãäà äëÿ çàäàííîãî f ∈ F íàèëó÷øåå ïðèáëèæå-
íèå g ∈ G ìîæíî ïðåäñòàâèòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè

g =
n∑

j=1

yjej. (2.10)

Ïî òåîðåìå 2.8,

0 = (f − g, ei) = (f, ei)−
n∑

j=1

yj(ej, ei) ∀i = 1 : n.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

Ay = F, (2.11)
ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû A è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè F âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì

Aij = (ej, ei) = (ei, ej) = Aji, Fi = (f, ei) ∀i, j = 1 : n. (2.12)

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ {ei : i =
1 : n}.

Ëåììà 2.3. Ìàòðèöà Ãðàìà ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âåêòîðîâ {ei : i = 1 : n} ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíà îïðåäåëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò èç ôîðìóë (2.12). Äîêàæåì åå ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåí-
íîñòü. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

qA(z) = (Az, z)

ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà âñåõ íåíóëåâûõ âåêòîðàõ.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà z ∈ Rn

(Az, z) =
n∑

i,j=1

Aijzizj =
n∑

i,j=1

(ei, ej)zizj

=
n∑

i=1

n∑
j=1

(ziei, zjej) = (
n∑

i=1

ziei,

n∑
j=1

zjej) = ‖w‖2 > 0,

ïîñêîëüêó w =
n∑

i=1
ziei 6= 0. ¤
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Ñèììåòðè÷íîñòü è ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû A
(ïèøóò A = A′ > 0) ïîçâîëÿåò äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.11) ïðè-
ìåíÿòü ñïåöèàëüíûå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ.

Èòàê, àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ
â åâêëèäîâîé íîðìå äëÿ çàäàííîãî f ∈ F âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ýòàïû.

1. Âûáîð èëè ïîñòðîåíèå áàçèñà e1, e2, . . . , en â ïîäïðîñòðàíñòâå
G;

2. Ãåíåðèðîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ay = F ïî ôîðìóëàì (2.12);
3. Ðåøåíèå ñèñòåìû Ay = F íà êîìïüþòåðå, ò.å. âû÷èñëåíèå y ∈

Rn, èñïîëüçóÿ òîò èëè èíîé ìåòîä, ó÷èòûâàþùèé ñèììåòðè÷íîñòü è
ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû;

4. Âû÷èñëåíèå íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ïî ôîðìóëå (2.10).
Çàìåòèì, ÷òî îò âûáîðà áàçèñà ñàìî íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå g

íå çàâèñèò, îäíàêî, ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëåíèé íà êîìïüþòåðå, âû-
áîð áàçèñà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì àñïåêòîì, ïîñêîëüêó òàêèå ñâîéñòâà
ìàòðèöû Ãðàìà, êàê åå çàïîëíåííîñòü èëè ðàçðåæåííîñòü, îáóñëîâ-
ëåííîñòü ìàòðèöû (îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ê
ìèíèìàëüíîìó), çàâèñÿò âûáîðà âåêòîðîâ ei è ñèëüíî âëèÿþò êàê íà
ïðîöåññ ðåøåíèÿ â ñìûñëå çàòðàò ðåñóðñîâ êîìïüþòåðà (ïàìÿòè è
âðåìåíè), òàê è íà ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ � â ñëó÷àå ïëîõî îáóñëîâëåí-
íîé ìàòðèöû, ò.å. ñ áîëüøèì ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè, îøèáêè îêðóã-
ëåíèÿ ìîãóò ñèëüíî èñêàçèòü ðåçóëüòàò.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîñòðîåí èëè çàðàíåå èçâåñòåí îðòîãî-
íàëüíûé áàçèñ:

(ei, ej) = 0 äëÿ i 6= j.

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà Ãðàìà äèàãîíàëüíà A = diag ‖ei‖2 è êîýô-
ôèöèåíòû yj â ðàçëîæåíèè (2.10) áóäóò ÿâëÿòüñÿ êîýôôèöèåíòàìè
Ôóðüå âåêòîðà f äëÿ ýòîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû:

yi =
(f, ei)

‖ei‖2 , i = 1 : n.

4. Ïðèìåðû çàäà÷ î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåí-
íî ôîðìóëèðóþòñÿ êàê çàäà÷è î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè â ïðî-
ñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ëèáî ñâîäÿòñÿ ê íèì.
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4.1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì íàèëó÷øåãî
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn(−1, 1) = Tn ïðîñòðàíñòâî òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n, ò.å. ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà

a0 +
n∑

j=1

(aj cos πjx + bj sin πjx).

ßñíî, ÷òî dim Tn = 2n + 1. Ïðîñòðàíñòâî F = L2(−1, 1) � ýòî ãèëü-
áåðòîâî, ò.å. ïîëíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì è íîðìîé

(f, g) =

1∫

−1

f(x)g(x) dx, ‖f‖ =
√

(f, f).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé
1, sin πx, cos πx, . . . , sin πnx, cos πnx, . . .

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà L2(−1, 1). Â ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f ∈ L2(−1, 1) ñòàâèòñÿ çàäà÷à îòûñ-
êàíèÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ gn â ïîäïðîñòðàíñòâå Tn. Ðåøåíèåì
áóäåò n-ûé îòðåçîê ðÿäà Ôóðüå

gn(x) = 0.5a0 +
n∑

j=1

(aj cos πjx + bj sin πjx), (2.13)

ãäå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

aj =

1∫

−1

f(x) cos πjx dx äëÿ j = 0 : n,

bj =

1∫

−1

f(x) sin πjx dx äëÿ j = 1 : n.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïðè áîëüøèõ j â ýòèõ
ôîðìóëàõ èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðèåìû ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ. Ñëåäóåò òàêæå ñêàçàòü, ÷òî ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ñóììû â
(2.13) ïðè áîëüøîì ÷èñëå ñëàãàåìûõ ïðèâîäèò ê íàêîïëåíèþ îøè-
áîê è ñèëüíîìó èñêàæåíèþ ðåçóëüòàòà èç-çà õàðàêòåðíîãî ïîâåäåíèÿ
áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ âûñîêî÷àñòîòíûõ ÷ëåíîâ ðÿäà. Äëÿ êîððåêò-
íîãî âû÷èñëåíèÿ ñóììû èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå òàê íàçûâàåìûå ìå-
òîäû ðåãóëÿðèçàöèè.
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4.2. Àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî
ïðèáëèæåíèÿ

Äëÿ èíòåãðèðóåìîé íà èíòåðâàëå (a, b) ïî÷òè âñþäó ïîëîæèòåëü-
íîé ôóíêöèè ρ(x) ÷åðåç L2,ρ(a, b) îáîçíà÷àåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖f‖2,ρ =




b∫

a

ρ(x)f 2(x) dx




1/2

,

êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) = (f, g)ρ =

b∫

a

ρ(x)f(x)g(x) dx.

Åñëè ρ(x) ≡ 1, òî â îáîçíà÷åíèÿõ ρ îïóñêàåòñÿ.
Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïîëèíîì gn ∈ Pn(a, b) íàçûâàåòñÿ ïîëèíî-

ìîì íàèëó÷øåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ñ âåñîì ρ ïðèáëèæåíèÿ äëÿ
ôóíêöèè f ∈ L2,ρ(a, b), åñëè

‖f − p‖2,ρ = min
q∈Pn

‖f − q‖2,ρ.

Èç îáùèõ ðåçóëüòàòîâ î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñëåäóåò, ÷òî ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí.
Åñëè èçâåñòíà èëè ïîñòðîåíà îðòîãîíàëüíàÿ ñ âåñîì ρ ñèñòåìà ïîëè-
íîìîâ pj ∈ Pj(a, b),

(pj, pi) = 0 ïðè i 6= j,

òî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé

gn(x) =
n∑

j=0

yjpj(x) (2.14)

ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå

yj =
(f, pj)

‖pj‖2 , j = 0 : n. (2.15)

Ïðèìåðîì êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ÿâëÿþòñÿ óæå
ðàññìàòðèâàâøèåñÿ ðàíåå ïîëèíîìû ×åáûøåâà Tj(x) (ñì.ï. 1.5, c. 23)
äëÿ âåñîâîé ôóíêöèè

ρ(x) = (1− x2)1/2, x ∈ (−1, 1).
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Äëÿ âåñà ρ(x) ≡ 1 îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ
â L2(−1, 1) îáðàçóþò ïîëèíîìû Ëåæàíäðà

Ln(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n.

Ïîëèíîìû ×åáûøåâà è Ëåæàíäðà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñè-
ñòåìû ïîëèíîìîâ ßêîáè p

(α,β)
n (x) äëÿ âåñîâîé ôóíêöèè

ρ(x) = (1− x)α(1 + x)β, x ∈ (−1, 1),

(çäåñü α, β > −1),

p(α,β)
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1− x)−α(1 + x)−β dn

dxn
((1− x)n+α(1 + x)n+β).

4.3. Íàèëó÷øåå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå íà äèñêðåòíîì
ìíîæåñòâå òî÷åê

Ïóñòü ΩN = {x1, x2, . . . , xN} � çàäàííîå ìíîæåñòâî N òî÷åê,
w(xi) = wi > 0 äëÿ i = 1 : N � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ. Ïî àíàëîãèè ñ
íåïðåðûâíîé ìåðîé Ëåáåãà íà èíòåðâàëå Ω, îáîçíà÷èì ÷åðåç l2,w(ΩN)
ìíîæåñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé íà ΩN (ò.å. ìíîæåñòâî ôóíêöèé äèñ-
êðåòíîãî àðãóìåíòà x ∈ ΩN), íàäåëåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =
∑

x∈ΩN

w(x)f(x)g(x) (2.16)

è ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìîé ‖f‖ =
√

(f, f). Ïðè n < N äëÿ ôóíêöèè
f ∈ l2,w(ΩN) ñòàâèòñÿ çàäà÷à îá îòûñêàíèè ïîëèíîìà gn ∈ Pn íàèëó÷-
øåãî ïðèáëèæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé íîðìå. Êàê è â ñëó÷àå íåïðå-
ðûâíîé ìåðû, ìîæíî ïîñòðîèòü ñèñòåìó ïîëèíîìîâ pj ∈ l2,w(ΩN),
j = 0, 1, . . . , n, îðòîãîíàëüíóþ â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(2.16). Òîãäà ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (2.14) ñ êîýôôèöèåíòàìè
Ôóðüå (2.15), ãäå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå
(2.16).

Ìåæäó îðòîãîíàëüíûìè ïîëèíîìàìè â L2,ρ(Ω) è l2,w(ΩN) èìååòñÿ
ñëåäóþùàÿ ñâÿçü. Åñëè pj ∈ Pj, j = 0, 1, . . . � îðòîãîíàëüíàÿ ñè-
ñòåìà ïîëèíîìîâ â L2,ρ(Ω) íà èíòåðâàëå Ω è ΩN � ìíîæåñòâî íóëåé
ïîëèíîìà pN , òî ýòè æå ïîëèíîìû äëÿ j = 0, 1, . . . n, n < N , áóäóò
îáðàçîâûâàòü îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó â l2,w(ΩN), ãäå {wj : j = 1 : N}
� âåñà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà äëÿ èíòåãðàëà ñ âåñîì ρ(x).
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Äåéñòâèòåëüíî, (ñì. ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì
Ãàóññà, ãëàâû "×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå"), òàê êàê

∫

Ω

ρ(x)g(x) dx =
N∑

j=0

wjg(xj) ∀g ∈ P2N−1,

òî äëÿ i, j = 0 : n, i 6= j

N∑

k=0

wkpi(xk)pj(xk) =

∫

Ω

ρ(x)pi(x)pj(x) dx = 0

è
N∑

k=0

wkp
2
i (xk) =

∫

Ω

ρ(x)p2
i (x) dx > 0,

ïîñêîëüêó pipj ∈ P2N−2.

4.4. Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïðÿìîóãîëüíîé
ìàòðèöåé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = f äëÿ f ∈ Rn ñ
ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöåé A ∈ Rn×m, êîãäà m < n. Êîíå÷íî, â îáùåì
ñëó÷àå, ðåøåíèÿ x ∈ Rm òàêîé ñèñòåìû ìîæåò è íå áûòü. Îäíàêî,
ìû ìîæåì ââåñòè ïîíÿòèå ïñåâäîðåøåíèÿ êàê âåêòîðà x ∈ Rm, äëÿ
êîòîðîãî â Rn ìèíèìèçèðóåòñÿ íåêîòîðàÿ åâêëèäîâà íîðìà íåâÿçêè
‖f−Ax‖. Ïóñòü D ∈ Rn×n � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íàÿ ìàòðèöà, D = D′ > 0. Âñÿêàÿ òàêàÿ ìàòðèöà çàäàåò ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â Rn è íîðìó

(x, y)D = (Dx, y) = y′ · (Dx), ‖x‖D =
√

(x, x)D

(è íàîáîðîò, âñÿêîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ â Rn îòâå÷àåò åäèí-
ñòâåííàÿ òàêàÿ ìàòðèöà D = D′ > 0). Ïîëîæèì G = {Ax ∈ Rn :
x ∈ Rm}. Çàäà÷à îòûñêàíèÿ x ∈ Rm, ìèíèìèçèðóþùåãî íîðìó íåâÿç-
êè ‖f − Ax‖D, åñòü çàäà÷à îòûñêàíèÿ íàèëó÷øåãî ïî íîðìå ‖ · ‖D

ïðèáëèæåíèÿ g = Ax âåêòîðà f ∈ Rn èç ïîäïðîñòðàíñòâà G. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí m, òàê ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû
A îáðàçóþò ëèíåéíî-íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó â Rn, à çíà÷èò, îáðàçóþò
áàçèñ â G. Åñëè e1, e2, . . . , em ∈ Rm � êàíîíè÷åñêèå îðòû â Rm, òî
b1 = Ae1, b2 = Ae2, . . . , bm = Aem � ñòîëáöû A � åñòü áàçèñ G è, ñëå-
äóÿ îáùåé ñõåìå, êîýôôèöèåíòû x ∈ Rm ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
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g ∈ G ïî ýòîìó áàçèñó

g =
m∑

j=1

xjbj

ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Bx = F , ãäå

Bij = (bj, bi)D = (DAej, Aei), Fi = (f, bi)D = (Df, Aei), i, j = 1 : m,

èëè, â ìàòðè÷íîé ôîðìå,

B = A′DA è F = A′Df.

Ìàòðèöà B ∈ Rm×m ýòîé ñèñòåìû ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåíà è ðåøåíèå x ∈ Rm îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

5. Îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû

Íà èíòåðâàëå Ω = (a, b) â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå L2,ρ(Ω) ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ïîëèíîìîâ pj ∈ Pj, j = 0, 1, . . . ,
ñî ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè

(pi, pj) =

∫

Ω

ρ(x)pi(x)pj(x) dx = 0 ïðè i 6= j.

Òàêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñ âåñîì ρ(x) ñèñòåìîé ïî-
ëèíîìîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç kn ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïîëèíîìà pn.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî kn > 0. Òàê ÷òî

p0(x) = k0 > 0, p1(x) = k1x− b0,

ãäå ïîñòîÿííàÿ b0 îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè (p1, p0) =
0, îòêóäà

b0 = k1
(e1, e0)

‖e0‖2 = k1

∫
Ω

ρ(x)x dx

∫
Ω

ρ(x) dx
. (2.17)

Çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíî ej(x) = xj. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå äâà ïî-
ëèíîìà îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çàäàíèåì
ñâîèõ ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ k0, k1. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ðå-
êóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ îñòàëüíûõ
ïîëèíîìîâ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû.
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Òåîðåìà 2.10. Äëÿ n = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâî ðåêóððåíòíîå
òîæäåñòâî

pn+1(x) = (anx− bn)pn(x)− cnpn−1(x), (2.18)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

an =
kn+1

kn
, bn = an

(e1pn, pn)

‖pn‖2 , cn =
kn−1kn+1

k2
n

‖pn‖2

‖pn−1‖2 . (2.19)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îð-
òîãîíàëüíûå ïîëèíîìû p0, p1, . . . , pn äëÿ íåêîòîðîãî n > 1 ïîñòðîåíû.
Äîáàâèâ ê ýòîé ñèñòåìå ïîëèíîì xpn(x) = e1(x)pn(x), ìû ïîëó÷èì
áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Pn+1, ïîñêîëüêó e1pn ∈ Pn+1 ñ ïîëîæèòåëüíûì
êîýôôèöèåíòîì ïåðåä xn+1, â òî âðåìÿ, êîãäà îñòàëüíûå ïîëèíîìû
ýòîé ñèñòåìû èìåþò ñòåïåíè íå âûøå n. Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîì pn+1
äîëæåí èìåòü åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå

pn+1(x) = yn+1xpn(x) +
n∑

j=0

yjpj(x), (2.20)

îòêóäà, ñðàâíèâàÿ ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû, ñðàçó íàõîäèì

yn+1 =
kn+1

kn
= an.

Äàëåå, äëÿ îòûñêàíèÿ îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (2.20),
óìíîæèì ñêàëÿðíî ýòî ðàçëîæåíèå íà ïîëèíîì pi äëÿ i < n + 1 è
íàéäåì yi èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè:

0 = (pn+1, pi) = an(e1pn, pi) + yi‖pi‖2,

ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî (e1pn, pi) = (pn, e1pi),
ïîëó÷èì

yi = −an
(pn, e1pi)

‖pi‖2 .

Ïîñêîëüêó e1pi ∈ Pi+1, òî yi = 0, êîãäà i + 1 < n, ò.å. äëÿ èíäåêñîâ
i = 0 : n − 2. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ïðåäñòàâëåíèå ïîëèíîìà
pn+1(x) â (2.18) ñ êîýôôèöèåíòàìè an, bn óêàçàííûìè â (2.19) è

cn = −yn−1 = an
(pn, e1pn−1)

‖pn−1‖2 .
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî è êîýôôè-
öèåíò cn = −yn−1 ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå
(2.19). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ðàçëîæåíèå

xpn−1(x) =
n∑

j=0

zjpj(x).

Ñðàâíèâàÿ ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ýòîãî ðàç-
ëîæåíèÿ, íàõîäèì

zn =
kn−1

kn
.

Óìíîæèâ ñêàëÿðíî ðàçëîæåíèå xpn−1(x) íà pn è ó÷èòûâàÿ îðòîãî-
íàëüíîñòü ïîñòðîåííûõ ïîëèíîìîâ, ïîëó÷èì

(pn, e1pn−1) = zn‖pn‖2 =
kn−1

kn
‖pn‖2.

Îòñþäà,
cn = an

(pn, e1pn−1)

‖pn−1‖2 =
kn−1kn+1

k2
n

‖pn‖2

‖pn−1‖2 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êàæäûé èç ïîëèíîìîâ pn îïðåäåëÿåò-

ñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, â êà÷åñòâå êîòîðîãî, íà-
ïðèìåð, ìîæåò âûñòóïàòü ñòàðøèé êîýôôèöèåíò kn. Òàêèì îáðàçîì,
îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà pn è îðòîãîíàëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâó Pn−1 îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, à âûáîð ïîëèíîìà èç ýòîãî
îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íåîäíîçíà÷åí è ìîæåò áûòü ïîä÷èíåí
îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü kn = 1 äëÿ âñåõ
n; ýòèì óñëîâèåì ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ñ çàäàííûì âåñîì ïîëèíî-
ìîâ áóäåò îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.

Ñëåäñòâèå 2.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ρ(x) íà
èíòåðâàëå Ω = (−1, 1) ÷åòíà. Òîãäà âñå êîýôôèöèåíòû bn = 0 â
(2.18) è ïîëèíîì pn(x) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé äëÿ ÷åòíîãî n è
íå÷åòíîé ôóíêöèåé äëÿ íå÷åòíîãî n.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n =
0 ïîëèíîì íóëåâîé ñòåïåíè p0(x) = k0 ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé.
Èç óñëîâèÿ ÷åòíîñòè ρ(x) = ρ(−x) ñëåäóåò íå÷åòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ
ρ(x)x, îòêóäà ïî ôîðìóëå (2.17) ïîëó÷àåì b0 = 0 è íå÷åòíîñòü ïîëè-
íîìà p1(x). Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äî íåêîòîðîãî n > 1: bj = 0 äëÿ
j = 0 : n− 1 è ïîëèíîìû pj(x) ÷åòíû èëè íå÷åòíû â çàâèñèìîñòè îò
÷åòíîñòè èëè íå÷åòíîñòè j = 0 : n. Òîãäà ôóíêöèÿ ρ(x)p2

n(x) ÷åòíà,
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à ρ(x)xp2
n(x) � íå÷åòíà, îòêóäà ïî ôîðìóëå (2.19) ñëåäóåò bn = 0.

Òîãäà èç ðàâåíñòâà (2.18) âûòåêàåò, ÷òî ïîëèíîì pn+1(x) èìååò òàêóþ
æå ÷åòíîñòü, êàê è pn−1(x) è ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷åòíîñòè pn(x), òàê
êàê óìíîæåíèå pn(x) íà íå÷åòíóþ ôóíêöèþ x ìåíÿåò åãî ÷åòíîñòü.
¤

Âàæíóþ ðîëü èãðàåò òåîðåìà î íóëÿõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ.
Òåîðåìà 2.11. Åñëè ïîëèíîì p ∈ Pn ñ íåíóëåâûì ñòàðøèì

êîýôôèöèåíòîì îðòîãîíàëåí ñ âåñîì ρ(x) ïðîñòðàíñòâó Pn−1, òî
âñå åãî íóëè ïðîñòûå è ëåæàò â èíòåðâàëå Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, x2, . . . , xm âñå ðàçëè÷-
íûå íóëè ïîëèíîìà p(x) íå÷åòíîé êðàòíîñòè, ëåæàùèå â èíòåðâàëå
Ω. Åñëè m = n, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m < n è
ïîëîæèì

q(x) =
m∏

j=1

(x− xj).

(Åñëè òàêèõ íóëåé íåò, ò.å. m = 0, òî ïîëàãàåì q = 1.) Èç îïðåäåëåíèÿ
q(x) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ p(x)q(x) íå ìåíÿåò çíàê íà èíòåðâàëå Ω, à
ïîòîìó

(p, q) =

∫

Ω

ρ(x)p(x)q(x) dx 6= 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè p⊥Pn−1 äîëæíî ñëå-
äîâàòü (p, q) = 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó. ¤



Ãëàâà 3
×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëå-
íèÿ îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ âèäà

I(f) =

b∫

a

f(x) dx. (3.1)

×àñòî ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé, îäíà èç êîòîðûõ ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì
âåñîì. Íàïðèìåð, òàêàÿ íåîáõîäèìîñòü âîçíèêàåò, êîãäà ïðèõîäèòñÿ
èíòåãðèðîâàòü ôóíêöèè ñ îñîáåííîñòÿìè. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ èíòåãðàëû âèäà

I(f) =

b∫

a

ρ(x)f(x) dx. (3.2)

Çäåñü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ρ(x) ñ÷èòàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé è ïî÷òè âñþäó
ïîëîæèòåëüíîé íà èíòåðâàëå Ω = (a, b), à ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò
íåêîòîðîìó êëàññó ãëàäêèõ ôóíêöèé.

1. Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà
1.1. Îïðåäåëåíèÿ è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 3.1. Êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé, èëè êâàäðàòóðîé,
äëÿ èíòåãðàëà (3.2) íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà

I(f) ≈ Q(f) =
n∑

j=1

wjf(xj), (3.3)

ãäå xj íàçûâàþòñÿ óçëàìè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, wj � âåñàìè èëè
êîýôôèöèåíòàìè êâàäðàòóðû, Q(f) � êâàäðàòóðíîé ñóììîé.

Ïîãðåøíîñòüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (3.3) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

R(f) = I(f)−Q(f).
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Îïðåäåëåíèå 3.2. Ãîâîðÿò, ÷òî êâàäðàòóðà òî÷íà íà àëãåáðàè-
÷åñêèõ ïîëèíîìàõ ñòåïåíè m, åñëè R(f) = 0 äëÿ âñåõ f ∈ Pm. Àë-
ãåáðàè÷åñêîé òî÷íîñòüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû íàçûâàåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìîâ, íà êîòîðûõ îíà òî÷íà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü òî÷íîñòü êâàäðàòóðû íà ïîëèíîìàõ
Pm, äîñòàòî÷íî, â ñèëó ëèíåéíîñòè ôóíêöèîíàëà ïîãðåøíîñòè R(f)
ïî f , óáåäèòüñÿ, ÷òî R(ψi) = 0 íà êàêîì-íèáóäü áàçèñå {ψi : i = 0 : m}
ïðîñòðàíñòâà Pm. Ýòèì ïðîñòûì ôàêòîì ìû ÷àñòî áóäåì ïîëüçîâàòü-
ñÿ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè êâàäðàòóðà òî÷íà íà êîíñòàí-
òàõ, òî, ïîäñòàâèâ â êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó f(x) = 1, ïîëó÷èì

b∫

a

ρ(x) dx =
n∑

j=1

wj. (3.4)

Òåîðåìà 3.1. Åñëè êâàäðàòóðà (3.3) òî÷íà íà Pm, òî ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè

|R(f)| 6 Mdm(f),

ãäå

dm(f) = inf{‖f − p‖∞,[a,b] : p ∈ Pm}, M =

b∫

a

ρ(x) dx +
n∑

j=1

|wj|.

Åñëè â êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå âñå âåñà ïîëîæèòåëüíû, òî

M = 2

b∫

a

ρ(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà p ∈ Pm

|R(f)| = |R(f − p)| = |
b∫

a

ρ(x)(f(x)− p(x) dx−
n∑

j=1

wj(f(xj)− p(xj)|

6
b∫

a

ρ(x)|f(x)− p(x)| dx +
n∑

j=1

|wj| |f(xj)− p(xj)| 6 M‖f − p‖∞.
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Âçÿâ òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ïî âñåì ïîëèíîìàì p ∈ Pm, ïîëó÷èì
îöåíêó â òåîðåìå. Åñëè â êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå âñå âåñà ïîëîæè-
òåëüíû, òî ñ ó÷åòîì (3.4), ïîëó÷èì

M =

b∫

a

ρ(x) dx +
n∑

j=1

wj = 2

b∫

a

ρ(x) dx.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.2. Êâàäðàòóðû èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà

Åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòå-
ãðàëà � ýòî çàìåíèòü â èíòåãðàëå ôóíêöèþ f(x) êàêîé-ëèáî áëèçêîé
ê íåé, íî áîëåå ïðîñòîé ôóíêöèåé, íàïðèìåð åå èíòåðïîëÿöèîííûì
ïîëèíîìîì Ëàãðàíæà, è âû÷èñëèòü ýòîò èíòåãðàë, ïðèíÿâ åãî çíà-
÷åíèå çà ïðèáëèæåíèå ê çíà÷åíèþ èñõîäíîãî èíòåãðàëà. Ïîëó÷åííûå
òàêèì ñïîñîáîì êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ èíòåðïîëÿöèîí-
íûìè êâàäðàòóðàìè.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (3.3) íàçûâàåòñÿ
êâàäðàòóðîé èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà, åñëè

Q(f) = I(Ln−1), (3.5)

ãäå Ln−1(x) îáîçíà÷àåò èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà ñòåïå-
íè n− 1, ñîâïàäàþùèé â óçëàõ êâàäðàòóðû ñ f :

Ln−1(xj) = f(xj) äëÿ j = 1 : n.

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (3.3) áû-
ëà êâàäðàòóðîé èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû îíà áûëà òî÷íà íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f ∈ Pn−1. Òîãäà f =
Ln−1. Îòñþäà ñëåäóåò Q(f) = I(Ln−1) = I(f), ò.å. êâàäðàòóðà òî÷íà
íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè n− 1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè êâàäðàòóðà òî÷íà íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè n−
1 è Ln−1(xj) = f(xj) äëÿ j = 1 : n, òî

Q(f) = Q(Ln−1) = I(Ln−1),

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (3.3) ÿâëÿåòñÿ, ïî îïðåäåëå-
íèþ, êâàäðàòóðîé èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà. ¤
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Òåîðåìà 3.3. Åñëè êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (3.3) èíòåðïîëÿöè-
îííîãî òèïà, òî äëÿ âåñîâ êâàäðàòóðû ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

wj =

b∫

a

ρ(x)ϕj(x) dx = I(ϕj) äëÿ j = 1 : n, (3.6)

ãäå {ϕj : j = 1 : n} � áàçèñ Ëàãðàíæà äëÿ ìíîæåñòâà óçëîâ êâàä-
ðàòóðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ áàçèñíîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà ϕi(x) ïî
òåîðåìå 3.2 ìû ìîæåì çàïèñàòü

I(ϕi) = Q(ϕi) =
n∑

j=1

wjϕi(xj) = wi

äëÿ âñåõ i = 1 : n. ¤

1.3. Ïðèìåð

Äëÿ èíòåãðàëà
0.5∫

0

x2f(x) dx

ïîñòðîèì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó ñ îäíèì óçëîì
0.5∫

0

x2f(x) dx ≈ w1f(x1),

òî÷íóþ íà ïîëèíîìàõ ïåðâîé ñòåïåíè. Ïîäñòàâëÿÿ f(x) = 1, ïîëó÷èì

w1 =

0.5∫

0

x2 dx = 1/24.

Ïîäñòàâèì f(x) = x:

w1x1 = x1/24 =

0.5∫

0

x3 dx = 1/64,
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îòêóäà x1 = 24/64 = 3/8 ∈ (0, 0.5). Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà êâàä-
ðàòóðà

0.5∫

0

x2f(x) dx ≈ f(3/8)/24 = Q(f),

òî÷íàÿ íà ïîëèíîìàõ ïåðâîé ñòåïåíè. Çàìåòèì ïîïóòíî, ÷òî óçåë
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ðàñïîëîæåí áëèæå ê ïðàâîìó êîíöó, ÷òî îáú-
ÿñíÿåòñÿ âîçðàñòàíèåì âåñîâîé ôóíêöèè ρ(x) = x2 íà [0, 0.5], òàê ÷òî
á�îëüøèå çíà÷åíèÿ îíà ïðèíèìàåò áëèæå ê ïðàâîìó êîíöó.

Íà ýòîì æå ïðèìåðå ïðîèëëþñòðèðóåì ìåòîä ïîëó÷åíèÿ îöåíêè
ïîãðåøíîñòè ïîñòðîåííîé êâàäðàòóðû. Ñ ýòîé öåëþ äëÿ çàäàííîé
f(x) ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ýðìèòà H1(x) ñ îäíèì
êðàòíûì óçëîì x1 = 3/8:

H1(x1) = f(x1), H ′
1(x1) = f ′(x1).

Õîòÿ ýòî è íå âàæíî çäåñü, óêàæåì ÿâíûé âèä ýòîãî ïîëèíîìà:
H1(x) = f(x1) + f ′(x1)(x− x1).

Ïî òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè ïîãðåøíîñòè ýðìèòîâîé èíòåðïîëÿöèè
(òåîðåìà 1.16, c. 32), èìååì

f(x)−H1(x) = 0.5f ′′(ξx)(x− x1)
2.

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [0, 0.5]. Ñëåäîâàòåëüíî,

R(f) = I(f)−Q(f) = I(f)−Q(H1) = I(f)− I(H1)

=

0.5∫

0

x2(f(x)−H1(x)) dx = 0.5

0.5∫

0

x2f ′′(ξx)(x− x1)
2 dx.

Ïîñêîëüêó x2(x− x1)
2 íå ìåíÿåò çíàê íà èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ,

à ôóíêöèÿ f ′′(ξx) íåïðåðûâíà êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x íà îòðåçêå
èíòåãðèðîâàíèÿ (ñëåäñòâèå 1.3, c. 33), òî ïî òåîðåìå î ñðåäíåì íàé-
äåòñÿ òàêàÿ òî÷êà η ∈ (0, 0.5), ÷òî

0.5∫

0

x2f ′′(ξx)(x− x1)
2 dx = f ′′(η)

0.5∫

0

x2(x− x1)
2 dx = δf ′′(η).

Ñëåäîâàòåëüíî,
R(f) = 0.5δf ′′(η).
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Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ äàþò

δ =

0.5∫

0

x2(x− x1)
2 dx ≈ 4 · 10−4,

îòêóäà ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïîñòðîåííîé
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ñ îäíèì óçëîì äëÿ èíòåãðàëà ñ âåñîâîé ôóíê-
öèåé ρ(x) = x2:

|R(f) 6 2 · 10−4‖f ′′‖∞,[0, 0.5]

â ïðåäïîëîæåíèè ãëàäêîñòè ôóíêöèè f ∈ C2[0, 0.5].

2. Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òðàïåöèé è
ïàðàáîë

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ ñëó÷àÿ ρ(x) = 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè óïîòðå-
áèòåëüíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû. Óäîáíî â ðàññìàòðèâàåìîì èíòå-
ãðàëå ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ

x = ψ(t) = 0.5ht + c, ãäå h = b− a, c = 0.5(a + b),

êîòîðàÿ îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [a, b] ïåðåâîäèò â [−1, 1]. Ñ êàæäîé
ôóíêöèåé f(x) íà îòðåçêå [a, b] ñâÿæåì ôóíêöèþ f̂(t) = f(ψ(t)). Óçëû
êâàäðàòóðû xj ∈ [a, b] áóäóò ñâÿçàíû ñ óçëàìè êâàäðàòóðû tj ∈ [−1, 1]
òåì æå ïðåîáðàçîâàíèåì xj = ψ(tj).

I(f) =

b∫

a

f(x) dx = 0.5h

1∫

−1

f̂(t) dt = 0.5hÎ(f̂),

I(f) ≈ Q(f) =
n∑

j=1

wjf(xj) = 0.5hQ̂(f̂) = 0.5h
n∑

j=1

ŵj f̂(tj),

îòêóäà wj = 0.5hŵj. Äëÿ ïîãðåøíîñòè èìååì

R(f) = I(f)−Q(f) = 0.5h(Î(f̂)− Q̂(f̂)) = 0.5hR̂(f̂). (3.7)
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòóðà I(f) ≈ Q(f) òî÷íà íà
ïîëèíîìàõ ñòåïåíè m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
åé êâàäðàòóðà Î(g) ≈ Q̂(g) òî÷íà íà ïîëèíîìàõ òàêîé æå ñòåïåíè. Ýòè
çàìå÷àíèÿ ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü è èññëåäîâàòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìó-
ëó ñíà÷àëà íà áàçèñíîì îòðåçêå [−1, 1], à çàòåì óæå íà ïðîèçâîëüíîì
îòðåçêå [a, b].
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Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñâÿçü ïðîèçâîäíûõ ïî ïðàâèëó äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé:

dkf̂(t)

dtk
=

(
h

2

)k
dkf(x)

dxk
, ãäå x = ψ(t). (3.8)

2.1. Êâàäðàòóðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Êâàäðàòóðà (öåíòðàëüíûõ) ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà [−1, 1] èìååò âèä

Î(g) =

1∫

−1

g(t) dt ≈ Q̂(g) = 2g(0).

Êâàäðàòóðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà [a, b]:

I(f) =

b∫

a

f(x) dx ≈ Q(f) = hf(0.5(a + b)), (3.9)

ãäå h = b − a. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîé ôîðìóëû ñîñòîèò â çà-
ìåíå ïëîùàäè ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ïëîùàäüþ
ïðÿìîóãîëüíèêà (îòñþäà è íàçâàíèå) ñ äëèíàìè ñòîðîí h è f(c).

Òåîðåìà 3.4. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (3.9) òî÷íà íà ïîëèíîìàõ
ïåðâîé ñòåïåíè è åå ïîãðåøíîñòü èìååò âèä

R(f) =
f ′′(η)

24
h3 (3.10)

äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè η ∈ (a, b).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî Î(g) = Q̂(g) äëÿ áàçèñà

g0(t) = 1 è g1(t) = t. Äåéñòâèòåëüíî,

Î(g0) =

1∫

−1

1 dt = 2 = 2g0(0) = Q̂(g0),

Î(g1) =

1∫

−1

t dt = 0 = 2g1(0) = Q̂(g1),

÷òî äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ.
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîãðåøíîñòè R̂(g), êàê è â ïðèìåðå
ï.1.3, äëÿ çàäàííîé äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè
g(t) ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ýðìèòà 1-é ñòåïåíè H1(t)
ñ êðàòíûì óçëîì â t = 0:

H1(0) = g(0), H ′
1(0) = g′(0).

Â ýòîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè èìååò âèä

r(t) = g(t)−H1(t) = 0.5g′′(ξt)t
2.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ï.1.3, ïîëó÷èì

R̂(g) = Î(g)− Q̂(g) = Î(g −H1) = 0.5

1∫

−1

g′′(ξt)t
2 dt =

= 0.5g′′(θ)

1∫

−1

t2 dt = g′′(θ)/3, θ ∈ (−1, 1).

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà g(t) = f̂(t) = f(ψ(t)) è ó÷èòûâàÿ (3.8) äëÿ k = 2,
áóäåì èìåòü

R(f) = 0.5hR̂(f̂) = (0.5h)3f ′′(η)/3 = f ′′(η)h3/24,

ãäå η = ψ(θ) � íåêîòîðàÿ òî÷êà èíòåðâàëà (a, b). ¤
Èñïîëüçóÿ ðàçáèåíèå (3.11)
Èç (3.16) ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ïðÿ-

ìîóãîëüíèêîâ áóäåì ìàëà ëèøü ïðè ñðàâíèòåëüíî ìàëîé äëèíå îòðåç-
êà èíòåãðèðîâàíèÿ h = b−a. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü
íå âûïîëíåíî. Òîãäà äëÿ õîðîøåãî ïðèáëèæåíèÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ðàçîáüåì îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [a, b] íà äîñòàòî÷íî
áîëüøîå ÷èñëî n îòðåçêîâ ei ìàëîé äëèíû hi:

a = x1 < x2 < . . . < xn+1 = b, ei = [xi, xi+1], hi = xi+1 − xi, (3.11)

i = 1 : n, h = max
i

hi. Òîãäà

I(f) =
n∑

i=1

Iei
(f), ãäå Iei

(f) =

xi+1∫

xi

f(x) dx.
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Îïðåäåëåíèå 3.4. Ôîðìóëà

I(f) ≈ Q(f) =
n∑

i=1

Qei
(f), (3.12)

ãäå
Qei

(f) = hif(0.5(xi + xi+1)),

íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíîé êâàäðàòóðîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåøíîñòè (3.10) íà êàæäîì ñåãìåíòå

ei, íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè ñîñòàâíîé êâàäðàòóðû:

|R(f)| 6 b− a

24
max

i
(‖f ′′‖∞,ei

h2
i ). (3.13)

Äåéñòâèòåëüíî,

|R(f)| 6
n∑

i=1

|Iei
(f)−Qei

(f)|.

Ïî òåîðåìå 3.4, íàéäóòñÿ òî÷êè ηi ∈ ei, ÷òî

Iei
(f)−Qei

(f) =
f ′′(ηi)

24
h3

i .

Ñëåäîâàòåëüíî,

|R(f)| 6 1

24
max

i
(‖f ′′‖∞,ei

h2
i )

n∑
i=1

hi =
b− a

24
max

i
(‖f ′′‖∞,ei

h2
i ).

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò
Òåîðåìà 3.5. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ äâàæäû íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], òî

|R(f)| 6 b− a

24
‖f ′′‖∞,[a,b]h

2.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè h = (b− a)/n è

|R(f)| 6 (b− a)3

24n2 ‖f ′′‖∞,[a,b]. (3.14)

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü ñîñòàâíîé êâàä-
ðàòóðíîé ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìà-
ëîé, óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ.
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Çàäà÷à. Óêàçàòü ïðèìåðíîå ÷èñëî îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ n ñîñòàâíîé
êâàäðàòóðû ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòå-
ãðàëà

I =

1∫

0

e−x2

dx

ñ òî÷íîñòüþ ε = 10−6.
Ðåøåíèå. Îöåíèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíê-

öèè:

f ′′(x) = 4x2e−x2 − 2e−x2

= 2e−x2

(2x2 − 1), |f ′′(x)| 6 |f ′′(0)| = 2.

Â ñèëó (3.14), òî÷íîñòü |R(f)| 6 ε îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèåì íåðà-
âåíñòâà

2

24n2 6 ε, îòêóäà n >
√

1

12ε
≈ 290.

Îòâåò. n ≈ 290.
Â ñëó÷àå ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè íà ðàç-

íûõ ó÷àñòêàõ îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ, èñïîëüçîâàíèå ðàâíîìåðíîé
ñåòêè ìîæåò áûòü êðàéíå íå ýôôåêòèâíûì. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ñëåäó-
åò èñïîëüçîâàòü íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó, ÷òîáû, êàê ñëåäóåò èç îöåíêè
(3.13), áîëüøèå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿ f ′′ áûëè ñáàëàíñèðîâàíû ìåë-
êèì øàãîì ñåòêè. Íà ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî, íåò âîçìîæíîñòè ÿâíî
îöåíèâàòü ïðîèçâîäíûå èíòåãðàíòà, ïîýòîìó ïðèìåíÿþò ðàçëè÷íûå
àäàïòèâíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ñåòîê äëÿ ñîñòàâíûõ êâàäðàòóð, èñ-
ïîëüçóÿ òàê íàçûâàåìûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè êâàäðà-
òóðû.

2.2. Êâàäðàòóðà òðàïåöèé

Êâàäðàòóðà òðàïåöèé íà [−1, 1] èìååò âèä

Î(g) =

1∫

−1

g(t) dt ≈ Q̂(g) = g(−1) + g(1).

Êâàäðàòóðà òðàïåöèé íà [a, b]:

I(f) =

b∫

a

f(x) dx ≈ Q(f) = 0.5h(f(a) + f(b)), (3.15)
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ãäå h = b − a. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîé ôîðìóëû ñîñòîèò â çà-
ìåíå ïëîùàäè ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ïëîùàäüþ
ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè ñ âûñîòîé h = b − a è îñíîâàíèÿìè f(a) è
f(b).

Òåîðåìà 3.6. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (3.15) òî÷íà íà ïîëèíî-
ìàõ ïåðâîé ñòåïåíè è åå ïîãðåøíîñòü èìååò âèä

R(f) = −f ′′(η)

12
h3 (3.16)

äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè η ∈ (a, b).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî Î(g) = Q̂(g) äëÿ áàçèñà

g0(t) = 1 è g1(t) = t. Äåéñòâèòåëüíî,

Î(g0) =

1∫

−1

1 dt = 2 = g0(−1) + g(1) = Q̂(g0),

Î(g1) =

1∫

−1

t dt = 0 = g1(−1) + g1(1) = Q̂(g1),

÷òî äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîãðåøíîñòè R̂(g) äëÿ çàäàííîé

äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè g(t) ïîñòðîèì èí-
òåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà 1-é ñòåïåíè L1(t) ñ óçëàìè t1 =
−1, t2 = 1:

L1(−1) = g(−1), L1(1) = g(1).

Â ýòîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè èìååò âèä

r(t) = g(t)−H1(t) = 0.5g′′(ξt)(t + 1)(t− 1) = 0.5g′′(ξt)(t
2 − 1).

Òîãäà

R̂(g) = Î(g)− Q̂(g) = Î(g − L1) = 0.5

1∫

−1

g′′(ξt)(t
2 − 1) dt =

= 0.5g′′(θ)

1∫

−1

(t2 − 1) dt = −2g′′(θ)/3, θ ∈ (−1, 1).
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Â âûêëàäêàõ áûëà èñïîëüçîâàíà òåîðåìå î ñðåäíåì, òàê êàê ôóíêöèÿ
t2− 1 íå ìåíÿåò çíàê âíóòðè èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ
ñþäà g(t) = f̂(t) = f(ψ(t)) è ó÷èòûâàÿ (3.8) äëÿ k = 2, áóäåì èìåòü

R(f) = 0.5hR̂(f̂) = −2(0.5h)3f ′′(η)/3 = −f ′′(η)h3/12,

ãäå η = ψ(θ) � íåêîòîðàÿ òî÷êà èíòåðâàëà (a, b). ¤
Àíàëîãè÷íî ñîñòàâíîé êâàäðàòóðå ïðÿìîóãîëüíèêîâ îïðåäåëÿåò-

ñÿ ñîñòàâíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òðàïåöèé.
Îïðåäåëåíèå 3.5. Äëÿ ðàçáèåíèÿ (3.11) ôîðìóëà

I(f) ≈ Q(f) =
n∑

i=1

Qei
(f), (3.17)

ãäå
Qei

(f) = 0.5hi(f(xi) + f(xi+1)),

íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíîé êâàäðàòóðîé òðàïåöèé.
Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ñîñòàâíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû òðàïå-

öèé, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåøíîñòè (3.16) íà êàæäîì ñåãìåíòå
ei: ïî òåîðåìå 3.6, íàéäóòñÿ òî÷êè ηi ∈ ei, ÷òî

Iei
(f)−Qei

(f) = −f ′′(ηi)

12
h3

i .

Ñëåäîâàòåëüíî,

|R(f)| 6
n∑

i=1

|Iei
(f)−Qei

(f)|

6 1

12
max

i
(‖f ′′‖∞,ei

h2
i )

n∑
i=1

hi =
b− a

12
max

i
(‖f ′′‖∞,ei

h2
i ).

Òàèì îáðàçîì,

|R(f)| 6 b− a

12
max

i
(‖f ′′‖∞,ei

h2
i ). (3.18)

Îòñþäà ñëåäóåò
Òåîðåìà 3.7. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ äâàæäû íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], òî

|R(f)| 6 b− a

12
‖f ′′‖∞,[a,b]h

2.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè h = (b − a)/n ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

|R(f)| 6 (b− a)3

12n2 ‖f ′′‖∞,[a,b]. (3.19)

2.3. Êâàäðàòóðà ïàðàáîë (Ñèìïñîíà)

Ïîñòðîèì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó âèäà

I(f) =

b∫

a

f(x) dx ≈ Q(f) = w1f(a) + w2f(0.5(a + b)) + w3f(b),

òî÷íóþ íà ïîëèíîìàõ 2-é ñòåïåíè. Ïîñòðîåíèÿ ïðîâåäåì ñíà÷àëà íà
îòðåçêå [−1, 1], íà êîòîðîì îíà áóäåò èìåòü âèä

Î(g) =

1∫

−1

g(t) dt ≈ Q̂(g) = ŵ1g(−1) + ŵ2g(0) + ŵ3g(1).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèè 1, t, t2, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ŵi:

ŵ1 + ŵ2 + ŵ3 = 2, −ŵ1 + ŵ3 = 0, ŵ1 + ŵ3 = 2/3.

Òàêèì îáðàçîì,
ŵ1 = ŵ3 = 1/3, ŵ2 = 4/3,

è èñêîìàÿ ôîðìóëà íà [−1, 1] ïðèìåò âèä

Î(g) =

1∫

−1

g(t) dt ≈ Q̂(g) =
1

3
(g(−1) + 4g(0) + g(1)) .

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ôîðìóëà òî÷íà íà ïîëèíîìå t3, êàê è íà âñåõ íå÷åò-
íûõ ôóíêöèÿõ, ïîñêîëüêó íà òàêèõ ôóíêöèÿõ ïðèáëèæåííîå ðàâåí-
ñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî 0 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ôîðìóëà
òî÷íà íà ïîëèíîìàõ P3. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ g(t) = t4

Î(g) = 2/5 6= Q(g) = 2/3,
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òàêèì îáðàçîì àëãåáðàè÷åñêàÿ òî÷íîñòü ïîñòðîåííîé ôîðìóëû ðàâíà
3. Íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå [a, b] ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

I(f) =

b∫

a

f(x) dx ≈ Q(f) =
h

6
(g(a) + 4g(0.5(a + b)) + g(b)) , (3.20)

ãäå h = b− a.
Îïðåäåëåíèå 3.6. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (3.20) íàçûâàåòñÿ

êâàäðàòóðîé ïàðàáîë.
Òåîðåìà 3.8. Äëÿ ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (3.20)

ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

R(f) = −f (4)(η)

2880
(b− a)5, (3.21)

ãäå η ∈ (a, b) � íåêîòîðàÿ òî÷êà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåøíî-

ñòè êâàäðàòóðû ïàðàáîë íà îòðåçêå [−1, 1]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíê-
öèè g ∈ C4[−1, 1] ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ýðìèòà 3-åé
ñòåïåíè H3(t), óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâàì

H3(±1) = g(±1), H3(0) = g(0), H ′
3(0) = g′(0),

äëÿ ïîãðåøíîñòè êîòîðîãî r(t) = g(t)−H3(t) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâ-
ëåíèå (òåîðåìà 1.16, c. 32):

r(t) =
g(4)(ξt)

4!
t2(t2 − 1),

ïðè÷åì ôóíêöèÿ g(4)(ξt) íåïðåðûâíà ïî t íà [−1, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî,
R̂(g) = Î(g)− Q̂(g) = Î(g)− Q̂(H3) = Î(g)− Î(H3)

=
1

24

1∫

−1

g(4)(ξt)t
2(t2 − 1) dt =

g(4)(θ)

24

1∫

−1

t2(t2 − 1) dt = −g(4)(θ)

90

äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè θ ∈ (−1, 1). Çäåñü, êàê è âûøå, ìû âîñïîëüçîâà-
ëèñü òåîðåìîé î ñðåäíåì, ïîñêîëüêó ïîëèíîì t2(t2−1) íå ìåíÿåò çíàê
íà èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà g(t) = f̂(t) = f(ψ(t))
è ó÷èòûâàÿ (3.8) äëÿ k = 4, áóäåì èìåòü

R(f) = 0.5hR̂(f̂) = −(0.5h)5 − f (4)(η)

90
= −f (4)(η)

2880
h5.

¤



86 Ãëàâà 3. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå

Îïðåäåëåíèå 3.7. Äëÿ ðàçáèåíèÿ (3.11) ôîðìóëà

I(f) ≈ Q(f) =
n∑

i=1

Qei
(f), (3.22)

ãäå
Qei

(f) =
hi

6
(f(xi) + 4f(0.5(xi + xi+1)) + f(xi+1)),

íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíîé êâàäðàòóðîé ïàðàáîë.
Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ñîñòàâíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ïàðàáîë,

èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåøíîñòè (3.21) íà êàæäîì ñåãìåíòå ei:
ïî òåîðåìå 3.8, íàéäóòñÿ òî÷êè ηi ∈ ei, ÷òî

Iei
(f)−Qei

(f) = −f ′′(ηi)

2880
h5

i .

Ñëåäîâàòåëüíî,

|R(f)| 6
n∑

i=1

|Iei
(f)−Qei

(f)|

6 1

2880
max

i
(‖f (4)‖∞,ei

h4
i )

n∑

i=1

hi =
b− a

2880
max

i
(‖f (4)‖∞,ei

h4
i ).

Òàèì îáðàçîì,

|R(f)| 6 b− a

2880
max

i
(‖f (4)‖∞,ei

h4
i ). (3.23)

Îöåíèâàÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ìàêñèìóì ïî âñåì ñåãìåíòàìè ðàçáèå-
íèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.9. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], òî

|R(f)| 6 b− a

2880
‖f (4)‖∞,[a,b]h

4.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè h = (b − a)/n ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

|R(f)| 6 (b− a)5

2880n4 ‖f (4)‖∞,[a,b]. (3.24)
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3. Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Ãàóññà

Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàéòè êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó ñ n óçëàìè

I(f) =

b∫

a

ρ(x)f(x) dx ≈ Qn(f) =
n∑

j=1

wjf(xj), (3.25)

òî÷íóþ íà ïîëèíîìàõ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñòåïåíè. Åñëè ýòó ñòå-
ïåíü îáîçíà÷èòü çà m, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ 2n íåèçâåñòíûõ âåñîâ è
óçëîâ êâàäðàòóðû, ìû ïîëó÷èì m + 1 = dimPm óðàâíåíèé. Ïðèðàâ-
íèâàÿ ÷èñëî óðàâíåíèé è ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, íàõîäèì, ÷òî àëãåáðàè-
÷åñêàÿ òî÷íîñòü òàêîé êâàäðàòóðû äîëæíà áûòü ðàâíà 2n− 1.

Îïðåäåëåíèå 3.8. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (3.25) íàçûâàåòñÿ
êâàäðàòóðîé Ãàóññà (èëè êâàäðàòóðîé íàèâûñøåé àëãåáðàè÷åñêîé
òî÷íîñòè), åñëè îíà òî÷íà íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè 2n− 1.

Ïðèìåðîì êâàäðàòóðû Ãàóññà ñ îäíèì óçëîì äëÿ ρ(x) = 1 ÿâëÿåò-
ñÿ êâàäðàòóðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Äðóãîé ïðèìåð êâàäðàòóðû Ãàóññà
ñ îäíèì óçëîì äëÿ âåñà ρ(x) = x2 ðàññìîòðåí â ï.1.3, c. 75.

3.1. Êâàäðàòóðû Ãàóññà äëÿ n = 2 è n = 3 â íåâåñîâîì ñëó÷àå

Ïîñòðîèì êâàäðàòóðû Ãàóññà ñ 2-ìÿ è 3-ìÿ óçëàìè â ñëó÷àå ρ(x) =
1. Ïîñòðîåíèÿ óäîáíî ïðîâåñòè íà áàçèñíîì îòðåçêå [−1, 1].

Äëÿ n = 2 ôîðìóëà
1∫

−1

g(t) dt ≈ Q̂2(g) = ŵ1g(t1) + ŵ2g(t2)

äîëæíà áûòü òî÷íîé ïîëèíîìàõ 3-åé ñòåïåíè. Â ñèëó ñèììåòðèè (÷åò-
íîñòè) âåñîâîé ôóíêöèè, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà (ïîçäíåå
ýòî ñâîéñòâî ñèììåòðèè äëÿ ÷åòíûõ âåñîâûõ ôóíêöèé áóäåò ñòðîãî
äîêàçàíî):

t1 = −t2, ŵ1 = ŵ2.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëèíîìû g(t) = 1 è g(t) = t2, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

2ŵ2 = 2, 2ŵ2t
2
2 = 2/3.

Ñëåäîâàòåëüíî,
ŵ1 = ŵ2 = 1, t2 =

1√
3

= −t1.
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Äëÿ n = 3 ôîðìóëà
1∫

−1

g(t) dt ≈ Q̂3(g) = ŵ1g(t1) + ŵ2g(0) + ŵ3g(t3)

äîëæíà áûòü òî÷íîé ïîëèíîìàõ 5-åé ñòåïåíè. Îïÿòü òàêè â ñèëó ñèì-
ìåòðèè, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà:

t1 = −t3, t2 = 0, ŵ1 = ŵ3.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëèíîìû g(t) = 1, g(t) = t2 è g(t) = t4, ïîëó÷èì óðàâíå-
íèÿ (äëÿ íå÷åòíûõ ñòåïåíåé ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî áóäåò ïðåâðà-
ùàòüñÿ â òîæäåñòâî 0 = 0)

ŵ2 + 2ŵ3 = 2, 2ŵ3t
2
3 = 2/3, 2ŵ3t

4
3 = 2/5.

Ïîäåëèâ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íà âòîðîå, ïîëó÷èì

t3 =

√
3

5
= −t1.

Îòñþäà,
ŵ1 = ŵ3 =

5

9
, ŵ2 = 2− 10

9
=

8

9
.

3.2. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà

Äîêàæåì ñíà÷àëà õàðàêòåðèçàöèþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóñ-
ñà, êëþ÷åâûì ïóíêòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîñòü â L2,ρ(a, b)
ïîëèíîìà

ωn(x) =
n∏

i=1

(x− xi)

ïðîñòðàíñòâó Pn−1.
Òåîðåìà 3.10. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (3.25)

áûëà êâàäðàòóðîé Ãàóññà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ
äâóõ óñëîâèé:

1) îíà äîëæíà áûòü èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà, ò.å. òî÷íà íà
Pn−1;

2) ïîëèíîì ωn(x) ñ íóëÿìè â óçëàõ êâàäðàòóðû äîëæåí áûòü
îðòîãîíàëåí ñ âåñîì ρ(x) ïðîñòðàíñòâó ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n− 1:

(ωn, p)ρ =

b∫

a

ρ(x)ωn(x)p(x) dx = 0 ∀p ∈ Pn−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè êâàäðàòóðíàÿ ôîðìó-
ëà (3.25) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðîé Ãàóññà, òî îíà òî÷íà íà ïîëèíîìàõ
ñòåïåíè 2n−1, à çíà÷èò è íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè n−1 < 2n−1. Äîêà-
æåì ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ωn⊥Pn−1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p ∈ Pn−1
ïðîèçâåäåíèå ωnp ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè 2n− 1. Òàê êàê êâàä-
ðàòóðà Qn òî÷íà íà ïîëèíîìàõ èç P2n−1, òî

(ωn, p)ρ = I(ωnp) = Qn(ωnp) =
n∑

i=1

ωn(xi)p(xi) = 0,

òàê êàê ωn(xi) = 0 âî âñåõ óçëàõ xi ïî îïðåäåëåíèþ ïîëèíîìà ωn(x).
Òåì ñàìûì ñâîéñòâî 2) äîêàçàíî.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1) è 2) òåîðåìû. Íóæíî
ïîêàçàòü, ÷òî I(f) = Qn(f) äëÿ âñåõ f ∈ P2n−1. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé
ïîëèíîì f ∈ P2n−1 ïóòåì äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü
åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå

f(x) = ωn(x)pn−1(x) + rn−1(x),

ãäå pn−1, rn−1 ∈ Pn−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ òî÷íîñòü êâàäðàòóðû
Qn íà Pn−1 è ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè 2), áóäåì èìåòü

I(f) =

b∫

a

ρ(x)(ωn(x)pn−1(x) + rn−1(x)) dx = I(rn−1) = Qn(rn−1)

=
n∑

i=1

wirn−1(xi) =
n∑

i=1

wi(f(xi)− ωn(xi)pn−1(xi))

=
n∑

i=1

wif(xi) = Qn(f),

ò.å. êâàäðàòóðà Qn òî÷íà íà ïîëèíîìàõ P2n−1, ÷òî äîêàçûâàåò äîñòà-
òî÷íîñòü. ¤

Òåîðåìà 3.11. Äëÿ ëþáîé âåñîâîé ôóíêöèè ρ(x) êâàäðàòóðà
Ãàóññà (3.25) ñ n óçëàìè ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2.10, c. 69, ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ ñ âåñîì ρ(x) ïîëèíîìîâ
pj ∈ Pj ñî ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè kj = 1 äëÿ j = 0, 1, . . .. Ïî òåî-
ðåìå 2.11, c. 71, íóëè ïîëèíîìà ωn(x) ≡ pn(x) ïðîñòûå è ëåæàò âíóò-
ðè èíòåðâàëà (a, b). Âîçüìåì ýòè íóëè â êà÷åñòâå óçëîâ êâàäðàòóðíîé
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ôîðìóëû (3.25) èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà. Ïî òåîðåìå 3.3, c. 75, êîýô-
ôèöèåíòû òàêîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì
(3.6). Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòóðà Qn îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îá-
ðàçîì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1), 2) òåîðåìû 3.10, ñëåäîâàòåëüíî,
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðîé Ãàóññà. ¤

Äëÿ ïðèìåðà âîçüìåì â êà÷åñòâå âåñà íà îòðåçêå [−1, 1] âåñîâóþ
ôóíêöèþ ρ(x) = 1/

√
1− x2. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ï.1.5, c. 23, äëÿ

ýòîé âåñîâîé ôóíêöèè îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ïîëèíîìîâ îáðàçóþò
ïîëèíîìû ×åáûøåâà Tj(x). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ çàäàííîãî n óçëàìè
êâàäðàòóðû Ãàóññà

1∫

−1

f(x)√
1− x2

dx ≈
n∑

i=1

wif(xi)

áóäóò íóëè ïîëèíîìà Tn(x)

xi = − cos
(2i− 1)π

2n
, i = 1 : n.

Ìîæíî ïîêàçàòü â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû êâàäðàòóðû
wi = π/n.

3.3. Îñíîâíûå ñâîéñòâà êâàäðàòóðû Ãàóññà

Óñòàíîâèì ðÿä ñâîéñòâ êâàäðàòóðû Ãàóññà.
Òåîðåìà 3.12. Ñòåïåíü 2n − 1 ïîëèíîìîâ, íà êîòîðûõ òî÷-

íà êâàäðàòóðà Ãàóññà ñ n óçëàìè, ìàêñèìàëüíà, ò.å. íà ïîëèíîìàõ
ñòåïåíè 2n îíà íå òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ω2
n ∈ P2n è

0 < I(ω2
n) 6= Q(ω2

n) =
n∑

i=1

wiω
2
n(xi) = 0.

¤
Òåîðåìà 3.13. Âñå âåñà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà ïîëîæè-

òåëüíû:
wi > 0 ∀i = 1 : n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ϕi : i = 1 : n} ⊂ Pn−1 � áàçèñ
Ëàãðàíæà ìíîæåñòâà óçëîâ êâàäðàòóðû. Òîãäà äëÿ êàæäîé áàçèñíîé
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ôóíêöèè èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå ϕ2
i ∈ P2n−2. Èç ôîðìóëû (3.6) è èç

ñâîéñòâ êâàäðàòóðû Ãàóññà èìååì

wi = I(ϕi) = Qn(ϕi) =
n∑

j=1

wjϕi(xj)

=
n∑

j=1

wjϕ
2
i (xj) = Qn(ϕ

2
i ) = I(ϕ2

i ) > 0.

¤
Íàïîìíèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ g(x) íà îòðåçêå [a, b] íàçûâà-

åòñÿ ÷åòíîé îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà c = 0.5(a + b), åñëè

g(c− x) = g(c + x) ∀x ∈ (−h/2, h/2), ãäå h = b− a.

Òåîðåìà 3.14. Åñëè âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ÷åòíà îòíîñèòåëüíî ñå-
ðåäèíû îòðåçêà [a, b], òî óçëû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà ðàñ-
ïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà è ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûì óçëàì âåñà êâàäðàòó-
ðû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, àôôèí-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå îòðåçêà [−1, 1] íà [a, b], ìîæåì ñðàçó ðàññìàòðè-
âàòü ñëó÷àé [a, b] = [−1, 1]. Òîãäà

ρ(x) = ρ(−x) ∀x ∈ [−1, 1].

Ïóñòü x1 < x2 < . . . < xn � óçëû êâàäðàòóðû Ãàóññà èç èíòåðâàëà
(−1, 1). Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

xj = −xn−j+1 è wj = wn−j+1 ∀j = 1 : n.

Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ x = −y â èíòåãðàëå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïîëèíîìà f ∈ P2n−1, ïîëó÷èì

Qn(f) =
n∑

j=1

wjf(xj) = I(f) =

1∫

−1

ρ(x)f(x) dx =

1∫

−1

ρ(x)f(−x) dx

= Qn(f̄) =
n∑

j=1

wjf(−xj) =
n∑

j=1

w̄jf(x̄j) = Q̄n(f),

ãäå îáîçíà÷åíî

f̄(x) = f(−x), x̄j = −xn−j+1, w̄j = wn−j+1 ∀j = 1 : n.
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Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî Q̄n � êâàäðàòóðà Ãàóññà ñ óçëàìè
x̄1 < x̄2 < . . . < x̄n èç èíòåðâàëà (−1, 1) è âåñàìè w̄j. Ïî òåîðåìå 3.11
î åäèíñòâåííîñòè êâàäðàòóðû Ãàóññà

x̄j = xj, w̄j = wj äëÿ âñåõ j = 1 : n,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ¤

3.4. Ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðû Ãàóññà

Òåîðåìà 3.15. Åñëè f ∈ C2n[a, b], òî äëÿ ïîãðåøíîñòè Rn(f) =
I(f)−Qn(f) êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëå-
íèå

Rn(f) =
f (2n)(η)

(2n)!

b∫

a

ρ(x)ω2
n(x) dx, (3.26)

η � íåêîòîðàÿ òî÷êà èíòåðâàëà (a, b).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f ∈ C2n[a, b] â óç-

ëàõ êâàäðàòóðû xj ïî çíà÷åíèÿì f(xj) è ïðîèçâîäíûõ f ′(xj) ïîñòðîèì
èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ýðìèòà H2n−1(x) ñòåïåíè 2n−1, óäîâëå-
òâîðÿþùèé ðàâåíñòâàì

H2n−1(xj) = f(xj), H ′
2n−1(xj) = f ′(xj) ∀j = 1 : n.

Ïî òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè Ýðìèòà

r(x) = f(x)−H2n−1(x) =
f (2n)(ξx)

(2n)!
ω2

n(x),

ãäå ôóíêöèÿ f (2n)(ξx) íåïðåðûâíà ïî x ∈ [a, b]. Òîãäà

Rn(f) = I(f)−Qn(f) = I(f)−Qn(H2n−1) = I(f)− I(H2n−1)

=

b∫

a

ρ(x)
f (2n)(ξx)

(2n)!
ω2

n(x) dx =
f (2n)(η)

(2n)!

b∫

a

ρ(x)ω2
n(x) dx.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè η ∈ (a, b) ïîëó÷åíî ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì òåîðåìû î ñðåäíåì, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ρ(x)ω2

n(x) íå
ìåíÿåò çíàê íà èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ (a, b). ¤

Çàìåòèì, ÷òî âõîäÿùèé â ïðàâóþ ÷àñòü (3.26) èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòîì íîðìû â ïðîñòðàíñòâå L2,ρ(a, b) îðòîãîíàëüíîãî ïîëèíîìà
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ωn:
b∫

a

ρ(x)ω2
n(x) dx = I(ω2

n) = ‖ωn‖2
2,ρ.

Äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ âåñîâûõ ôóíêöèé ρ(x), íàïðèìåð, äëÿ
âåñîâ ßêîáè ρ(x) = (x− a)α(b− x)β, èçâåñòíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ ýòèõ
íîðì.
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