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Аннотация

В работе рассматривается задача об определении напряженно-деформированного со-
стояния термоупругих многокомпонентных сред с плоскими границами (слоя и полупро-
странства) с учетом наличия диффузионных потоков каждого из компонентов среды.
Влияние изменения концентрации и температуры на напряженно-деформированное со-
стояние среды учитывается с помощью локально-равновесной модели термоупругой диф-
фузии, включающей в себя связанную систему уравнений движения упругой среды,
теплопереноса и массопереноса. Решение ищется с помощью преобразования Лапласа,
а также разложения в ряды Фурье для слоя и синус-, косинус-преобразования для полу-
пространства. Выражаются и анализируются поверхностные функции Грина. Выполня-
ется тестовый расчет.

Ключевые слова: механодиффузия, многокомпонентные среды, термоупругая диф-
фузия, интегральные преобразования, ряды Фурье, функции Грина

Введение

При исследовании нестационарных процессов в сплошных средах часто тре-
буется учет различных взаимодействующих между собой полей: механических,
тепловых и диффузионных. Среди современных публикаций, посвященных дан-
ной проблеме, можно выделить [1–8], при этом важно отметить, что в упомянутых
работах задачи термомеханодиффузии в основном решаются в стационарных по-
становках [3, 4]. Нестационарные задачи, как правило, решаются аналитически в
пространстве преобразования Лапласа, однако обращение самого преобразования
Лапласа осуществляется численно [6–8]. Публикации, связанные с аналитическим
нахождением функций Грина для нестационарных задач и их анализом, в настоя-
щее время отсутствуют.

В настоящей работе рассматривается одномерная нестационарная задача тер-
моупругой диффузии для многокомпонентной среды, а также предлагается метод
ее решения, основанный на использовании интегрального преобразования Лапла-
са и разложения по собственным функциям и позволяющий найти в явном виде
функции Грина.

1. Постановка задачи

Рассматривается одномерная нестационарная задача термоупругости с учетом
массопереноса для однородной N -компонентной сплошной среды. Математическая
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постановка задачи в прямоугольной декартовой системе координат представляет
собой связанную систему, включающую в себя уравнение движения, уравнение теп-
лопереноса и N уравнений массопереноса для каждой компоненты среды с номе-
ром q (штрихи обозначают производные по координате x , а точки – производные
по времениτ ) [1, 9–13]:

u′′ = ü + bϑ′ +
N∑

q=1

αqη
′
q, κϑ′′ = ϑ̇ + Bu̇′ +

N∑
q=1

βq η̇q

Dqη
′′
q = η̇q + Λqu

′′′ + Mqϑ
′′.

(1)

Здесь все величины являются безразмерными. Их связь с размерными аналогами
определяется следующим образом:

x =
x1

L∗
, τ =

ct

L∗
, c2 =

λ∗ + 2µ∗

ρ
, u =

u1

L∗
, ϑ =

T − T0

T0
, ηq =

η(q)

n0
,

n0 =
N∑

q=1

n
(q)
0 , κ =

κ∗

ρcεnL∗c
, βq =

n
(q)
0 R ln

(
γn

(q)
0

)

ρcεn
, b =

b∗T0

λ∗ + 2µ∗
, αq =

n
(q)
0 α(q)

λ∗ + 2µ∗
,

Mq =
D(q) ln

(
γn

(q)
0

)

cL∗
, Dq =

D(q)

cL∗
, Λq =

α(q)D(q)

RT0cL∗
, B =

b∗

ρcεn
,

где t – время; x1 – декартова координата; u1 – компонента вектора перемещений;
L∗ – характерный размер среды (в случае слоя его толщина); η(q) = n(q) − n

(q)
0 –

приращение концентрации q -й компоненты вещества; n(q) и n
(q)
0 – актуальная и

начальная молярные концентрации; λ∗ и µ∗ – упругие постоянные Ламе; ρ – плот-
ность; b∗ – температурная постоянная; α(q) – коэффициенты, характеризующие
объемное изменение среды за счет диффузии; D(q) – коэффициенты самодиффу-
зии; R – универсальная газовая постоянная; T и T0 – актуальная и начальная
температуры; κ∗ – коэффициент теплопроводности; γ – коэффициент активно-
сти (для твердых растворов γ = 1); cεn – удельная теплоемкость при постоянной
концентрации и деформации.

Начальные условия полагаются нулевыми:

u|τ=0 = u̇|τ=0 = 0, ηq|τ=0 = 0, ϑ|τ=0 = 0. (2)

Задача рассматривается для двух видов сред с плоскими границами: одномер-
ный слой x ∈ [0, 1] и одномерное полупространство x ∈ [0, ∞) . На границах зада-
ются перемещения, тепловой и диффузионные потоки:

u|x=0 = f11 (τ) , ϑ′|x=0 = f21 (τ) ,
(
Λqu

′′ −Dqη
′
q + Mqϑ

′)∣∣
x=0

= fq+2,1 (τ) ,

u|x=1 = f12 (τ) , ϑ′|x=1 = f22 (τ) ,
(
Λqu

′′ −Dqη
′
q + Mqϑ

′)∣∣
x=1

= fq+2,2 (τ) ,

f1l (τ) =
f∗1l (t)

L∗
, f2l (τ) =

L∗f∗2l (t)
T0

, fq+2,l (τ) =
f∗q+2,l (t)

n
(q)
0 c

, l = 1, 2.

(3)

Здесь f∗kl (t) , k = 1, 2, . . . , N + 2, l = 1, 2, – размерные аналоги поверхностных
возмущений. В задаче для полупространства условие на поверхности x = 1 за-
меняется условием ограниченности искомых величин в рассматриваемой области
[9, 13].
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2. Алгоритм решения задачи для слоя

Нахождение искомых функций в изображениях. Введем в рассмотре-
ние поверхностные функции Грина Gik (x, τ) задачи для слоя (1)–(3) (i, k =
= 1, 2, . . . , N + 2) . Они являются решениями задач, включающих в себя уравне-
ния (1), начальные условия (2) и следующие граничные условия: [9]:

G1k|x=0 = δ1kδ (τ) , G′2k|x=0 = δ2kδ (τ) ,

(
ΛqG

′′
1k −DqG

′
q+2,k + MqG

′
2k

)∣∣
x=0

= δq+2,kδ (τ) ,

G1k|x=1 = 0, G′2k|x=1 = 0,
(
ΛqG

′′
1k −DqG

′
q+2,k + MqG

′
2k

)∣∣
x=1

= 0,

(4)

где δ (τ) – дельта-функция Дирака, δik – символ Кронекера.
Тогда решение задачи (1)–(3) представляется в виде (звездочка обозначает

свертку по времени) [9]:

u (x, τ) =
N+2∑

k=1

[G1k (x, τ) ∗ fk1 (τ) + G1k (1− x, τ) ∗ fk2 (τ)] ,

ϑ (x, τ) =
N+2∑

k=1

[G2k (x, τ) ∗ fk1 (τ)−G2k (1− x, τ) ∗ fk2 (τ)] ,

ηq (x, τ) =
N+2∑

k=1

[Gq+2,k (x, τ) ∗ fk1 (τ)−Gq+2,k (1− x, τ) ∗ fk2 (τ)] .

(5)

Для нахождения функций Грина применяем к (1)–(3) преобразование Лапласа
по времени (s – параметр преобразования, индекс L обозначает трансформанту):

uL′′ = s2uL + bϑL′ +
N∑

q=1

αqη
L
q

′
, κϑL′′ = sϑL + BsuL′ +

N∑
q=1

βqsη
L
q ,

Dqη
L
q

′′
= sηL

q + Λqu
L′′′ + Mqϑ

L′′;

uL
∣∣
x=0

= fL
11 (s) , ϑL′

∣∣∣
x=0

= fL
21 (s) ,

(
Λqu

L′′ −Dqη
L
q

′
+ Mqϑ

L′
)∣∣∣

x=0
= fL

q+2,1 (s) ,

uL
∣∣
x=1

= fL
21 (s) , ϑL′

∣∣∣
x=1

= fL
22 (s) ,

(
Λqu

L′′ −Dqη
L
q

′
+ Mqϑ

L′
)∣∣∣

x=1
= fL

q+2,2 (s) .

Далее используем разложения искомых функций в тригонометрические ряды:

uL (x, s) =
∞∑

n=1

uLs (λn, s) sin λnx,

{
ϑL (x, s)
ηL

q (x, s)

}
=

∞∑
n=0

{
ϑLc (λn, s)
ηLc

q (λn, s)

}
cosλnx, λn = πn.

(6)

В результате приходим к следующей системе линейных алгебраических урав-
нений относительно uLs , ϑLc и ηLc

q [9, 11–13]:
при n = 0 :

sϑLc (0, s) +
N∑

q=1

βqsη
Lc
q (0, s) = BsfL

11 (s)− κfL
21 (s) , sηLc

q (0, s) = fL
q+2,1 (s) ; (7)
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при n ≥ 1 :

k1 (λn, s)uLs (λn, s)− bλnϑLc (λn, s)− λn

N∑
q=1

αqη
Lc
q (λn, s) = F1 (λn, s) ,

BsλnuLs (λn, s) + k2 (λn, s)ϑLc (λn, s) + s

N∑
q=1

βqη
Lc
q (λn, s) = F2 (s) ,

Λqλ
3
nuLs (λn, s) + Mqλ

2
nϑLc (λn, s)− kq+2 (λn, s) ηLc

q (λn, s) = Fq+2 (λn, s) ,

(8)

где
F1 (λn, s) = 2λnfL

11 (s) , F2 (s) = 2
[
BsfL

11 (s)− κfL
21 (s)

]
,

Fq+2 (λn, s) = 2
[
Λqλ

2
nfL

11 (s)− fL
q+2,1 (s)

]
,

k1 (z, s) = z2 + s2, k2 (z, s) = κz2 + s, kq+2 (z, s) = Dqz
2 + s. (9)

Решая системы (7) и (8), подставляя полученный результат в (6) и используя
свойства преобразования Лапласа для свертки из формул (5), получаем

uL (x, s) =
N+2∑

k=1

[
GL

1k (x, s) fL
k1 (s) + GL

1k (1− x, s) fL
k2 (s)

]
,

ϑL (x, s) =
N+2∑

k=1

[
GL

2k (x, s) fL
k1 (s)−GL

2k (1− x, s) fL
k2 (s)

]
,

ηL
q (x, s) =

N+2∑

k=1

[
GL

q+2,k (x, s) fL
k1 (s)−GL

q+2,k (1− x, s) fL
k2 (s)

]
.

Здесь GL
ik (x, s) – изображения Лапласа функций Грина, которые также представ-

ляем в виде рядов (i, k = 1, 2, . . . , N + 2) :

GL
1k (x, s) =

∞∑
n=1

GLs
1k (λn, s) sin λnx,

{
GL

2k (x, s)
GL

q+2,k (x, s)

}
=

{
GLc

2k (0, s)
GLc

q+2,k (0, s)

}
+

∞∑
n=1





GLc
2k (λn, s)

GLc
q+2,k (λn, s) +

2δk,q+2

kq+2 (λn, s)



 cos λnx;

(10)

где

GLc
21 (0, s) = B, GLc

22 (0, s) = −κ

s
, GLc

2,q+2 (0, s) = −βq

s
, GLc

q+2,q+2 (0, s) =
1
s
; (11)

{
GLs

1k (λn, s)
GLc

2k (λn, s)

}
=

1
P (λn, s)

{
P1k (λn, s)
P2k (λn, s)

}
,

GLc
q+2,k (λn, s) =

Pq+2,k (λn, s)
Qq+2 (λn, s)

− 2δk1λ
2
nΛq

kq+2 (λn, s)
, n ≥ 1,

(12)

P (λn, s) =
(
k1k2 + bBsλ2

n

)
Π− sλ6

n

N∑
q=1

Λq

N∑
p=1

MpΠqp+

+λ2
n

N∑
q=1

(
s
[
βqMqk1 + BαqMqλ

2
n + βqΛqbλ

2
n

]− αqΛqk2λ
2
n

)
Πq,
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P11 = 2λn (k2 + Bbs) Π + 2sλ5
n

N∑
q=1

Mq

N∑
p=1

ΛpΠqp+

+2λ3
n

N∑
q=1

[s (αqMqB + βqMq + bβqΛq)− k2αqΛq] Πq,

P12 = −2κλn

(
bΠ + λ2

n

N∑
q=1

αqMqΠq

)
,

P1,q+2 = 2λn (k2αq − sbβq)Πq + 2sλ3
n

N∑
p=1

MpΠqp,

P21 = 2s3BΠ + 2s3λ2
n

N∑
q=1

βqΛqΠq−2sλ6
n

N∑
q=1

Λq

N∑
p=1

ΛpΠqp,

P22 = 2κ

(
λ4

n

N∑
q=1

αqΛqΠq − k1Π

)
,

P2,q+2 = −2s

[
(
k1βq + Bαqλ

2
n

)
Πq + λ4

n

N∑
p=1

ΛpΠqp

]
,

Pq+2,i = λ2
n (ΛqλnP1i + MqP2i) , Qi = kiP, i = 1, 2, . . . , N + 2.

Функции ki = ki (λn, s) в (12) находятся по формулам (9), величины Π =
= Π(λn, s) , Πq = Πq (λn, s) и Πqp = Πqp (λn, s) определяются следующим образом:

Π(z, s) =
N∏

r=1

kr+2 (z, s), Πq =
N∏

r=1,r 6=q

kr+2 (z, s),

Πqp (z, s) = (αqβp − αpβq)
N∏

r=1,r 6=q,p

kr+2 (z, s).

при этом если N = 1 , то Πq = 1, Πqp = 0 , если N = 2 , то Πqp = (αqβp − αpβq) .
Анализ особенностей функций Грина. Из формул (10)–(12) следует, что

для функции Грина GLc
21 (λn, s) имеет место следующее представление:

GLc
21 (x, s) = B + 2B

∞∑
n=1

cosλnx, s →∞.

Этот ряд сходится в обобщенном смысле к дельта-функции Дирака от простран-
ственной переменной x . Представляем функцию GLc

21 (λn, s) в (12) следующим об-
разом:

GLc
21 (λn, s) =

P21 (λn, s)
P (λn, s)

=
2Bs2

k1 (λn, s)
+

P ∗21 (λn, s)
Q1 (λn, s)

,

где
P ∗21 (λn, s) = P21 (λn, s) k1 (λn, s)− 2Bs2P (λn, s) . (13)

Тогда с учетом равенства [14]

∞∑
n=1

cosnx

n2 + a2
= − 1

2a2
+

π

2a

cosh ((π − x) a)
sinh (πa)
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получаем [10]:

GL
21 (x, s) = Bs

cosh ((1− x) s)
sinh s

+
∞∑

n=1

P ∗21 (λn, s)
Q1 (λn, s)

cosλnx. (14)

Аналогично, из (10)–(12) следует, что функции GLc
22 , GLc

2,q+2 , GLc
q+2,1 имеют по-

рядок 1/s при s →∞ . Так как оригиналом 1/s по Лапласу является функция Хе-
висайда, это означает, что оригиналы функций GL

22 , GL
2,q+2 , GL

q+2,1 по Лапласу при
τ → 0 в соответствии с (10) будут представляться в виде рядов, которые так же,
как и в предыдущем случае, сходятся в обобщенном смысле к дельта-функции Ди-
рака от пространственной переменной x . Для практического вычисления сверток
в (5) представляем указанные функции в виде

GL
22 = −κ

(
1
s

+ 2
∞∑

n=1

cosλnx

k2 (λn, s)

)
+

∞∑
n=1

P ∗22 (λn, s)
Q2 (λn, s)

cosλnx,

GL
2,q+2 = −βq

(
1
s

+ 2
∞∑

n=1

cos λnx

kq+2 (λn, s)

)
+

∞∑
n=1

P ∗2,q+2 (λn, s)
Qq+2 (λn, s)

cos λnx,

GL
q+2,1 = 2 (MqB − Λq)

∞∑
n=1

λ2
n cos λnx

kq+2 (λn, s)
+

∞∑
n=1

P ∗q+2,1 (λn, s)
Qq+2 (λn, s)

cos λnx,

(15)

где
P ∗22 (λn, s) = P22 (λn, s) k2 (λn, s) + 2κP (λn, s) ,

P ∗2,q+2 (λn, s) = P2,q+2 (λn, s) kq+2 (λn, s) + 2βqP (λn, s) ,

P ∗q+2,1 (λn, s) = Pq+2,1 (λn, s)− 2MqBλ2
nP (λn, s) .

Таким образом, для функций GLs
1k (λn, s) и GLc

lk (λn, s) остаются справедливы-
ми представления (10). При этом вместо формул (12) будем использовать (l =
= 2, 3, . . . , N + 2, k = 1, 2, . . . , N + 2) :

GLs
1k (λn, s) =

Φ1k (λn, s)
Ψ1k (λn, s)

, GLc
lk (λn, s) =

Φlk (λn, s)
Ψlk (λn, s)

, (16)

где
Φ1k (λn, s) = P1k (λn, s) , Ψ1k (λn, s) = P (λn, s) ,

Φ2k (λn, s) = P ∗2k (λn, s) , Ψ2k (λn, s) = Qk (λn, s) ,

Φq+2,1 (λn, s) = P ∗q+2,1 (λn, s) , Ψq+2,1 (λn, s) = Qq+2 (λn, s) ,

Φq+2,l (λn, s) = Pq+2,l (λn, s) , Ψq+2,l (λn, s) = Qq+2 (λn, s) .

Нахождение оригиналов функций Грина. Обозначим через s1 (λn) ,
s2 (λn) комплексно-сопряженные, а через sj+2 (λn) действительные корни много-
члена P (λn, s) ; ξ (λn) = Re [s1 (λn)] < 0 , ζ (λn) = Im [s1 (λn)] , s2 (λn) = s1 (λn) ,
sj+2 (λn) < 0 . Тогда, оригиналы функций Грина в (10) с учетом представлений
(13)–(16) имеют вид (L−1 – обратный оператор Лапласа, k = 1, 2, . . . , N + 2) [9]:

G1k (x, τ) =
∞∑

n=1

Gs
1k (λn, τ) sin λnx,
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G2k (x, τ) = δ1kG∗21 (x, τ)− δ2kκϑ3

(x

2
, e−κπ2τ

)
− δk,q+2βqϑ3

(x

2
, e−Dqπ2τ

)
+

∞∑
n=1

Gc
2k (λn, τ) cos λnx

Gq+2,k (x, τ) = δk1
Λq −MqB

Dq

∂

∂τ
ϑ3

(x

2
, e−Dqπ2τ

)
+ δk,q+2ϑ3

(x

2
, e−Dqπ2τ

)
+

+
∞∑

n=1

Gc
q+2,k (λn, τ) cos λnx, (17)

где ϑ3

(x

2
, q

)
= 1 + 2

∞∑
n=1

qn2
cos λnx – тета-функция Якоби [15], а остальные функ-

ции имеют вид (l = 2, 3, . . . , N + 2, k = 1, 2, . . . , N + 2) :

Gs
1k (λn, τ) = eξτ

(
A

(1)
1k cos ζτ −A

(2)
1k sin ζτ

)
+

N+1∑

j=1

A
(j+2)
1k esj+2τ ,

Gc
lk (λn, τ) = eξτ

(
A

(1)
lk cos ζτ −A

(2)
lk sin ζτ

)
+

N+1∑

j=1

A
(j+2)
lk esj+2τ+

+ δl2δ2kA
(N+4)
lk e−κλ2

nτ + δq+2,lA
(N+5)
lk e−Dqλ2

nτ+

+ δl2δk,q+2A
(N+5)
lk e−Dqλ2

nτ + δl2δ1k

(
A

(N+6)
lk cos λnτ −A

(N+7)
lk sin λnτ

)
, (18)

G∗21 (x, τ) = BL−1

[
s
cosh ((1− x) s)

sinh s

]
= B

∞∑
n=0

[δ′ (τ − (2n + x)) + δ′ (τ − (2 + 2n− x))] .

Последний оригинал в (18) найден с учетом следующего представления:

cosh ((1− x) s)
sinh s

=
e−xs + e−(2+x)s

1− e−2s
=

∞∑
n=0

(
e−(2n+x)s + e−(2+2n−x)s

)
.

Коэффициенты A
(l)
ik = A

(l)
ik (λn) находятся по формулам (штрих означает про-

изводную по параметру s (i, k = 1, 2, . . . , N + 2, j = 1, 2, . . . , N + 1):

A
(1)
ik = 2Re

Φik (λn, s1)
Ψ′ik (λn, s1)

, A
(2)
ik = 2Im

Φik (λn, s1)
Ψ′ik (λn, s1)

, A
(j+2)
ik =

Φik (λn, sj+2)
Ψ′ik (λn, sj+2)

,

A
(N+5)
2,q+2 =

Φ2,q+2

(
λn,−Dqλ

2
n

)

Ψ′2,q+2 (λn,−Dqλ2
n)

, A
(N+5)
q+2,k =

Φq+2,k

(
λn,−Dqλ

2
n

)

Ψ′q+2,2 (λn,−Dqλ2
n)

,

A
(N+4)
22 =

Φ22

(
λn,−κλ2

n

)

Ψ′22 (λn,−κλ2
n)

, A
(N+6)
21 = 2Re

Φ21 (λn, λn)
Ψ′21 (λn, λn)

, A
(N+7)
21 = 2Im

Φ21 (λn, λn)
Ψ′21 (λn, λn)

.

Подставляя найденные здесь функции Грина Gik (x, τ) в свертки (5), получаем
решение задачи термоупругой диффузии (1)–(3) для слоя.



190 А.В. ВЕСТЯК и др.

3. Алгоритм решения задачи для полупространства

Рассуждая аналогичным образом, введем в рассмотрение функции Грина
Gh

ik (x, τ) задачи (1)–(3) (i, k = 1, 2, . . . , N + 2) для полупространства, являющи-
еся решениями задач, включающих в себя уравнения (1), начальные условия (2)
и граничные условия (4), где условия на поверхности x = 1 заменяется условием
ограниченности искомых величин в рассматриваемой области.

В этом случае решение исходной задачи (1)–(3) представляется в виде сверток
(5), при fk2 (τ) ≡ 0 . Для построения функций Грина к исходной системе (1) приме-
няем преобразование Лапласа по времени, синус-преобразование для функции u
и косинус-преобразование для функций ϑ и ηq по координате. В результате ис-
ходная система уравнений приводится к системе вида (8). Таким образом, транс-
форманты функций Грина для полупространства и слоя связаны с помощью сле-
дующих соотношений (λ – параметр тригонометрического преобразования Фурье,
верхний индекс S – трансформанта синус-преобразования, верхний индекс C –
трансформанта косинус-преобразования):

GhLS
1k (λ, s)=GLs

1k (λ, s) , GhLC
2k (λ, s)=GLc

2k (λ, s) , GhLC
q+2,k (λ, s)=GLc

q+2,k (λ, s) . (19)

Аналогами формул (14) и (15) здесь будут следующие равенства:

GhL
21 =

2B

π

∞∫

0

s2

k1 (λ, s)
cos λx dλ +

1
π

∞∫

0

GhLC
21 (λ, s) cos λx dλ,

GhL
22 = −2κ

π

∞∫

0

cos λx

k2 (λ, s)
dλ +

1
π

∞∫

0

GhLC
22 (λ, s) cos λx dλ,

GhL
2,q+2 = −2βq

π

∞∫

0

cosλx

kq+2 (λ, s)
dλ +

1
π

∞∫

0

GhLC
2,q+2 (λ, s) cos λx dλ,

GhL
q+2,1 =

2 (MqB − Λq)
π

∞∫

0

λ2 cos λx

kq+2 (λ, s)
dλ +

1
π

∞∫

0

GhLC
q+2,1 (λ, s) cos λxdλ,

(20)

где функции GhLC
21 (λ, s) , GhLC

22 (λ, s) , GhLC
2,q+2 (λ, s) и GhLC

q+2,1 (λ, s) находятся по фор-
мулам (16).

Для остальных функций Грина справедливы представления (k = 1, 2, . . . , N+2,
l = 2, 3, . . . , N + 2) :

GhL
1k (x, s) =

1
π

∞∫

0

GhLS
1k (λ, s) sin λx dλ, GhL

q+2,l (x, s) =
1
π

∞∫

0

GhLC
q+2,l (λ, s) cos λx dλ.

Вычисляя первые интегралы в (20) и переходя в пространство оригиналов
по Лапласу, получаем:

Gh
21 (x, τ) = δ′ (τ − x) +

1
π

∞∫

0

GhC
21 (λ, τ) cos λx dλ,

Gh
22 (x, τ) = −

√
πκ e−x2/4κτ

2
√

τ
+

1
π

∞∫

0

GhC
22 (λ, τ) cos λx dλ,
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Рис. 1. Изменение u во времени τ
и по глубине слоя x

Рис. 2. Изменение ϑ во времени τ
и по глубине слоя x

Рис. 3. Изменение η1 во времени τ
и по глубине слоя x

Рис. 4. Изменение η2 во времени τ
и по глубине слоя x

Gh
2,q+2 (x, τ) = −βq

√
π e−x2/4Dqτ

2
√

Dqτ
+

1
π

∞∫

0

GhC
2,q+2 (λ, τ) cos λx dλ,

Gh
q+2,1 (x, τ) = (Λq −MqB)

√
πe−x2/4Dqτ

(
2Dqτ − x2

)

4 (Dqτ)5/2
+

1
π

∞∫

0

GhC
q+2,1 (λ, τ) cos λxdλ,

Gh
1k (x, s) =

1
π

∞∫

0

GhS
1k (λ, s) sin λx dλ, Gh

q+2,l (x, s) =
1
π

∞∫

0

GhC
q+2,l (λ, s) cos λx dλ,

где функции GhS
1k (λ, τ) , GhC

2k (λ, τ) и GhC
q+2,k (λ, τ) с учетом соотношений (19) нахо-

дятся с помощью формул (18).
Подставляя найденные функции Грина Gh

ik (λ, τ) в равенства (5), находим ре-
шение задачи термомеханодиффузии для полупространства.

4. Расчетный пример

Рассмотрим в качестве примера теплоизолированный и зафиксированный на
границах однородный двухкомпонентный слой. Положим для расчета все пра-
вые части в граничных условиях (3) равными нулю, кроме диффузионного потока
на границе x = 0 :

f31 (τ) = 10−16 ·H (τ) . (21)
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Материал слоя – дюралюминий 2024 (состав: 95% Al (q = 1) , 5% Cu (q = 2)):

λ∗ = 5.55 · 1010 Н
м2

, µ∗ = 2.61 · 1010 Н
м2

, ρ = 2740
кг
м3

, b∗ = 2.47 · 106 Н
м2 ·К ,

κ∗ = 150
Вт
м ·К , cεn = 920

Дж
кг ·К , α(1) = 5 · 103 Дж

моль
, α(2) = 2 · 104 Дж

моль
,

D(1) = 2 · 10−15 м2

с
, D(2) = 4 · 10−16 м2

с
, T0 = 700 К, L∗ = 10−3 м.

Результаты вычислений сверток (5) показаны на рис. 1–4, где представлены
пространственно-временные распределения перемещений, температур и концен-
траций, демонстрирующие взаимосвязь указанных полей при заданных поверх-
ностных возмущениях (3), (21). Вычисления проводились при 100 членах рядов
Фурье (6). Дальнейшее увеличение количества членов этих рядов не приводит
к каким-либо видимым изменениям полученных результатов.

Заключение

С помощью предложенного алгоритма решена связанная одномерная неста-
ционарная задача термоупругости с учетом диффузии для многокомпонентного
слоя. Основным достоинством данного подхода является возможность аналити-
чески найти оригиналы по Лапласу функций Грина и провести их анализ. Эф-
фективность метода продемонстрирована на конкретном расчетном примере для
однородного двухкомпонентного слоя.
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Abstract

The paper deals with the problem of determining the stress-strain state of a thermoelastic
multicomponent medium with plane boundaries (layer and half-space) taking into account
the presence of diffusion fluxes in each medium component. The effect of changes in the
concentration and temperature on the stress-strain state of the medium has been studied with
the help of a locally equilibrium model of thermoelastic diffusion, which includes the coupled
system of equations of motion, heat transfer, and mass transfer. The solution has been found
using the Laplace transform, as well as using the Fourier expansion for the layer and the sine-
cosine transform for the half-space. The surface Green’s functions have been expressed and
analyzed. Test calculation has been performed.

Keywords: mechanical diffusion, multicomponent media, thermoelastic diffusion, integral
transforms, Fourier series, Green’s functions

Figure Captions

Fig. 1. Change u in time τ and by layer depth x .

Fig. 2. Change ϑ in time τ and by layer depth x .

Fig. 3. Change η1 in time τ and by layer depth x .

Fig. 4. Change η2 in time τ and by layer depth x .
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