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ÓÄÊ 515.124.4ÌÅÒ�È×ÅÑÊÎÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎ ÂÑÅÕ N -ÑÅÒÅÉ�ÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÎ�Î Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÅ.Í. ÑîñîâÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ìíîæåñòâà âñåõ N -ñåòåé è âñåõ N -ñåòåé ñ ïîâòîðåíèÿìè ãåîäåçè÷åñêîãîïðîñòðàíñòâà íàäåëÿþòñÿ ìåòðèêàìè. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîëó÷åííûå ïðî-ñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè ñ âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè, ñîáñòâåííûìè è ãåîäåçè-÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: N -ñåòü, ñåãìåíò, ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, âíóòðåííÿÿ ìåòðè-êà, ìåòðèêà Õàóñäîð�à, ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî.1. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòûÏóñòü p ∈ [1,∞] , S(N) � ãðóïïà âñåõ ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà èç N ≥ 1 ýëåìåí-òîâ. �àññìîòðèì íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè XN èç N ýêçåìïëÿðîâ ìåòðè÷åñêîãîïðîñòðàíñòâà (X, ρ) ìåòðèêó

ρN,p : XN × XN → R+,

ρN,p((x1, . . . , xN ), (y1, . . . , yN )) = (|x1y1|p + . . . + |xNyN |p)1/pïðè p ∈ [1,∞) è
ρN,∞((x1, . . . , xN ), (y1, . . . , yN )) = max{|x1y1|, . . . , |xNyN |}ïðè p = ∞ , ãäå |xy| = ρ(x, y) äëÿ x, y ∈ X , R+ - � ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöà-òåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Çàäàäèì íà XN ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-íîñòè ∼ :

(x1, . . . , xN ) ∼ (y1, . . . , yN),åñëè íàéäåòñÿ òàêîå σ ∈ S(N) , ÷òî
y1 = xσ(1), . . . , yN = xσ(N).Ïîëó÷åííîå �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî XN = XN/∼ ìíîæåñòâà XN ïî ýòîìó îòíî-øåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè åñòü ñèììåòðèçîâàííàÿ ñòåïåíü ïîðÿäêà N ïðîñòðàíñòâà

X , à ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ N -ñåòÿìè ñ ïîâòîðåíèÿìèïðîñòðàíñòâà X . �àññìîòðèì íà ýòîì ìíîæåñòâå ìåòðèêó
αp : XN × XN → R+,

αp([(x1, . . . , xN )], [(y1, . . . , yN )]) =

= min{ρN,p((x1, . . . , xN ), (yσ(1), . . . , yσ(N))) : σ ∈ S(N)},



Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎ ÂÑÅÕ N -ÑÅÒÅÉ �ÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÎ�Î Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ 137ãäå p ∈ [1,∞] (ïðè p = ∞ , ñì. [1℄). Îãðàíè÷åíèå ýòîé ìåòðèêè íà ìíîæåñòâî
X∗

N = {[(x1, . . . , xN )] ∈ XN : ard {x1, . . . , xN} = N},ãäå card{x1, . . . , xN} � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà {x1, . . . , xN} , áóäåì îáîçíà÷àòü òåìæå ñèìâîëîì αp . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïñåâäîìåòðèêà
α∗ : XN × XN → R+,

α∗([(x1, . . . , xN )], [(y1, . . . , yN)]) = α({x1, . . . , xN}, {y1, . . . , yN}),èíäóöèðóåò íà ìíîæåñòâå X∗
N ìåòðèêó, ãäå

α({x1, . . . , xN}, {y1, . . . , yN}) = max{max{|xi{y1, . . . , yN}| : i ∈ {1, . . . , N}},

{max{|yj{x1, . . . , xN}| : j ∈ {1, . . . , N}}}åñòü ðàññòîÿíèå Õàóñäîð�à ìåæäó ìíîæåñòâàìè {x1, . . . , xN} , {y1, . . . , yN} [2,. 223℄. Ïðåæäå ÷åì èññëåäîâàòü íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìåòðèêè αp , íàïîìíèì ñëå-äóþùèå îïðåäåëåíèÿ.Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåéìåòðèêîé [3℄, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X , ε > 0 íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü òî÷åê z0 = x, z1, . . . , zk = y òàêàÿ, ÷òî
|zizi+1| < ε (0 ≤ i ≤ k − 1) è |z0z1| + · · · + |zk−1zk| < |xy| + ε.Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì ïî Ìåíãåðó, åñëè äëÿëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x , y ∈ X íàéäåòñÿ îòëè÷íàÿ îò íèõ òàêàÿ òî÷êà z ∈ X ,÷òî |xz| + |zy| = |xy| [4, ñ. 43℄.Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè ëþáîé åãî çà-ìêíóòûé øàð êîìïàêòåí [5, . 2℄.Êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè x , y ∈ X , äëèíà êîòîðîé ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäóýòèìè òî÷êàìè, íàçûâàåòñÿ ñåãìåíòîì [x, y] ñ êîíöàìè x, y ∈ X [4, ñ. 42℄.Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþ-áûå äâå åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü ñåãìåíòîì [5, ñ. 4℄.Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêè âûïóêëûì ïðîñòðàíñòâîì,åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò z ∈ X , ÷òî |xz| = |zy| =

= |xy|/2 [6℄.Òåîðåìà 1. Ïóñòü p ∈ [1,∞] . Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
(i) X∗

N � îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà (XN , αp) . Íà ìíîæåñòâå XNèìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî α∗ ≤ αp . Êðîìå òîãî, ïðè N > 2 äëÿ êàæäîãî
S = [(x1, . . . , xN )] ∈ X∗

Nèìååò ìåñòî ðàâåíñòâî α∗(S1, S2) = α∞(S1, S2) , ãäå S1 , S2 � ïðîèçâîëüíûå ýëå-ìåíòû èç îòêðûòîãî øàðà B(S, ε) ⊂ (XN , α∗) ðàäèóñà
ε =

1

4
min {|xixj | : i 6= j; i, j ∈ {1, . . . , N}} ,à ïðè N ≤ 2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî α∗ = α∞ .

(ii) (X, ρ) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-ãäà (XN , αp) � ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî.
(iii) (X, ρ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé òîãäà è òîëü-êî òîãäà, êîãäà (XN , αp) , (X∗

N , αp) � ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.



138 Å.Í. ÑÎÑÎÂÊðîìå òîãî, X∗
N � âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà (XN , αp) ïðèard (X) > 1 .

(iv) (X, ρ) ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì (ìåòðè÷åñêè âûïóêëûì, âûïóêëûì ïîÌåíãåðó) ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (XN , αp) - � ãåîäåçè÷å-ñêîå (ìåòðè÷åñêè âûïóêëîå, âûïóêëîå ïî Ìåíãåðó) ïðîñòðàíñòâî.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ∗
N (X) (÷åðåç ΣN (X)) ìíîæåñòâî âñåõ (íåïóñòûõ) ïîäìíî-æåñòâ â (X, ρ) , ñîñòîÿùèõ (íå áîëåå ÷åì) èç N òî÷åê, ñ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîéÕàóñäîð�à α . Ïðè÷åì îáîçíà÷åíèå Σ1(X) áóäåì çàìåíÿòü íà X . Ýëåìåíòû ìíî-æåñòâà ΣN (X) íàçûâàþòñÿ N -ñåòÿìè [7℄.�àññìîòðèì ñþðúåêöèþ

f : XN → ΣN (X), f([(x1, . . . , xN )]) = {x1, . . . , xN}.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè N ≤ 2 ñþðúåêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà
(X2, α∞) íà ïðîñòðàíñòâî (Σ2(X), α) . Èñïîëüçóÿ ýòó èçîìåòðèþ, èç òåîðåìû 1ïîëó÷àåìÑëåäñòâèå 1. (X, ρ) � ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî (ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåí-íåé ìåòðèêîé, ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ìåòðè÷åñêè âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî,âûïóêëîå ïî Ìåíãåðó ïðîñòðàíñòâî) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (Σ2(X), α) �ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî (ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ãåîäåçè÷å-ñêîå ïðîñòðàíñòâî, ìåòðè÷åñêè âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, âûïóêëîå ïî Ìåíãåðóïðîñòðàíñòâî).Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè N > 2 ïðîñòðàíñòâî (X∗

N , αp) áûëî ãåîäåçè÷åñêèì ïðî-ñòðàíñòâîì, íà ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ïðèõîäèòñÿ íàëàãàòü áîëåå æåñòêèå óñëîâèÿ.Òåîðåìà 2. Ïóñòü p ∈ [1,∞] , (X, ρ) � ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëå-òâîðÿþùåå ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì (A1) , (A2) .
(A1) Êàæäûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) ìîæíî ñîåäèíèòüåäèíñòâåííûì ñåãìåíòîì.
(A2) Åñëè äâà ñåãìåíòà èìåþò îáùèé êîíåö è îáùóþ âíóòðåííþþ òî÷êó, òîîäèí èç ýòèõ ñåãìåíòîâ åñòü ïîäìíîæåñòâî äðóãîãî ñåãìåíòà.Òîãäà (X∗

N , αp) � ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.Ïóñòü êðîìå óñëîâèé (A1) , (A2) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ãëîáàëüíîå óñëîâèå (A3)íåïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó (ñì. [4, ñ. 304℄)
(A3) Äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X

2|ω(z, x)ω(z, y)| ≤ |xy|,ãäå ω(z, x) � ñåðåäèíà ñåãìåíòà [z, x] .Òîãäà ïðè N > 1 äëÿ êàæäîãî
S = [(x1, . . . , xN )] ∈ (X∗

N , αp)è äëÿ ëþáûõ W , T , D ∈ B(S, ε) , ãäå B(S, ε) � îòêðûòûé øàð ïðîñòðàíñòâà
(X∗

N , αp) ðàäèóñà
ε =

1

4
min {|xixj | : i 6= j; i, j ∈ {1, . . . , N}} ,âåðíî íåðàâåíñòâî

2αp(ω(W, D), ω(T, D)) ≤ αp(W, T ),ãäå ω(W, D) � ñåðåäèíà ñåãìåíòà [W, D] ⊂ (X∗
N , αp) , òî åñòü ïðè N > 1 ïðîñòðàí-ñòâî (X∗

N , αp) óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ íåïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèç-íû ïî Áóçåìàíó.



Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎ ÂÑÅÕ N -ÑÅÒÅÉ �ÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÎ�Î Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ 139Èñïîëüçóÿ ñþðúåêöèþ f , äëÿ êàæäîãî p ∈ [1,∞] ïîñòðîèì ñèììåòðèêó
α̂p : ΣN (X) × ΣN(X) → R+, α̂p(S, S1) = αp(f

−1(S), f−1(S1)).Îãðàíè÷åíèå f1 ñþðúåêöèè f íà ïîäìíîæåñòâî ∆N ∪ X∗
N ⊂ XN , ãäå

∆N = {[(x1, . . . , xN )] ∈ XN : x1 = . . . = xN},ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé íà ñâîé îáðàç X∪Σ∗
N(X) ⊂ ΣN (X) . Ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíèåñèììåòðèêè α̂p íà ìíîæåñòâî (X ∪ Σ∗
N (X)) × (X ∪ Σ∗

N (X)) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, è
f1 : (∆N ∪ X∗

N , αp) → (X ∪ Σ∗
N (X), α̂p)åñòü èçîìåòðèÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî Σ∗

N (X) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîìïðîñòðàíñòâà (ΣN (X), α) . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü N > 1 è S ∈ Σ∗
N (X) , òîãäà îò-êðûòûé øàð B(S, ε) ïðîñòðàíñòâà (ΣN (X), α) , ãäå

ε =
1

2
min {|xy| : x, y ∈ S, x 6= y} ,ïðèíàäëåæèò ïîäìíîæåñòâó Σ∗
N (X) . Èñïîëüçóÿ èçîìåòðèþ f1 , ïîëó÷àåì ñëåäóþ-ùèå ñëåäñòâèÿ òåîðåì 1, 2.Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü p ∈ [1,∞] . Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Íà ìíîæåñòâå X∪Σ∗
N (X) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî α ≤ α̂p . Êðîìå òîãî,ïðè N > 2 äëÿ êàæäîãî
S = {x1, . . . , xN} ∈ Σ∗

N (X)èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
α(S1, S2) = α̂∞(S1, S2),ãäå S1 , S2 � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç îòêðûòîãî øàðà B(S, ε) ⊂ (ΣN (X), α)ðàäèóñà

ε =
1

4
min {|xixj | : i 6= j; i, j ∈ {1, . . . , N}} ,âåðíî ðàâåíñòâî, à ïðè N ≤ 2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî α = α̂∞ .

(ii) (X, ρ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà (Σ∗
N (X), α̂p) � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü p ∈ [1,∞] , (X, ρ) � ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëå-òâîðÿþùåå óñëîâèÿì (A1) , (A2) òåîðåìû 2. Òîãäà (Σ∗

N (X), α̂p) � ãåîäåçè÷åñêîåïðîñòðàíñòâî. Åñëè, êðîìå óñëîâèé (A1) , (A2) âûïîëíåíî óñëîâèå (A3) , òî ïðè
N > 1 äëÿ êàæäîãî

S = {x1, . . . , xN} ∈ (Σ∗
N (X), α̂p)è äëÿ ëþáûõ W , T , D ∈ B(S, ε) , ãäå B(S, ε) � îòêðûòûé øàð ïðîñòðàíñòâà

(Σ∗
N (X), α̂p) ðàäèóñà

ε =
1

4
min {|xixj | : i 6= j; i, j ∈ {1, . . . , N}} ,èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

2α̂p(ω(W, D), ω(T, D)) ≤ α̂p(W, T ),òî åñòü ïðè N > 1 ïðîñòðàíñòâî (Σ∗
N (X), α̂p) óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëî-âèþ íåïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó.



140 Å.Í. ÑÎÑÎÂ�àññìîòðèì íà ìíîæåñòâå XN ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè R :
[(x1, . . . , xN )]R[(y1, . . . , yN )] , åñëè {x1, . . . , xN} = {y1, . . . , yN} . �àññìîòðèì äëÿ p ∈
∈ [1,∞] ïñåâäîìåòðèêó (ñì. [8, ñ. 73℄)

αp,R : XN × XN → R+,

αp,R(S, Ŝ) = inf{αp(S1, S̃1) + · · · + αp(Sk, S̃k)},ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì k ∈ N è òàêèì íàáîðàì {Si} , {S̃i},
1 ≤ i ≤ k , ÷òî S1 = S , S̃k = Ŝ è òî÷êà S̃i R -ýêâèâàëåíòíà òî÷êå Si+1 ïðè âñåõ
i = 1, . . . , k − 1 . Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ñîïîñòàâèì ïñåâäîìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàí-ñòâó (XN , αp,R) ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (XN/R, αp,R) , îòîæäåñòâëÿÿ òî÷êè, íà-õîäÿùèåñÿ íà íóëåâîì ðàññòîÿíèè, è ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèå αp,R äëÿ ïîëó÷åííîé�àêòîð-ìåòðèêè. Îòîáðàæåíèå

g : XN/R → ΣN (X), g([[(x1, . . . , xN )]]R) = {x1, . . . , xN}ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìû îòîæäåñòâèì �àêòîð-ìíîæåñòâî XN/Rñ ìíîæåñòâîì âñåõ N -ñåòåé ΣN (X) ïðîñòðàíñòâà X è íàäåëèì ìíîæåñòâî ΣN (X)�àêòîð-ìåòðèêîé αp,R .Òåîðåìà 3. Ïóñòü p ∈ [1,∞] . Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
(i) Íà ìíîæåñòâå ΣN (X) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî α ≤ αp,R . Êðîìå òîãî,ïðè N > 2 äëÿ êàæäîãî

S = {x1, . . . , xN} ∈ Σ∗
N (X)èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

α(S1, S2) = α∞,R(S1, S2),ãäå S1 , S2 � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç îòêðûòîãî øàðà B(S, ε) ⊂ (ΣN (X), α)ðàäèóñà
ε =

1

4
min {|xixj | : i 6= j; i, j ∈ {1, . . . , N}} ,à ïðè N ≤ 2 âåðíî ðàâåíñòâî α = α∞,R .

(ii) (X, ρ) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-ãäà (ΣN (X), αp,R) � ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî.
(iii) (X, ρ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé òîãäà è òîëü-êî òîãäà, êîãäà (ΣN (X), αp,R) , (Σ∗

N (X), αp,R) � ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåéìåòðèêîé. Êðîìå òîãî, Σ∗
N (X) � âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà

(ΣN (X), αp,R) ïðè ard X > 1 .
(iv) (X, ρ) ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì (ìåòðè÷åñêè âûïóêëûì, âûïóêëûìïî Ìåíãåðó) ñîáñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(ΣN (X), αp,R) � ãåîäåçè÷åñêîå (ìåòðè÷åñêè âûïóêëîå, âûïóêëîå ïî Ìåíãåðó) ñîá-ñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî.Îòìåòèì äëÿ ñðàâíåíèÿ, ÷òî èç ïðåäëîæåíèÿ 1 [9℄ ñëåäóåò, ÷òî â ãåîäåçè÷å-ñêîì ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèÿì (A1) , (A2) , (A3) , ìíîæåñòâî âñåõíåïóñòûõ îãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ñ ìåòðèêîé Õàóñäîð�àÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, óäîâëåòâîðÿþùåì ãëîáàëüíîìó óñëîâèþíåïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó. Â ñëåäóþùåì ñëåäñòâèè 4 òåîðåì 2, 3óñòàíîâëåíû ïîëåçíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äâå N -ñåòè ìîãóò áûòüñîåäèíåíû ñåãìåíòîì â ïðîñòðàíñòâå (ΣN (X), α) .
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(i) Åñëè S1 , S2 ∈ Σ∗

N (X) è
α(S1, S2) = α̂∞(S1, S2),òî N -ñåòè S1 , S2 ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû ñåãìåíòîì â ïðîñòðàíñòâå

(ΣN (X), α) .
(ii) Åñëè (X, ρ) � ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî, S1 , S2 ∈ ΣN (X) è

α(S1, S2) = α∞,R(S1, S2),òî N -ñåòè S1 , S2 ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû ñåãìåíòîì â ïðîñòðàíñòâå
(ΣN (X), α) .Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R

2 äâå 3 -ñåòè
M = {(0; 0), (−a;−a), (−a; a)}, W = {(0; 0), (a; a), (a;−a)},ãäå a ∈ R+ . Òîãäà íåòðóäíî íàéòè, ÷òî

α(M, W ) =
√

2a, α̂∞(M, W ) = α∞,R(M, W ) = 2a.Êðîìå òîãî,
2α(M, T ) = 2α(W, T ) = α(M, W ), 2α̂∞(M, D) = 2α̂∞(W, D) = α̂∞(M, W ),ãäå

T = {(−a/2;−a/2), (−a/2; a/2), (a/2; a/2), (a/2;−a/2)} ∈ Σ4(R
2),

D = {(0; 0), (0; a), (0;−a)} ∈ Σ3(R
2).Òåïåðü ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè 3 -ñåòè O = {(0; 0)} ∈ (Σ3(R

2), α)ñóùåñòâóþò äâå 3 -ñåòè, íåñîåäèíèìûå ñåãìåíòîì â ïðîñòðàíñòâå (Σ3(R
2), α) è α 6=

6= α̂ .Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì íà ïðÿìîé R òðè 3 -ñåòè
M = {0, 2a, 3a + b}, W = {a, 2a + b, 4a + b}, T = {a, 3a + b},ãäå a , b ∈ R+ . Â ñëåäóþùèõ òðåõ ñëó÷àÿõ íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü ðàññòîÿíèÿ.1. Åñëè b ≤ a , òî

α(M, W ) = α∞,R(M, W ) = α̂∞(M, W ) = a.2. Åñëè a < b ≤ 2a , òî
α(M, W ) = a < b = α̂∞(M, W ) = α∞,R(M, W ).3. Ïóñòü 2a < b . Åñëè a = 0 , òî M = W = T . Åñëè a > 0 , òî

α(M, W ) = a < 2a = α(M, T ) + α(T, W ) = α∞,R(M, W ) < b = α̂∞(M, W ),è íå ñóùåñòâóåò ñåãìåíòà ñ êîíöàìè M , W â ïðîñòðàíñòâå (Σ3(R), α) .
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(i) Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî

S = [(x1, . . . , xN )] ∈ X∗
Nîòêðûòûé øàð B(S, δ) ïðîñòðàíñòâà (XN , αp) , ãäå

δ =
1

2
min{|xixj | : i 6= j; i, j ∈ {1, . . . , N}},ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X∗

N . Ñëåäîâàòåëüíî, X∗
N � îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïðî-ñòðàíñòâà (XN , αp) . Äîêàæåì, ÷òî α∗ ≤ αp . Äëÿ êàæäîãî σ ∈ S(N) èìååì, ÷òî

α∗([(x1, . . . , xN )], [(y1, . . . , yN )]) =

= max{max{|xi{y1, . . . , yN}| : 1 ≤ i ≤ N}, max{|yj{x1, . . . , xN}| : 1 ≤ j ≤ N}} ≤
≤ max{ρN,p((x1, . . . , xN ), (yσ(1), . . . , yσ(N))), ρN,p((y1, . . . , yN ), (xσ(1), . . . , xσ(N)))}.Îñòàëîñü âçÿòü ìèíèìóì ïî âñåì σ ∈ S(N) â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà è èñïîëü-çîâàòü îïðåäåëåíèå ìåòðèêè αp .Ïóñòü N > 2 è S1, S2 ∈ B(S, ε) ⊂ (XN , α∗) . Òîãäà α∗(S1, S2) < 2ε . Ó÷èòûâàÿîïðåäåëåíèÿ ïñåâäîìåòðèêè α∗ è ε , ïîëó÷èì, ÷òî S1, S2 ∈ X∗

N è α∗(S1, S2) =
= α∞(S1, S2) .Ïóñòü òåïåðü N = 2 (ñëó÷àé, êîãäà N = 1 , î÷åâèäåí), è äëÿ îïðåäåëåííîñòèïîëîæèì

S = [(x, y)], S1 = [(u, v)], |xu| = D(S, S1),ãäå D(S, S1) = max{|ab| : a ∈ {x, y}, b ∈ {u, v}} . Òîãäà
α∗(S, S1) = max {max{|xv|, |y{u, v}|}; max{|yu|, |v{x, y}|}} .�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.1. Åñëè |yu| > |yv| , òî

α∗(S, S1) = max{max{|xv|, |yv|}; |yu|} =

= max{|xv|, |yu|} = min{max{|xu|, |yv|}; max{|xv|, |yu|}} = α∞(S, S1).2. Åñëè |yu| ≤ |yv| , òî
α∗(S, S1) = max{max{|xv|, |yu|}; max{|yu|, |v{x, y}|}} =

= max{|xv|, |yu|} = min{max{|xu|, |yv|}; max{|xv|, |yu|}} = α∞(S, S1).

(ii) Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè î÷åâèäíî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü
S = [(x1, . . . , xN )] ∈ XN è (Sn = [(yn

1 , . . . , yn
N )]) � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüïðîñòðàíñòâà (XN , αp) , òî åñòü íàéäåòñÿ òàêàÿ âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà c > 0 , ÷òîäëÿ êàæäîãî n ∈ N αp(Sn, S) ≤ c . Òîãäà äëÿ êàæäîãî n ∈ N íàéäåòñÿ òàêîå

σn ∈ S(N) , ÷òî
ρN,p((x1, . . . , xN ), (yn

σn(1), . . . , y
n
σn(N))) ≤ c.Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî k ∈ {1, . . . , N} íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(ym
σm(k)) ⊂ (yn

σn(k)) , ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîìó uk ∈ X ïðè m → ∞ , ïîñêîëüêóïðîñòðàíñòâî X ñîáñòâåííîå. Ïîëîæèì
S0 = [(u1, . . . , uN)].
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αp(Sm, S0) ≤ ρN,p((u1, . . . , uN), (ym

σm(1), . . . , y
m
σm(N))) → 0ïðè m → ∞ . Òàêèì îáðàçîì, (XN , αp) � ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî.

(iii) Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâà (XN , αp) î÷åâèäíî. Äî-êàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïðîèçâîëüíî âûáðàíû
S = [(x1, . . . , xN )], S1 = [(y1, . . . , yN )] ∈ XN .Èñïîëüçóÿ ëåììó 1 [10℄, äëÿ êàæäîãî ε > 0 âûáåðåì S2 = [(z1, . . . , zN )], ãäå zi ∈

∈ ω(xi, yσ(i), ε1) äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , N} ,
ε1 =

{

εN−1/p, åñëè p ∈ [1,∞),

ε, åñëè p = ∞,è σ ∈ S(N) òàêîå, ÷òî ρN,p((x1, . . . , xN ), (yσ(1), . . . , yσ(N))) = αp(S, S1).Òîãäà
2 max{αp(S, S2), αp(S2, S1)} ≤
≤ 2 max{ρN,p((x1, . . . , xN ), (z1, . . . , zN )), ρN,p((z1, . . . , zN), (yσ(1), . . . , yσ(N)))} <

< ρN,p((x1, . . . , xN ), (yσ(1), . . . , yσ(N))) + ε = αp(S, S1) + ε.Â ñèëó ëåììû 1 èç [10℄ ïðîñòðàíñòâî (XN , αp) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåí-íåé ìåòðèêîé.Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 èç [10℄ íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî X∗
N � âñþäó ïëîòíîå ïîä-ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà (XN , αp) ïðè ard X > 1 . Èç ýòèõ äâóõ äîêàçàííûõ óòâåð-æäåíèé è ëåììû 1 èç [10℄ ñëåäóåò òåïåðü âåðíîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà

(X∗
N , αp) .
(iv) Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè î÷åâèäíî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòüïðîèçâîëüíî âûáðàíû

S = [(x1, . . . , xN )] ∈ XN , S1 = [(y1, . . . , yN )]) ∈ XNè ïóñòü σ ∈ S(N) òàêîå, ÷òî
ρN,p((x1, . . . , xN ), (yσ(1), . . . , yσ(N))) = αp(S, S1).Äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , N} â ñèëó ãåîäåçè÷íîñòè ïðîñòðàíñòâà X íàéäåòñÿ íåêîòî-ðûé ñåãìåíò [xi, yσ(i)] . Âûáåðåì äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , N} è äëÿ êàæäîãî λ ∈ [0, 1]òàêóþ òî÷êó zi(λ) ∈ [xi, yσ(i)] , ÷òî

|xizi(λ)| = λ|xiyσ(i)|.Äëÿ êàæäîãî λ ∈ [0, 1] ïîëîæèì
S(λ) = [(z1(λ), . . . , zN(λ))]).Òîãäà äëÿ êàæäîãî λ ∈ [0, 1] , èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, íåòðóäíî ïî-ëó÷èòü ðàâåíñòâî

αp(S, S(λ)) + αp(S(λ), S1) = αp(S, S1).Ñëåäîâàòåëüíî, S(λ) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà λ íà îòðåçêå [0, 1] åñòü ïàðàìåò-ðèçàöèÿ íåêîòîðîãî ñåãìåíòà ñ êîíöàìè S , S1 â ïðîñòðàíñòâå (XN , αp) , è ýòîïðîñòðàíñòâî ãåîäåçè÷åñêîå. Óòâåðæäåíèÿ ýòîãî ïóíêòà òåîðåìû 1, ïðèâåäåííûå



144 Å.Í. ÑÎÑÎÂâ ñêîáêàõ, òåïåðü íåòðóäíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ àíàëîãèþ ñ äîêàçàííûì ñëó÷àåì.Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1 äîêàçàíà. �Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.Ïðè ard X = 1 èëè N = 1 òåîðåìà 2, î÷åâèäíî, âåðíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîard X > 1 è N > 1 .Ïóñòü ïðîèçâîëüíî âûáðàíû ðàçëè÷íûå
S = [(x1, . . . , xN )], S1 = [(y1, . . . , yN )] ∈ X∗

N .�àññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà âñå òî÷êè
{x1, . . . , xN , y1, . . . , yN}ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñåãìåíòó è p ∈ [1,∞) . Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî òî÷êè óïîðÿäî÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x1 > · · · > xN , y1 > · · · > yN , x1 ≥ y1.Äîêàæåì, ÷òî
ρN,p((x1, . . . , xN ), (y1, . . . , yN)) = αp(S, S1)èíäóêöèåé ïî N .Ïóñòü N = 2 . Åñëè x2 ≤ y1 , òî íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

ρ2,p((x1, x2), (y1, y2)) ≤ ρ2,p((x1, x2), (y2, y1)),èç êîòîðîãî ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. Ïóñòü x2 > y1 . Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ
f : R+ → R+, f(t) = (a + t)p − (b + t)p, b ≤ a, a, b ∈ R+íåóáûâàþùàÿ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò òåïåðü èç íåðàâåíñòâ

|x1y1|p − |x2y1|p ≤ (|x1y1| + |y1y2|)p − (|x2y1| + |y1y2|)p = |x1y2|p − |x2y2|p.Èòàê, ïðè N = 2 ðàññìàòðèâàåìîå ðàâåíñòâî óñòàíîâëåíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîðàâåíñòâî âåðíî äëÿ âñåõ N ≤ n − 1 , è äîêàæåì åãî äëÿ N = n .Ïóñòü σ ∈ S(N) .�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
(i) Åñëè σ(1) = 1 , òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

ρN−1,p((x2, . . . , xN ), (y2, . . . , yN )) ≤ ρN−1,p((x2, . . . , xN ), (yσ(2), . . . , yσ(N)))èëè
ρN−1,p((x2, . . . , xN ), (y2, . . . , yN)) ≤ ρN−1,p((y2, . . . , yN ), (xσ(2), . . . , xσ(N))).Ñëåäîâàòåëüíî,

ρN,p((x1, . . . , xN ), (y1, . . . , yN)) ≤ ρN,p((x1, . . . , xN ), (yσ(1), . . . , yσ(N))).èëè
ρN,p((x1, . . . , xN ), (y1, . . . , yN)) ≤ ρN,p((y1, . . . , yN), (xσ(1), . . . , xσ(N))).
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(ii) Åñëè σ(1) > 1 è σ(k) = 1 , ãäå k ∈ {2, . . . , N} , òî, èñïîëüçóÿ óñòàíîâ-ëåííûå íåðàâåíñòâà ïóíêòà (i) è ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, íåòðóäíî ïîëó÷èòüíåðàâåíñòâà:

ρN,p((x1, . . . , xN ), (y1, . . . , yN)) ≤
≤ ρN,p((x1, . . . , xN ), (yσ(k), . . . , yσ(k−1), yσ(1), yσ(k+1), . . . , yσ(N))) ≤

≤ ρN,p((x1, . . . , xN ), (yσ(1), . . . , yσ(N))).Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåìîå ðàâåíñòâî äîêàçàíî.Âûáåðåì äëÿ êàæäîãî λ ∈ [0, 1] è äëÿ êàæäîãî k ∈ {1, . . . , N} òàêóþ òî÷êó
zk(λ) ∈ [xk, yk] , ÷òî

|xkzk(λ)| = λ|xkyk|.Òîãäà äëÿ êàæäîãî λ ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:
z1(λ) > . . . > zN(λ).Ïîëîæèì äëÿ êàæäîãî λ ∈ [0, 1]

S(λ) = [(z1(λ), . . . , zN(λ))].Òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ (iv) òåîðåìû 1, èñïîëüçóÿ äîêàçàí-íûå âûøå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî S(λ) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà λ íà îòðåçêå
[0, 1] åñòü ïàðàìåòðèçàöèÿ íåêîòîðîãî ñåãìåíòà ñ êîíöàìè S , S1 â ïðîñòðàíñòâå
(X∗

N , αp) . Òàêèì îáðàçîì, â ÷àñòíîì ñëó÷àå òåîðåìà 2 âåðíà.�àññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü p ∈ [1,∞] è
Ξ =

{

σ ∈ S(N) : ρN,p((x1, . . . , xN ), (yσ(1), . . . , yσ(N))) = αp(S, S1)
}

.Èíäóêöèåé ïî N äîêàæåì ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå (C) .
(C) Íàéäåòñÿ òàêîå σ ∈ Ξ , ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ i , j ∈ {1, . . . , N} , äëÿêàæäîãî λ ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî zi(λ) 6= zj(λ), ãäå òî÷êà zk(λ) ∈

∈ [xk, yσ(k)] ïðè k ∈ {i, j} òàêàÿ, ÷òî
|xkzk(λ)| = λ|xkyσ(k)|,à ñåãìåíò [xk, yσ(k)] ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì â ñèëó óñëîâèÿ (A1) .Ïóñòü N = 2 . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ êàæäîãî σ ∈ Ξ íàéäåòñÿòàêîå λ ∈ (0, 1) , ÷òî z1(λ) = z2(λ) . Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå òî÷åê z1(λ) , z2(λ) èíåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì:

ρ2,p((x1, x2), (yσ(2), yσ(1))) ≤ ρ2,p((x1, x2), (yσ(1), yσ(2))).Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òî â ñèëó îïðåäåëåíèé ìíîæåñòâà Ξ è ìåòðèêè αpïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, òî â ñèëó óñëîâèé (A1) , (A2)òî÷êè x1 , x2 , yσ(1) , yσ(2) ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñåãìåíòó è Ξ = S(2) . Òîãäà â ñèëóîïðåäåëåíèé òî÷åê z1(λ) , z2(λ) è ìåòðèêè αp ñíîâà ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.Äîïóñòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå (C) âåðíî äëÿ âñåõ N ≤ n − 1 , è äîêàæåì åãîäëÿ N = n . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ êàæäîãî σ ∈ Ξ íàéäóòñÿ òàêèåðàçëè÷íûå i , j ∈ {1, . . . , N} è òàêîå λ ∈ (0, 1) , ÷òî zi(λ) = zj(λ) . Â ýòîì ñëó÷àåïàðó ñåãìåíòîâ {[xi, yσ(i)], [xj , yσ(j)]} íàçîâåì îòìå÷åííîé.Ïóñòü σ ∈ Ξ è p ∈ [1,∞) . Â ñåìåéñòâå ñåãìåíòîâ
D = ([xk, yσ(k)])k∈{1,...,N}



146 Å.Í. ÑÎÑÎÂçàìåíèì îòìå÷åííóþ ïàðó {[xi, yσ(i)], [xj , yσ(j)]} íà ïàðó {[xi, yσ(j)], [xj , yσ(i)]} . Ýòîïðèâîäèò ê íîâîé ïîäñòàíîâêå π , ïîëó÷åííîé ïåðåñòàíîâêîé σ(i) è σ(j) â ïîäñòà-íîâêå σ , â ÷àñòíîñòè, π(i) = σ(j) , π(j) = σ(i) . Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óñòàíîâëåííîåíåðàâåíñòâî ïðè N = 2 , ïîëó÷èì
ρN,p((x1, . . . , xN ), (yπ(1), . . . , yπ(N))) ≤ ρN,p((x1, . . . , xN ), (yσ(1), . . . , yσ(N))).Åñëè ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ξ è ìåò-ðèêè αp ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, òî â ñèëó óñëîâèé

(A1) , (A2) òî÷êè xi , yπ(i) , xj , yπ(j) ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñåãìåíòó. Êðîìå òî-ãî, π ∈ Ξ è ïàðà {[xi, yπ(i)], [xj , yπ(j)]} � íåîòìå÷åííàÿ. Ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèåèíäóêöèè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè óäàëèòü èç ñåìåéñòâà ñåãìåíòîâ
∆1 = ([xk, yπ(k)])k∈{1,...,N}ñåãìåíòû [xi, yπ(i)] , [xj , yπ(j)] , òî â îñòàâøåìñÿ ñåìåéñòâå íå îñòàíåòñÿ îòìå÷åí-íûõ ïàð ñåãìåíòîâ. Åñëè â ñåìåéñòâå ∆1 íåò îòìå÷åííûõ ïàð ñåãìåíòîâ, òî â ñèëóîïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ξ è ìåòðèêè αp ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ïðåäïîëîæèìäëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ïàðà {[xi, yπ(i)], [xl, yπ(l)]} � îòìå÷åííàÿ. Çàìåíèâ åå â ñå-ìåéñòâå ∆ íà ïàðó {[xi, yπ(l)], [xl, yπ(i)]} , ïîëó÷èì íîâîå ñåìåéñòâî ñåãìåíòîâ ∆2 .Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ââîäÿ íîâóþ ïîäñòàíîâêó è ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàñ-ñóæäåíèÿ, ìû ëèáî ñðàçó ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ëèáî ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè xi ,

yπ(i) , xj , yπ(j) , xl , yπ(l) ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñåãìåíòó L . Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííûé÷àñòíûé ñëó÷àé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ñåãìåíòå L íåò îòìå÷åííûõ ïàð ñåãìåíòîâ.À ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåò îòìå÷åííûõ ïàð ñåãìåíòîâè ñðåäè ñåãìåíòîâ ñåìåéñòâà ∆1 , ðàñïîëîæåííûõ âíå ñåãìåíòà L . Ïðîäîëæàÿ òà-êóþ ïðîöåäóðó çàìåíû îòìå÷åííûõ ïàð ñåãìåíòîâ, ìû ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó äëÿ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîì ñåãìåíòå,òåîðåìà 2 äîêàçàíà è ãðóïïà ïîäñòàíîâîê � êîíå÷íàÿ.Ïóñòü σ ∈ Ξ è p = ∞ . Â ñåìåéñòâå ñåãìåíòîâ D âûáåðåì ñåãìåíò [xi, yσ(i)]äëèíû αp(S, S1) . Ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëèóäàëèòü ýòîò ñåãìåíò èç ñåìåéñòâà D , òî â îñòàâøåìñÿ ñåìåéñòâå íå îñòàíåòñÿîòìå÷åííûõ ïàð ñåãìåíòîâ. Ïóñòü ïàðà {[xi, yσ(i)], [xj , yσ(j)]} � îòìå÷åííàÿ. Åñëèâ D òàêîãî ñåãìåíòà [xj , yσ(j)] íå ñóùåñòâóåò, òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà
Ξ è ìåòðèêè αp ñðàçó ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çàìåíèâ â ñåìåéñòâå D îòìå÷åí-íóþ ïàðó {[xi, yσ(i)], [xj , yσ(j)]} íà ïàðó {[xi, yσ(j)], [xj , yσ(i)]} , ïîëó÷èì ñåìåéñòâîñåãìåíòîâ D(1) . Ýòî ïðèâîäèò ê íîâîé ïîäñòàíîâêå π , ïîëó÷åííîé ïåðåñòàíîâêîé
σ(i) è σ(j) â ïîäñòàíîâêå σ . Äëèíû ñåãìåíòîâ [xi, yσ(j)] , [xj , yσ(i)] ñòðîãî ìåíüøå,÷åì αp(S, S1) . Â ñåìåéñòâå D(1) âûáåðåì íîâûé ñåãìåíò äëèíû αp(S, S1) è ïîâòî-ðèì ðàññóæäåíèÿ. ×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêóãðóïïà ïîäñòàíîâîê � êîíå÷íàÿ è íà êàæäîì øàãå ñåãìåíòû èç îòìå÷åííûõ ïàð çà-ìåíÿþòñÿ íà ñåãìåíòû ìåíüøåé äëèíû, ÷åì αp(S, S1) . Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå
(C) äîêàçàíî.Ïóñòü σ ∈ Ξ òàêîå, êàê îïèñàíî â (C) . Äëÿ êàæäîãî λ ∈ [0, 1] ïîëîæèì

S(λ) = [(z1(λ), . . . , zN(λ))].Òàê æå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ (iv) òåîðåìû 1, ïîëó÷àåì, ÷òî S(λ)ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà λ íà îòðåçêå [0, 1] åñòü ïàðàìåòðèçàöèÿ íåêîòîðîãî ñåã-ìåíòà ñ êîíöàìè S , S1 â ïðîñòðàíñòâå (X∗
N , αp) .Äîêàæåì òåïåðü ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü S , W , T , D âûáðàíûâ ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè òåîðåìû. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà αp(S, T ) < ε , íåðàâåí-ñòâà òðåóãîëüíèêà è îïðåäåëåíèÿ ε ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ f(T ) íàéäåòñÿ



Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎ ÂÑÅÕ N -ÑÅÒÅÉ �ÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÎ�Î Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ 147åäèíñòâåííûé ýëåìåíò x(t) ∈ f(S) òàêîé, ÷òî |tx(t)| < ε , à òàêæå äëÿ êàæäîãî x ∈
∈ f(S) íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò u ∈ f(T ) , ÷òî |ux| < ε . Ó÷òåì òàêæå, ÷òî S ∈ X∗

N .Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ f(S) â øàðå B(x, ε) ñîäåðæèòñÿ òî÷íî îäèíýëåìåíò t(x) ∈ f(T ) . Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ W , D . Ñîîò-âåòñòâóþùèå ýëåìåíòû îáîçíà÷èì ÷åðåç w(x) ∈ f(W ) , d(x) ∈ f(D) . Òîãäà äëÿêàæäîãî x ∈ f(S) èìååì:
2|ω(w(x), d(x))ω(t(x), d(x))| ≤ |w(x)t(x)|.Òåïåðü íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

2αp(ω(W, D), ω(T, D)) ≤ αp(W, T ).Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.
(i) Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà α ≤ αp,R äîñòàòî÷íîäîêàçàòü íåðàâåíñòâî α∗ ≤ αp,R äëÿ ïñåâäîìåòðèê íà ìíîæåñòâå XN . Âûáåðåìïðîèçâîëüíîå ε > 0 . Ïóñòü S , Ŝ ∈ XN . Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïñåâäîìåòðèêè αp,Ríàéäóòñÿ òàêèå

S1, . . . , Sk, S̃1, . . . , S̃k ∈ XN ,÷òî S1 = S , S̃k = Ŝ , S̃iRSi+1 ïðè âñåõ i = 1, . . . , k − 1 è
αp(S1, S̃1) + . . . + αp(Sk, S̃k) ≤ αp,R(S, Ŝ) + ε.Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è óòâåðæäåíèå (i) òåîðåìû 1, ïîëó÷èì:

α∗(S, Ŝ) ≤

≤ α∗(S1, S̃1) + α∗(S̃1, S2) + α∗(S2, S̃2) + · · · + α∗(S̃k−1, Sk) + α∗(Sk, S̃k) =

= α∗(S1, S̃1) + α∗(S2, S̃2) + · · · + α∗(Sk, S̃k) ≤

≤ αp(S1, S̃1) + · · · + αp(Sk, S̃k) ≤ αp,R(S, Ŝ) + ε.Èñïîëüçóÿ ïðîèçâîë â âûáîðå ε > 0 , ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Îñòàâøèå-ñÿ ðàâåíñòâà ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàâåíñòâ óòâåðæäåíèÿ (i) ñëåäñòâèÿ 2,åñëè ó÷åñòü äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî è ñëåäóþùåå ïðîñòîå íåðàâåíñòâî äëÿ ïñåâäî-ìåòðèêè è ìåòðèêè íà XN : αp,R ≤ αp äëÿ p ∈ [1,∞] .
(ii) Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè î÷åâèäíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî-ñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé øàð B[[S]R, r] â ïðîñòðàí-ñòâå (ΣN (X), αp,R) êîìïàêòåí. �àññìîòðèì ïîëíûé ïðîîáðàç M = π−1(B[[S]R, r])ýòîãî øàðà îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè

π : XN → ΣN (X), π(S) = [S]R.Èç íåïðåðûâíîñòè êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî M çàìêíóòî.Êðîìå òîãî, M ⊂ B[S, r1] ⊂ (XN , αp) , ãäå S ∈ [S]R , r1 = (N)1/p(r + D(f(S))) ,
D(f(S)) � äèàìåòð ìíîæåñòâà f(S) ⊂ (X, ρ) . Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ îïðåäå-ëåíèÿ ìåòðèê α , αp , ñþðúåêöèè f , äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå (i) è íåðàâåíñòâîòðåóãîëüíèêà, äëÿ êàæäîãî Ŝ ∈ M ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

αp(S, Ŝ) ≤ (N)1/pα∞(S, Ŝ) ≤ (N)1/p(α(f(S), f(Ŝ)) + D(f(S))) ≤

(N)1/p(αp,R(f(S)), f(Ŝ)) + D(f(S))) ≤ r1.



148 Å.Í. ÑÎÑÎÂÑëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî M îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî â ïðîñòðàíñòâå (XN , αp) .Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (ii) òåîðåìû 1, M êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå (XN , αp) . Òîãäàåãî îáðàç îòíîñèòåëüíî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ π(M) = B[[S]R, r] ÿâëÿåòñÿêîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (ΣN (X), αp,R) .
(iii) Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâà (ΣN (X), αp,R) î÷åâèäíî.Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïðîèçâîëüíî âûáðàíû

S = [(x1, . . . , xN )], Ŝ = [(y1, . . . , yN )]â ïñåâäîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (XN , αp,R) . Äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî ε > 0íàéäóòñÿ òàêèå
S1, . . . , Sk, S̃1, . . . , S̃k ∈ XN ,÷òî S1 = S , S̃k = Ŝ , S̃iRSi+1 ïðè âñåõ i = 1, . . . , k − 1 è

C = αp(S1, S̃1) + · · · + αp(Sk, S̃k) < αp,R(S, Ŝ) + ε.Íàéäåì òàêîå j ∈ {1, . . . , k − 1} , ÷òî
αp(S1, S̃1) + · · · + αp(Sj , S̃j) ≤ C/2è

αp(S1, S̃1) + · · · + αp(Sj+1, S̃j+1) > C/2.Ïóñòü
ε1 = αp,R(S, Ŝ) + ε − C > 0.Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå (iii) òåîðåìû 1 è ëåììó 1 [10℄, âûáåðåì òàêîå
S∗ = [(z1, . . . , zN)] ∈ XN ,÷òî

2 max{αp(Sj+1, S
∗), αp(S

∗, S̃j+1)} < αp(Sj+1, S̃j+1) + ε1.Òîãäà
αp(S1, S̃1) + . . . + αp(Sj , S̃j) + αp(Sj+1, S

∗) + αp(S
∗, S̃j+1)+

+ αp(Sj+2, S̃j+2) + . . . + αp(Sk, S̃k) < C + ε1 = αp,R(S, Ŝ) + ε.Òåïåðü íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
2 max{αp,R(S, S∗), αp,R(S∗, Ŝ)} < αp,R(S, Ŝ) + ε.Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 1 [10℄ (ΣN (X), αp,R) � ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåéìåòðèêîé.Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 [10℄ íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî Σ∗

N (X) � âñþäó ïëîòíîå ïîä-ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà (ΣN (X), αp,R) ïðè cardX > 1 . Èç ýòèõ äâóõ äîêàçàííûõóòâåðæäåíèé è ëåììû 1 [10℄ ñëåäóåò òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðî-ñòðàíñòâà (ΣN (X), αp,R) .
(iv) Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè î÷åâèäíî, à íåîáõîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëåä-ñòâèåì äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ (iii) è èçâåñòíîé òåîðåìû Õîï�à ��èíîâà è Êîí �Ôîññåíà (ñì. [8, ñ. 60℄). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 3 äîêàçàíà. �SummaryE.N. Sosov. Metri Spae of All N -nets of a Geodesi Spae.In this paper we endow the sets of all N -nets and of all N -nets with repetitions of ageodesi spae with metris. We �nd the onditions under whih these spaes are spaes withintrinsi metris, proper and geodesi spaes.Key words: N -net, segment, geodesi spae, intrinsi metri, Hausdor� metri, properspae.
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