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Аннотация

Работа посвящена построению вычислительного алгоритма исследования конечных
деформаций трехмерных тел с учетом контактного взаимодействия. Алгоритм основан
на так называемом подходе «мастер – слуга» (“master–slave”), рассматривается проекция
slave-точки на master-поверхность, которая задана параметрически. Построены все необ-
ходимые кинематические соотношения. Для поиска зоны контакта применен алгоритм
проекции ближайшей точки. Рассмотрен случай контактного взаимодействия без учета
трения между контактируемыми поверхностями. Для выполнения условий контакта при-
меняется метод штрафных функций. На основе уравнения принципа виртуальных мощ-
ностей в актуальной конфигурации дана вариационная постановка решения задачи с уче-
том контактного взаимодействия, построен функционал контактного взаимодействия от
неизвестной скорости проникновения одного тела в другое. Определяющие соотношения
записаны с помощью упругого потенциала деформации. Для решения полученной нели-
нейной задачи применен метод пошагового нагружения. Разрешающее уравнение постро-
ено на основе линеаризации уравнения принципа виртуальных мощностей в актуальной
конфигурации, получены линеаризированные соотношения, разработан алгоритм реше-
ния нелинейной задачи. Приведена конечноэлементная реализация предложенного алго-
ритма. Пространственная дискретизация построена на основе восьмиузлового конечного
элемента и пятиузлового контактного элемента, реализующего решения вариационной
контактной задачи. Приведены результаты решения модельных задач.

Ключевые слова: конечная деформация, контактное взаимодействие, метод
штрафа, алгоритм проекции ближайшей точки

Введение

При решении практически значимых задач возникает необходимость учета раз-
личных аспектов деформирования, одним из которых является контактное взаимо-
действие. Построению алгоритмов решения деформирования твердых тел с учетом
контактного взаимодействия посвящено большое количество публикаций, среди ко-
торых отметим работы [1–7].

Особенностью контактных задач является то, что взаимодействие упругих тел
сопровождается, как правило, появлением между телами зон контакта, через кото-
рые передаются усилия с одного тела на другое. Граничные условия в зоне контакта
становятся специфическими, так как точки контакта в этой области могут пере-
мещаться либо совместно, либо проскальзывать друг относительно друга. Все это
усложняет граничные условия для каждого из контактирующих тел, так как неиз-
вестными становятся как напряжения, так и перемещения точек в зоне контакта.

В последние десятилетия в механике контактного взаимодействия получила
активное развитие вычислительная механика, которая использует конечномерные
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Рис. 1. Проекция slave-точки на master-поверхность

модели сплошных сред, численные методы и компьютерное моделирование и поз-
воляет анализировать широкий спектр контактных задач, в том числе и нелиней-
ных [8–13]. В частности, были развиты алгоритмы численного решения контактных
задач на основе метода конечных элементов [14–16].

В настоящей статье приводится пример построения численног о алгоритма
исследования деформирования упругих тел с учетом конечных деформаций и
контактного взаимодействия. Контактное взаимодействие моделируется на осно-
ве подхода “master–slave”, контактирующая поверхность одного из тела назнача-
ется master-поверхностью (задается параметрически), а на контактирующей по-
верхности другого тела выбираются slave-точки, которые в конечноэлементной
реализации являются узлами сетки [18–21]. Для выполнения условий контакта
при конечноэлементной реализации применяется метод штрафа [10]. В качестве
алгоритма поиска зоны контакта используется проекционный алгоритм, получив-
ший название «алгоритм проекции ближайшей точки» (the closest point projection
algorithm) [17]. Ввиду нелинейности задачи, сформулированной в вариационной
постановке с применением указанных подходов, ее решение проводится с помощью
пошагового метода.

1. Кинематика контактного взаимодействия

Вариационная постановка контактной задачи основана на удовлетворении усло-
вию взаимного непроникновения тел. Для построения модели контактного взаимо-
действия используется master–slave алгоритм [17, 18]. Определим функцию про-
никновения следующим образом:

p = (rs − rm) · n =
(
rs − rm(ξ1, ξ2)

) · n(ξ1, ξ2), (1)

где rs – радиус-вектор произвольной slave-точки, rm(ξ1, ξ2) – радиус-вектор
master-поверхности, заданной параметрически, ξ1, ξ2 – конвективные координа-
ты, n(ξ1, ξ2) – нормаль к master-поверхности (см. рис. 1). Определенная таким
образом функция p позволяет судить о наличии контакта тел: если p > 0 , то
проникновения нет, то есть тела не контактируют; если p < 0 , то одно тело про-
никает в другое; если p = 0 , то выполняется условие непроникновения одного тела
в другое.

Роль slave-точки будет играть узел конечноэлементной сетки, а проекцию точки
на master-поверхность определим с помощью алгоритма проекции ближайшей
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точки, который сводится к решению следующей экстремальной задачи:

F (ξ1, ξ2) =
∥∥rs − rm(ξ1, ξ2)

∥∥ = (rs − rm) · (rs − rm) → min .

Предполагая, что функция F дважды непрерывно дифференцируема, для на-
хождения минимума функции F применим итерационный метод Ньютона, состо-
ящий в решении следующей задачи:

ξ(n+1) = ξ(n) −
(
F ′′(ξ(n))

)−1

F ′(ξ(n)), (2)

где ξ = (ξ1, ξ2) – координаты проекции slave-точки на master-поверхность, ξ(0) –
заданное начальное приближение, n – номер итерации. Путем решения (2) опреде-
ляется точка проникновения на master-поверхности ξ = (ξ1, ξ2) , а из (1) – величина
проникновения p .

Из соотношения (1) определим радиус-вектор slave-точки

rs = rm + pn = rm(ξ1, ξ2) + pn(ξ1, ξ2). (3)

Дифференцируя соотношение (3) по времени, получим

drs

dt
=

∂rm

∂t
+

∂rm

∂ξi
ξ̇i + ṗn + p

dn
dt

. (4)

Обозначим vs = rs/dt , vm = ∂rm/∂t , ri = ∂rm/∂ξi , тогда из (4) следует кинема-
тическое соотношение в скоростях

ṗ = (vs − vm) · n. (5)

2. Вариационная модель контакта

Запишем вариацию мощности, возникающую при контактном взаимодействии
двух тел на возможных скоростях

δWc =
∫

Sc

Ts · (δvs − δvm) dS,

где Sc – часть master-поверхности, на которой возникает контактное взаимодей-
ствие, Ts представим в виде суммы нормальной и касательной составляющих,

Ts = Nn + Tiri, i = 1, 2.

Рассмотрим задачу при отсутствии трения, то есть компоненты Ti = 0 , тогда

δWc = δWc
N =

∫

Sc

N (δvs − δvm) ·n dS =
∫

Sc

Nδṗ dS,

где вариация δṗ определяется из (5) по формуле

δṗ = (δvs − δvm) · n. (6)

Для численного решения контактной задачи используется метод штрафа [10].
Представим нормальное усилие в виде

N = εNH (−p) p,
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где εN – параметр штрафа, который определяет жесткость взаимодействия, уве-
личение εN приводит в пределе к удовлетворению условий по непроникновению
тел друг в друга; H (p) – функция Хевисайда:

H (p) =

{
0, p < 0,

1, p ≥ 0.

Тогда контактный функционал δWc примет вид

δWc =
∫

Sc

εNH (−p) pδṗ dS. (7)

3. Вариационное уравнение деформирования твердого тела

Приведем алгоритм решения задачи упругого деформирования твердого тела
с учетом больших деформаций [14–16]. В качестве основного уравнения используем
уравнение принципа виртуальных мощностей в актуальной конфигурации

δW =
∫

Ω

σ · ·δd dΩ−
∫

Sσ

tn · δv ds−
∫

Ω

f · δv dΩ = 0, (8)

где d = 0.5
(
h + hT

)
– тензор деформации скорости, h = Ḟ · F−1 – тензор про-

странственного градиента скорости, Ω – текущий объем; Sσ – часть поверхности,
на которой заданы усилия; tn , f – векторы поверхностных и объемных сил соот-
ветственно, δv – вариация вектора скорости перемещения, σ – тензор напряжений
Коши [14–16]:

σ =
2
J

B · ∂ψ

∂B
, (9)

где J – относительное изменение объема, B = F ·FT – левый тензор Коши–Грина,
F – градиент деформаций, ψ – функция удельной потенциальной энергии [14–16].

Для изотропного материала функция удельной потенциальной энергии есть

ψ = ψ (I1B, I2B, I3B) ,

где I1B = tr (B) = B · ·I , I2B = tr (B ·B) = B · ·B , I3B = det(B) – главные
инварианты тензора B .

Добавив в левую часть вариационного уравнения (8) вариацию контактного
функционала (7), получим полное вариационное уравнение мощности на возмож-
ных скоростях перемещений с учетом контактного взаимодействия

δW + δWc = 0. (10)

4. Алгоритм решения

Уравнение (10) является нелинейным, и для его решения используем метод
пошагового нагружения [14–16]. Запишем уравнение (10) на (k + 1) -м временном
слое

δk+1W + δk+1Wc = 0

или
δkW + δkWc +

(
δkẆ + δkẆc

)
dt = 0, (11)
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где функционал (10) записан на k -м шаге нагружения:

δkW =
∫

Ω

kσ · ·δkd dΩ−
∫

Sσ

ktn · δv ds−
∫

Ω

kf · δv dΩ,

δkWc =
∫

Sc

εNH
(−kp

)
kpδkṗ dS.

Линеаризация функционала (8) есть

δkẆ =
∫

kΩ

(
kσ̇ · ·δkd + kσ · ·δkḋ +

kJ̇
kJ

kσ · ·δkd

)
dΩ−

−
∫

kSσ

(
ktn · kh +

kJ̇
kJ

ktn + kṫn

)
· δv ds +

∫

Ω

(
kJ̇
kJ

kf + k ḟ

)
· δv dΩ, (12)

где
J̇

J
= I1d = tr (d) = I · ·d, δḋ =

1
2

(
δḞ · Ḟ−1 + Ḟ−T · δḞT

)
.

Cкорость изменения напряжений Коши вычисляется по формуле

kσ̇ = 2
{

1
kJ

kḂ · ∂ψ

∂kB
+

1
kJ

(
kB · ∂2ψ

∂kB2

)
· ·kḂ− 1

kJ
kB · ∂ψ

∂kB
I1kd

}
=

= Λ · ·d + h · σ + σ · hT − σI1d,

где

Λ =
4
J

B · ∂2ψ

∂B∂B
·B.

Линеаризация контактого функционала (7) будут иметь вид

δkẆc =
∫

Sc

εNH
(−kp

) (
kṗδkṗ + pδkp̈

)
dS.

Линеаризация вариации скорости проникновения получена путем дифференци-
рования обеих частей (5) по времени:

δkp̈ = − (
δvm

i · kn
)

kaij(kvs − kvm) · krj−
− (δvs − δvm) · krj

kaij
(
kvm

i · kn
)

+ (δvs − δvm)khij
(
kri

)
(kvs − kvm) · krj ,

где

krj =
∂krm

∂ξj
, kaij = kri · krj ,

khij = khgl
kaigkajl =

∂2krm

∂ξg∂ξl
· nkaigkajl.

δkẆc =
∫

Sc

εNH
(−kp

)
(δvs − δvm) · (kn⊗ kn

) · (kvs − kvm
)

dS−

−
∫

Sc

εNH
(−kp

)
kpδvm

i · kaij
(
kn⊗ krj

) · (kvs − kvm
)

dS−

−
∫

Sc

εNH
(−kp

)
kp (δvs − δvm) · kaij

(
kri ⊗ kn

) · kvm
j dS−

−
∫

Sc

εNH
(−kp

)
kp (δvs − δvm) · khij

(
kri ⊗ krj

) · (kvs − kvm
)

dS. (13)
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Решая систему линейных уравнений (11), получим вектор скорости перемеще-
ний, который определяет конфигурацию тела на следующем шаге нагружений

k+1r = kr + kvdt.

Напряженное состояние находится с помощью соотношения (9).

5. Конечноэлементная реализация

Для решения системы уравнений (11) используется метод конечных элементов.
Рассматриваемые твердые тела дискретизируются с помощью 8-узлового конеч-
ного элемента. Введём следующее аппроксимирующее представление геометрии и
скорости:

kyi(ξj) =
8∑

s=1

kyi
sNs

(
ξj

)
, kvi(ξj) =

8∑
s=1

kvi
sNs

(
ξj

)
,

где kyi
s – координаты узлов (k – номер шага нагружения, s – номер узла в эле-

менте), ξi
s = ±1 – координаты соответствующих узлов в локальной системе коорди-

нат, kvi
s – скорости узлов, а Ns

(
ξj

)
=

(
1 + ξ1

sξ1
) (

1 + ξ2
sξ2

) (
1 + ξ3

sξ3
)
/8 – функция

формы, −1 ≤ ξ1, ξ2, ξ3 ≤ 1 . С помощью введенных аппроксимаций из (8) и (12)
получаются конечноэлементные соотношения.

Для моделирования контактного взаимодействия строится 5-узловой конечный
элемент на базе соотношений (7) и (13). Master-поверхность задается параметриче-

ски rm =
4∑

i=1

Nirmi , где Ni =
(
1 + ξ1

i ξ1
) (

1 + ξ2
i ξ2

)
/4 . Четыре узла выбираются на

master-поверхности, пятым узлом контактного конечного элемента является узел
конечного элемента slave-тела.

Введём аппроксимацию скорости перемещений в этих узлах: vm =
4∑

t=1

Ntvmt ,

vs = N5vs5 , где N5 = −1 , {v}T = {vxj , vyj , vzj}T
, j = 1, . . . , 5 – вектор скорости

перемещений на контактном элементе.
С помощью алгоритма проекции ближайшей точки устанавливается принад-

лежность s lave-узла элементу master-поверхности, критерием служит условие
|ξQ| ≤ 1 , что и определяет алгоритм поиска зоны контакта.

В результате конечноэлементной аппроксимации получим систему линейных
алгебраических уравнений на k -м шаге нагружения:

([
kK

]
+

[
kKc

]) {
∆kv

}
=

{
∆kP

}
+

{
∆kH

}
,

где матрица
[
kK

]
и вектор

{
∆kP

}
являются результатом аппроксимации (12),[

kKc

]
– (13),

{
∆kH

}
– (7), (8).

6. Численные примеры

Рассмотрим функцию потенциальной энергии упругой деформации, записан-
ного в виде

ψ =
λ̃ + 2µ̃

8
(I1B − 3)2 + µ̃ (I1B − 3)− µ̃

2
(I2B − 3) ,

где λ̃, µ̃ – параметры Ламе.
Тогда тензор напряжений Коши σ есть

σ =
2
J

B · ∂ψ

∂B
=

1
J

{[
λ̃

2
(I1B − 3)− µ̃

]
·B + µ̃B2

}
.
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Рис. 2. Задача Герца

Рис. 3. Распределение нормальных вертикальных напряжений в области контакта

В качестве тестовой задачи рассмотрена задача Герца о взаимодействии беско-
нечно длинного цилиндра с плоскостями (рис. 2).

Бесконечно длинный цилиндр сжимается абсолютно жесткими параллельными
плоскостями под действием сил f = 15 МН (рис. 2), силой трения между контакти-
рующими поверхностями пренебрегаем. Радиус цилиндра R = 100 мм, материал
– упругий с модулем упругости E = 2 · 105 H/мм2 и коэффициентом Пуассона
ν = 0 . Так как задача является симметричной, достаточно рассмотреть четверть
цилиндра с заданием соответствующих условий симметрии.

Была построена конечноэлементная сетка с высокой концентрацией элементов
в зоне контакта и более разреженная в областях, не подверженных непосредствен-
ному контакту.

На рис. 3 представлено распределение нормальных вертикальных напряжений
в области контакта. Из рисунка видно, что наибольшее контактное напряжение
равно 3095.284 H/мм2 в центральной точке, при этом длина зоны контакта состав-
ляет 2.9 мм. Сравним полученные результаты с аналитическим решением

p =
2f

πa2

√
a2 = 3090.194 H/мм2,

где a =
√

4fR (1− ν2)/πE = 3.09 мм – длина зоны контакта.
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Рис. 4. Деформированное состояние упругой плиты

Далее приводится решение контактной задачи о вдавливании прямоугольного
штампа с плоским основанием в упругую плиту, нижнее основание которого огра-
ничено абсолютно жесткой плоскостью. Материал плиты имеет следующие ме-
ханические параметры: модуль упругости E = 7 · 104 H/мм2 и коэффициентом
Пуассона ν = 0.345 . На рис. 4 представлено деформированное состояние с полем
вертикальных перемещений.

Заключение

В работе предложена методика численного исследования деформирования трех-
мерных тел при их контактном взаимодействии. Получено линеаризованное разре-
шающее уравнение, реализован алгоритм поиска зоны контакта, проведена числен-
ная реализация, основанная на методе конечных элементов. Решена задача задачи
Герца о взаимодействии бесконечного цилиндра с плоскостями, дано сравнение с
аналитическим решением, которое показало совпадение с приемлемой погрешно-
стью.
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Abstract

The paper is devoted to the development of a computational algorithm for investigation of
finite deformations of solids with contact interaction. The algorithm is based on the master-
slave approach. The projection of the slave point onto the master surface, which is given
parametrically, has been considered. All necessary kinematic relations have been constructed.
To identify the contact areas, the closest point projection algorithm has been applied. The fric-
tionless contact interaction between the contacting surfaces has been considered. The penalty
method has been used for regularization of the contact conditions. The principle of virtual
work in terms of the virtual velocity equation in the actual configuration has been used.
The variation formulation of the solution of the problem with the contact interaction has been
given. The functional of contact interaction from an unknown rate of penetration of one body
into another has been constructed. The elastic deformation potential function has been used
to obtain the constitutive relations. The incremental method has been applied to solve the
nonlinear problem. The resolving equation has been constructed as a result of the lineariza-
tion of the equation of the principle of virtual work in actual configuration. The linearized
relations have been obtained. The algorithm of solving the nonlinear problem has been de-
veloped. The finite element implementation of the algorithm has been presented. The spatial
discretization has been constructed on the basis of an eight-node finite element and a five-node
contact element implementing solutions of the variational contact problem. The results of
solving the model problems have been presented.

Keywords: finite deformations, contact interaction, penalty method, closest point pro-
jection algorithm
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Figure Captions

Fig. 1. The projection of a slave point on the master surface.

Fig. 2. Hertz’s problem.

Fig. 3. The normal vertical stresses in the near-contact zone.

Fig. 4. Deformed state of an elastic plate.
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