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ВВЕДЕНИЕ 

 

      Математика является значительной и важной частью общечеловеческой 

культуры. Накопление математических фактов на протяжении тысячелетий 

развития человечества привело к возникновению математики как науки около 

2,5 тысяч лет назад. Ученые, создававшие математику, рассматривали ее как 

составную часть философии, которая служила средством познания мира. 

Математика имеет богатейшие возможности воздействия на выработку 

научного мировоззрения и достижение необходимого общекультурного 

уровня. Изучение математики формирует логическое мышление, позволяет 

правильно устанавливать причинно-следственные связи. Стиль изложения 

математики, ее язык оказывают влияние на развитие речи.  

      Гуманитарный потенциал математики состоит в следующем. 

1. Математика выполняет важную роль в развитии интеллекта, 

формировании мышления и развитии личностных качеств человека. Как 

говорил Ломоносов, «математику надо учить потому, что она ум в порядок 

приводит». Любой юрист должен уметь рассуждать логически, 

обосновывать и доказывать свои суждения. Таким образом, занимаясь 

математикой, будущий юрист формирует свое профессиональное 

мышление.  

2. Математика изучает модели реальных процессов и явлений. Человек, 

знающий математический язык, способен глубже проникнуть в суть 

реальных процессов, делать из имеющегося материала достоверные 

выводы и прогнозы. Ценность специалиста, владеющего этими навыками, 

в современном мире существенно возрастает. 

3. Математика закладывает часть фундамента подготовки юриста. Знания 

некоторых математических понятий и формул обязательно пригодятся в 

других учебных дисциплинах: «Концепции современного естествознания», 

«Защите информации», «Логике», «Криминологии», «Правовой 

статистике» и т.д.    

4. Человек, формулирующий математическое утверждение, оперирует не 

обыденной, а предметной речью, строящейся по определенным законам 

(краткость, четкость, лаконичность, минимальность). Именно эти качества 

необходимы для формирования профессиональной речи юриста. 

 

Математика и юриспруденция 

 

      Одним из направлений использования математических методов  в 

юридической деятельности и государственном управлении является 

правотворчество. Все правовые нормы имеют форму логических суждений, в 

которых что-либо утверждается либо отрицается об объектах и отношениях 

действительности. Поэтому для их изучения может и должна применяться 

математическая логика. Это позволяет: 
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 устранить нечеткие формулировки и упростить громоздкие структуры 

правовых норм; 

 исследовать нормативно-правовой акт на непротиворечивость; 

 уточнить логический смысл и содержание правовых норм путем их 

толкования; 

 проводить логическую экспертизу нормативных правовых актов. 

      Идея применения математических методов для решения задач 

криминалистики и судебной экспертизы была высказана на рубеже XIX-XX 

вв. рядом выдающихся криминалистов (А. Бертильон, Н.Ф. Буринский, 

Бальтазар). Впервые в истории криминалистики в середине 50-х гг. XX в. 

были выполнены обширные работы по подсчету частоты встречаемости 

различных криминалистических признаков. Затем аппарат теории 

вероятностей и математической статистики был применен при разработке 

новых методов судебно-портретной экспертизы (З.И.Кирсанов), 

аналитического исследования свинца и бумаги (В.М.Колосова), 

дактилоскопической экспертизы (А.Я.Палиашвили). Среди всех видов 

судебных экспертиз наибольшее практическое значение математические 

методы имеют для почерковедческой и дактилоскопической экспертизы.  

 

1. АКСИОМАТИЧЕСКИЙ МЕТОД 

 

     История неевклидовой геометрии – самый замечательный пример развития 

«математической идеи». Для нас эта история интересна вдвойне, т.к. ее 

главный участник –  гениальный русский математик Николай Иванович 

Лобачевский. 

     А началась эта история примерно 2300 лет назад, когда греческий 

математик Евклид написал книгу под названием «Начала». В ней он 

систематизировал все имевшиеся к тому времени сведения по геометрии и из-

ложил их с таким непревзойденным педагогическим мастерством, что на 

протяжении тысячелетий «Начала» были лучшим учебником по геометрии. 

Каким же образом Евклид сумел изложить геометрию так просто и с таким 

изяществом, что покорил целые поколения, а по числу изданий и читаемости 

его книга сравнима только с Библией? 

      Евклид предложил метод, который теперь называется аксиоматическим и 

широко применяется в математике и других науках. Суть его состоит в том, 

что при изложении некоторой теории в самом начале формулируется ряд 

утверждений, называемых аксиомами, истинность которых считается 

несомненной. (Про такие утверждения еще говорят, что они «принимаются 

без доказательства»). Аксиомы должны быть достаточно простыми и 

соответствовать нашему опыту. А дальнейшее развитие теории состоит в 

доказательстве теорем, вытекающих только из заданных аксиом. Система 

аксиом Евклида на протяжении более 2000 лет совершенствовалась многими 
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авторами. В настоящее время существует много различных редакций системы 

аксиом евклидовой геометрии. Вот одна из них. 

Аксиомы евклидовой геометрии на плоскости 

Первая группа: аксиомы связи 
1. Через две различные точки проходит одна и только одна прямая. 

2. На каждой прямой имеются по крайней мере две различные точки. 

3. Существуют три точки, не лежащие на одной прямой. 

Вторая группа: аксиомы порядка 
1. Если точка В лежит между точками А и С, то В лежит между С и А. 

2. Из трех различных точек на прямой одна и только одна лежит между двумя 

другими. 

3. Всякая прямая разбивает плоскость на две части таким образом, что для 

любого отрезка на плоскости выполняется следующее: если концы отрезка 

принадлежат одной и той же части, то прямая не пересекает этот отрезок; 

если же концы отрезка принадлежат разным частям, то прямая его пересекает. 

Третья группа: аксиомы движения 
1. Каждое движение сохраняет принадлежность точки прямой. 

2. Каждое движение сохраняет порядок точек на прямой. 

3. Композиция двух движений также является движением. 

4. Для каждого движения существует обратное движение. 

5. Если некоторое движение оставляет на месте луч и его начало, то оно 

оставляет на месте каждую точку этого луча. 

6. Какую бы пару точек мы ни взяли, существует движение, которое 

переставляет их местами. 

7. Какую бы пару лучей с общим началом мы ни взяли, существует движение, 

которое переставляет их местами. 

Четвертая группа: аксиома непрерывности (Дедекинда) 
Пусть все точки прямой разбиты на два непустых класса так, что каждая 

точка первого класса предшествует каждой точке второго класса. Тогда либо 

в первом классе существует точка, следующая за всеми остальными точками 

первого класса, либо во втором классе существует точка, предшествующая 

всем точкам второго класса. 

Пятая группа: аксиома параллельности (пятый постулат Евклида) 
На плоскости через точку М, не лежащую на прямой а, можно провести одну 

и только одну прямую, параллельную прямой а. 

      Аксиома параллельности – самое знаменитое математическое 

предложение в истории. Ее обсуждение на протяжении 2000 лет завершилось 

гениальным открытием Лобачевского и привело к открытию неевклидовых 

геометрий, возникновению новых областей в математике и новым взглядам 

на пространство и время. 

      Почему же так получилось? Дело в том, что, начиная со времен Евклида, 

многие математики не воспринимали аксиому параллельности именно как 
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аксиому, а стремились ее доказать, потому что она казалась сложнее 

остальных аксиом. Позже появился другой мотив. Утверждение, 

содержащееся в пятом постулате, стало казаться настолько соответствующим 

действительности и человеческому опыту, что никто из математиков до 

Лобачевского (кроме великого Гаусса) не сомневался в существовании 

доказательства. 

      За 2000 лет было предложено очень много «доказательств», но все они 

имели один и тот же порок: каждый автор, сам того не замечая, обязательно 

использовал в своих рассуждениях ту самую аксиому параллельности, 

которую стремился доказать! В математике это называется порочным кругом. 

Ясно, что подобные рассуждения доказательством не являются. 

      Николай Лобачевский, как и многие его предшественники и 

современники, тоже увлекся доказательством пятого постулата. После 

нескольких неудачных попыток он решил применить доказательство «от про-

тивного». Для этого Лобачевский заменил аксиому параллельности Евклида 

на противоположную: на плоскости через точку М, не лежащую на прямой а, 

проходит более одной прямой, параллельной данной прямой а, оставив 

остальные аксиомы Евклида без изменения. Затем он стал доказывать с 

помощью новой системы аксиом различные теоремы в надежде получить 

противоречие. Если бы на некотором этапе рассуждений таковое оказалось, 

то это означало бы, что аксиома параллельности Лобачевского неверна, а 

следовательно, верна только аксиома Евклида. Но, доказав несколько 

десятков теорем, Лобачевский никакого противоречия не получил. И тогда он 

понял, что с математической точки зрения его система аксиом имеет такое же 

право на существование, как и система аксиом Евклида. Так родилась 

неевклидова геометрия. Датой ее рождения считается 1826 год, когда 

Лобачевский доложил результаты своих исследований на заседании 

математического факультета Казанского университета. 

     Изменение всего лишь одной аксиомы привело к удивительным фактам. В 

новой, неевклидовой геометрии сумма углов любого треугольника оказалась 

меньше 180°, причем эта сумма зависела от площади S треугольника: 
2/ kS  . 

Здесь k – некоторая постоянная, определяемая выбором масштаба. Из этой 

формулы видно, что площадь любого треугольника не может быть более  k
2
. 

     Далее, оказалось, что в геометрии Лобачевского нет подобных фигур! 

Например, получалась такая теорема: если у двух треугольников углы равны, 

то эти треугольники равны. Этот удивительный факт объясняется тем, что 

теория подобия основана на понятии параллельности. Отменяя аксиому 

параллельности Евклида, мы отменяем и подобие. Кроме параллельных и 

пересекающихся прямых, на плоскости Лобачевского существуют 

расходящиеся или сверхпараллельные прямые; помимо обычных 

окружностей, есть окружности, центр которых находится в бесконечности, и 

т.д. 
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     Лобачевский понимал, что, открыв новую геометрию, он должен найти 

ответы на некоторые вопросы. Важнейший из них такой: как новая геометрия 

соотносится с реальным миром? Лобачевский был убежден, что его геометрия 

– не абстрактная математическая теория, не только плод его ума, а что она 

отражает свойства реального пространства. Он считал, что во Вселенной 

действует именно его геометрия, но люди этого не замечают, т.к. различие 

между евклидовой и новой геометрией проявляется только при измерении 

очень больших расстояний. Если же измерять небольшие фигуры, то 

результаты, полученные с помощью формул старой и новой геометрии, 

отличаются настолько мало, что это различие заметить практически 

невозможно. Точнее: чем меньше измеряемые фигуры, тем геометрия 

Лобачевского ближе к геометрии Евклида. 

     Чтобы проверить эту гипотезу, Лобачевский решил найти сумму углов 

треугольника, две вершины которого находятся в противоположных концах 

земной орбиты, а третья –  на звезде Сириус. Если бы сумма углов оказалась 

меньше 180°, то гипотеза Лобачевского получила бы подтверждение. Проведя 

предварительные вычисления, Лобачевский установил, что если сумма углов 

в этом треугольнике и окажется меньше чем 180°, то не более чем на 4 милли-

онных секунды! (Секунда – 1/3600 часть градуса.) Поэтому практические 

измерения выполнить невозможно, т.к. ни один из астрономических приборов 

не обладал (и до сих пор не обладает) требуемой точностью. 

     Другая важная проблема заключалась в необходимости выяснить, не 

содержит ли система аксиом новой геометрии каких-либо внутренних 

противоречий? Ведь никто не может доказать все теоремы, поэтому нужно 

как-то гарантировать, что пользуясь аксиомами, мы никогда не получим 

взаимоисключающих результатов. Лобачевский много работал над этой 

проблемой, но она оказалась настолько глубокой и сложной, что завершить ее 

удалось только через несколько десятилетий усилиями многих замечательных 

математиков. 

     Новая геометрия не получила признания при жизни ее творца. Она 

получила известность только после 1868 г., когда появилась ее первая модель. 

Модель некоторой геометрии представляет собой совокупность ма-

тематических объектов, называемых «точками» и «прямыми», для которых 

выполняются аксиомы этой геометрии. 

     Модель евклидовой геометрии построить очень просто, для этого 

достаточно вспомнить, что такое декартовы координаты на плоскости. 

Назовем «точкой» всякую упорядоченную пару чисел (х,у), а «прямой» –

множество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению вида Ax + 

By + С = 0. Можно проверить, что для таких «прямых» и «точек» 

выполняются все перечисленные выше аксиомы евклидовой геометрии. 

     Модель Клейна плоскости Лобачевского строится внутри некоторого 

круга. Смысл ее в следующем. Рассмотрим фиксированную окружность. 

Назовем плоскостью внутреннюю часть окружности и каждую ее точку –  
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точкой плоскости. Границу круга будем считать бесконечностью (точки ее 

бесконечно удаленными точками). Прямыми назовем хорды круга. Тогда 

через точку С, не принадлежащую прямой а проходят по крайней мере две 

прямые  МN и  PQ,  не пересекающие прямую а. Более того все прямые, 

проходящие через точку С и лежащие внутри сектора АСК, не будут 

пересекать прямую а.  

 
 

Можно показать, что на этой модели выполняются все аксиомы геометрии 

Лобачевского, т.е. все, кроме последней, аксиомы евклидовой геометрии и 

сформулированная выше аксиома параллельности Лобачевского. Геометрию, 

созданную Лобачевским, еще называют гиперболической геометрией.  

     Существование модели доказывает, что система аксиом Лобачевского 

является непротиворечивой. Так решается одна из важнейших проблем, над 

которой в последние годы жизни работал сам Лобачевский. 

     С другой стороны, наличие моделей, или как еще говорят, реализации 

геометрий Евклида и Лобачевского, закрывает проблему 2000-летней 

давности: можно ли доказать аксиому параллельности, т.е. вывести ее из 

других аксиом? Теперь ясно, что нельзя, потому что эта аксиома не зависит 

от остальных аксиом. Независимость вытекает из того факта, что после 

замены аксиомы параллельности Евклида на аксиому параллельности 

Лобачевского мы вновь получаем непротиворечивую систему аксиом. 

     Переоценить значение открытия Лобачевского невозможно. Никакой 

другой математический результат не имел столь значительных последствий. 

Благодаря открытию геометрии Лобачевского возникли новые важнейшие 

области математики: основания геометрии, основания математики, 

математическая логика. Математики поняли силу аксиоматического метода и 

стали его широко применять во всех разделах математики и даже в физике. 

Далее, поскольку возник новый математический объект (система аксиом) 

появились и специальные методы его исследования, так называемая ме-
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таматематика. Бурно развилась теория алгоритмов, тесно связанная с 

математическими основами функционирования электронно-вычислительных 

устройств. В итоге было подвергнуто анализу все здание математики. 

     Идея Лобачевского, что наш мир только в «малом» подчиняется законам 

евклидовой геометрии, а в целом является неевклидовым, стала 

доминирующей идеей в науке с конца XIX века. Один из основных выводов 

теории относительности как раз и заключается в том, что пространство 

искривлено, т.е. не является евклидовым. 

     История пятого постулата показывает, как конкретная математическая 

идея, пройдя тысячелетия, как бы связала различные эпохи и стала одним из 

тех стержней, около которых вращается мир. Гениальные умы и великие мас-

тера вращают наш мир, создавая настоящие ценности, и среди них 

математика – одна из звезд первой величины. 

     Когда Лобачевский открыл свою геометрию, многие его современники, в 

том числе даже такой выдающийся математик, как Остроградский, считали 

неевклидову геометрию не более чем подозрительной забавой. Но уже через 

50 лет появилось много неевклидовых геометрий, а через 75 лет Эйнштейн 

сформулировал принципы теории относительности, и с этого момента 

неевклидовы геометрии стали рабочим инструментом физиков. 

     Еще меньше времени прошло от рождения математической логики, 

которая вначале считалась сугубо формальной наукой, до того момента, когда 

вдруг выяснилось, что развитые ею методы – основа для создания будущих 

ЭВМ. И таких примеров немало. Все они показывают, что на великом дереве 

математики зреет, может быть, и не так много плодов, но каждый из них, 

созрев, продвигает человечество на шаг вперед. 

     Математика, как и всякая другая наука, развивается путем постоянного 

обобщения и углубления уже имеющихся результатов и фактов. Каждое 

очередное замечательное открытие заставляет переосмысливать все на-

копленное к этому моменту. Открытие неевклидовой геометрии, например, 

привело математиков к осознанию необходимости строгого обоснования 

основных математических понятий, в том числе и тех, которыми они уже 

пользовались несколько столетий. Этот процесс начался примерно со второй 

половины XIX в. Одной из первых фундаментальных работ в этом 

направлении стало исследование аксиом геометрии, проведенное Давидом 

Гильбертом, одним из величайших математиков конца XIX — первой 

половины XX в. 

     Идея Гильберта состояла в том, чтобы максимально формализовать 

основные математические определения. Под формализацией понимают 

замену интуитивного понятия строгим, смысл которого раскрывается в 

соответствующей системе аксиом. Например, словами «точка» и «прямая» в 

системе аксиом евклидовой геометрии обозначаются не обычные точки и 

прямые, с которыми мы привыкли иметь дело в школе и дома, а элементы 

каких-то абстрактных множеств, природа которых нам безразлична, и от 
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которых требуется только одно: чтобы они подчинялись заданной системе 

аксиом. С подобными множествами мы уже имели дело, когда рассматривали 

модель геометрии Лобачевского. Там «прямыми» назывались хорды 

окружности (модель Клейна). 

     Помимо математической стройности ценность формального определения 

состоит еще и в том, что оно выявляет общие свойства совершенно, казалось 

бы, различных математических объектов. Например, числовые множества N, 

Z, Q, R имеют одинаковые алгебраические свойства: их элементы 

складывают, вычитают, умножают и делят по одним и тем же правилам: 

1) a + b = b+ a; ab = ba.                                          

2) a + (b + c) = (a + b) + c;  a(bc) = (ab)c.              

3) a(b + c) = ab + ac. 

4) a +0 = a. 

5) a + (-a) = 0.  

     Но по этим же правилам производятся операции и с а) многочленами; б) со 

всеми элементарными функциями; в) с рядами (бесконечными суммами). Как 

мы увидим, есть и другие, более сложные множества, для которых 

справедливы эти свойства. Таким образом, в приведенных свойствах 

отражены некоторые общие свойства указанных множеств. 

 

2.   ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛОГИКИ 

 

2.1 Высказывание. Операции над высказываниями 

 

     Логика – это наука, изучающая формы и законы мышления. Само слово 

произошло от греческого слова logos, что означает «слово, понятие, разум». 

Законы и правила формальной логики необходимо знать для построения 

правильных рассуждений.  Согласно основному принципу логики 

правильность рассуждения (вывода) определяется только его логической 

формой и не зависит от конкретного содержания входящих в него 

рассуждений. Отличительной особенностью правильного вывода является то, 

что из истинных утверждений всегда получаются истинные заключения. Это 

позволяет из одних истин получать другие с помощью только рассуждений, 

разума и без обращения к опыту.                          

Немного истории. Как самостоятельная наука, логика оформилась в трудах 

греческого философа Аристотеля (384-322 гг. до н.э.). Он систематизировал 

известные до него сведения, и эта система стала впоследствии называться 

традиционной или аристотелевой логикой. Аппарат этой логики оказался 

настолько мощным, что, например, на его основе известный средневековый 

философ и богослов Фома Аквинский осуществил обоснование всей 

христианской теологии. Эта логика нашла широкое применение в судебной 

практике, когда материалы предварительного следствия брались за истинные 

посылки. Применяя к этим посылкам правила логики Аристотеля, судьи 
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делали вывод о виновности или невиновности подсудимого. Эта логика 

просуществовала без серьезных изменений вплоть до XIX века. Немецкий 

математик Лейбниц впервые высказал мысль о том, что основные понятия 

логики должны быть обозначены символами, которые соединяются по 

определенным правилам, и это позволяет всякие рассуждения заменить 

вычислением. Он писал, что единственное средство улучшения 

умозаключений  состоит в уподоблении их математическим, «чтобы 

ошибочность их можно было увидеть глазами, и если между людьми 

возникают разногласия, достаточно было бы сказать «Вычислим!» и станет 

ясно, кто прав».   Это проделал в своей работе «Исследование законов 

мысли» Джордж Буль, в результате чего логическая теория приняла вид 

обычной алгебры и получила название алгебры высказываний или булевой 

алгебры, которую мы и будем изучать.   

     Знание логики является неотъемлемой частью юридического образования. 

Оно позволяет правильно строить судебно-следственные версии, составлять 

четкие планы расследования преступлений, не допускать ошибок при 

составлении официальных документов, протоколов, обвинительных 

заключений и т.д. Знаменитые юристы (Плевако, Кони) всегда использовали 

знание логики. В суде, например, они не ограничивались простым 

несогласием с доводами обвинения, если видели в них логическую ошибку, а 

объясняли, какая ошибка допущена и как она называется в логике. Такой 

довод оказывал воздействие на всех присутствующих, даже если они никогда 

логики не изучали. Подытоживая все сказанное, отметим, что логика 

помогает доказывать истинные рассуждения и опровергать ложные, она учит 

мыслить четко, лаконично, правильно.                

     Математическая логика – разновидность формальной логики, т.е. науки, 

которая изучает умозаключения с точки зрения их формального строения. 

Изучение матлогики начнем с ее наиболее простого раздела – логики 

высказываний. В этом разделе вопрос об истинности или ложности 

высказываний рассматривается и решается на основе изучения способа 

построения высказываний из так называемых элементарных с помощью 

логических связок. Основным понятием этого раздела логики естественно 

является высказывание.  

     Высказыванием называется повествовательное предложение, про которое 

всегда определенно можно сказать, является оно истинным (И) или ложным 

(Л).  

    Пример 1. «Дважды два четыре», «Земля вертится вокруг Солнца», «3>5», 

«10 – нечетное число», «На улице идет дождь», «Уголовное дело передано в 

суд».  

Побудительные предложения («Кругом», «Идите к доске»), вопросительные 

(«Сколько время?») и восклицательные («Юрфак – чемпион!») 

высказываниями не являются.     
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   Бывает, что предложение содержит неконкретную информацию и чтобы 

превратить его в высказывание, нужны дополнительные сведения. «Он 

изучает юриспруденцию». «Это произошло на юрфаке». Непонятно, кто он 

такой и какое событие произошло. Можно выделить неизвестное в явном 

виде: «Студент Х изучает юриспруденцию», «Событие Y произошло на 

юрфаке». Тогда при подстановке вместо Х конкретного имени и вместо Y 

конкретного события станет понятно, истинны данные фразы или ложны, т.е. 

они превратятся в высказывания. 

  Предложения, которые содержат хотя бы одну переменную и становятся 

высказываниями при подстановке вместо всех переменных их значений, 

называются высказывательными формами. 

     Пример 2. «Труды юристов сыграли особую роль в развитии 

криминалистики» – это  высказывательная форма. «Труды А. Бертильоне и  

Н.Ф. Буринского сыграли особую роль в развитии криминалистики» –  

высказывание. 

     Преобразование высказывательных форм в высказывание может быть 

осуществлено не только конкретизацией переменных, но и употреблением 

слов «любой» («каждый», «всякий») или «существует» («некоторые», «хотя 

бы один»). Например: «Регионы России имеют свои конституции» – 

высказывательная форма. «Некоторые регионы России имеют свои 

конституции» – высказывание. «Подследственные имеют своих адвокатов» –

высказывательная форма. «Каждый подследственный имеет своего адвоката» 

– высказывание. «Некоторые подследственные имеют своих адвокатов» – 

высказывание. 

     Понятно, что истинные и ложные высказывания образуют 

соответствующие множества. С помощью простых высказываний можно 

составлять более сложные, соединяя простые высказывания союзами «и», 

«или». Таким образом, операции с высказываниями можно описывать с 

помощью некоторого математического аппарата. Высказывания 

обозначаются латинскими буквами А, В, С, …  Если значение высказывания 

истинно, то будем писать, что оно равно И, если ложно, то Л.  

     В рассуждениях встречаются повествовательные  предложения, 

полученные путем видоизменения  некоторого предложения с помощью 

слова «не» или путем связывания предложений с помощью союзов «и», 

«или», «если…, то…», «тогда и только тогда».   Эти пять слов или 

комбинации слов называются логическими связками.   

     Пример 3. Рассмотрим два высказывания: «Сегодня будет хорошая 

погода» и «Мы пойдем на прогулку». Из этих простых высказываний можно 

построить сложные: 

1. Сегодня будет хорошая погода, и мы пойдем на прогулку. 

2. Мы не пойдем на прогулку. 

3. Если сегодня будет хорошая погода, то мы пойдем на прогулку. 

4. Сегодня будет хорошая погода или мы пойдем на прогулку. 
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5. Если мы пойдем на прогулку, то сегодня будет хорошая погода. 

В последнем высказывании нарушается причинно-следственная связь, но с 

точки зрения логики оно ничем не хуже остальных.  

 

Логические операции 

 

     Элементарным (простым) высказыванием называется высказывание, 

представляющее одно утверждение (истинное или ложное). 

     Составным (сложным) высказыванием называется высказывание, 

образованное из элементарных при помощи логических связок. Образование 

из простых высказываний составных называется логической операцией.  

1)  Отрицание. Логическая операция, соответствующая логической связке 

«не», называется отрицанием. В результате этой операции получается 

высказывание ложное, если исходное высказывание истинно и истинное, если 

исходное ложно. Она обозначается А  и читается «не А». Например, если А 

«подсудимый виновен», то А  «подсудимый невиновен». Соответствие между 

высказываниями определяется таблицами истинности. В нашем случае эта 

таблица имеет вид: 

А А  
И Л 

Л И 

     Пример 4.  А: «∆АВС  остроугольный.», тогда А : «неверно, что ∆АВС 

остроугольный» или А : «∆АВС  прямоугольный или тупоугольный». Пример 

показывает, что отрицание не обязательно содержит частицу «не» в явном 

виде, отрицание может содержаться  и в смысловом оттенке фразы.                                                                                                                                                                                    

 2) Конъюнкция.  Операция конъюнкции применяется к двум высказываниям 

А и В и соответствует соединению их с помощью союза «и». Она 

обозначается АВ (читается: А и В). Например, «Это преступление 

наказывается лишением свободы и конфискацией имущества». Конъюнкция 

двух высказываний А и В будет  истинной тогда и только тогда, когда 

истинны оба высказывания.  Поэтому таблица истинности для конъюнкции 

имеет вид: 

А В АВ 

И И И 

И Л Л 

Л И Л 

Л Л Л 

Предложение «Солнце светит и на улице тепло» представляет собой 

конъюнкцию двух высказываний: Х: «Солнце светит» и Y: «На улице тепло».                                                                                                                                                                                    

 3) Дизъюнкция. Операция дизъюнкции применяется к двум высказываниям 
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А и В и соответствует соединению их с помощью союза «или». Она 

обозначается ВА  (читается: А или В). Например, «Договор может быть 

заключен в устной или письменной форме». Дизъюнкция двух высказываний 

А и В будет ложной тогда и только тогда, когда оба высказывания 

ложны. Поэтому таблица истинности для конъюнкции имеет вид: 

А В ВА  
И И И 

И Л И 

Л И И 

Л Л Л 

В обыденной речи союз «или» употребляется в двух смыслах. 

1. Неразделительном, как например, в предложении «Право бесплатного 

проезда имеют пенсионеры или ветераны труда». Ясно, что если человек 

одновременно пенсионер и ветеран труда, то правом бесплатного проезда он 

может пользоваться. 

2. Разделительном. Молодой человек говорит другу: «Вечером я пойду на 

дискотеку или посижу в библиотеке». Очевидно, что он куда-то не пойдет. 

  На самом деле это два разных союза. У древних римлян в качестве 

неразделительного «или» использовалось слово «vel», а разделительного –  

слово «aut». Дизъюнкция –  это неразделительное  «или».                                                                                                                                                                      

Рассмотренные  три операции называют булевыми. 

4) Импликация. Операция импликации соответствует объединению двух 

высказываний с помощью союза «если А, то В». Она обозначается А→В. 

Например, «Если осужденный после отбытия наказания вел себя безупречно, 

то по его ходатайству суд может снять с него судимость до истечения срока 

погашения судимости». Импликация двух высказываний А и В ложна тогда и 

только тогда, когда высказывание А истинно, а В – ложно.  Высказывание А 

называется посылкой импликации, а высказывание В – следствием. Таблица 

истинности имеет вид: 

А В А→В 

И И И 

И Л Л 

Л И И 

Л Л И 

  Приведем несколько выражений, которые считаются имеющими тот же 

смысл, что и «если А, то В» (где А и В высказывания): «А влечет В», «А только 
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тогда, когда В», «В при условии А». Следует уточнить, что логическими 

операциями никак не учитывается смысл высказываний в них участвующих. 

Высказывания рассматриваются как объекты, обладающие единственным 

свойством быть истинными или ложными. Например, пусть Х: «Луна сделана 

из  зеленого сыра», а Y: «2+2=5», тогда согласно таблице раз Х ложно, то 

импликация Х→Y будет истинна , хотя никакой связи по смыслу между Х и Y 

нет. Точно так же, если Y – это «2+2=4», то импликация Х→Y  истинна, 

причем совершенно независимо от того, есть ли связь между «Луна состоит 

из зеленого сыра» и «2+2=4». Такое уточнение смысла импликации «если Х, 

то Y» не противоречит обыденному смыслу. Например, обещание «Если мне 

подарят велосипед, то я дам тебе покататься» воспринимается как ложь 

только в том случае, если мне подарили велосипед, а покататься на нем я не 

дал. 

5) Эквиваленция. Эквиваленция обозначается А↔В (читается: «А 

эквивалентно В» или «А равносильно В» или «А тогда и только тогда, когда 

В»). Например, «Деяние кража равносильна тайному хищению чужого 

имущества». Эквиваленция двух высказываний А и В истинна тогда и только 

тогда, когда истинности высказываний совпадают. Поэтому таблица 

истинности для эквиваленции имеет вид: 

А В А↔В 

И И И 

И Л Л 

Л И Л 

Л Л И 

Договоримся заменять эквиваленцию ↔ словесной конструкцией «тогда и 

только тогда». 

     Пример 5. «Четное число делится на 6 тогда и только тогда, когда оно 

делится на 3».  «Студент допускается к сессии тогда и только тогда, когда он 

сдаст все зачеты». 

2.2 Формулы логики высказываний 

  Пусть А,В,С,…,Х,У,Z (прописные латинские буквы) – переменные, которыми 

мы будем обозначать элементарные высказывания. Такие переменные 

называются высказывательными или пропозиционными. Из элементов И, Л, 

,  , , →, ↔ и скобок (,) составляются формулы. Чтобы из 

повествовательного предложения получить формулу, нужно: 

1. Выделить все элементарные высказывания и логические операции, 

образующие данное предложение. 
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2. Заменить их соответствующими буквами и символами. 

3. В соответствии со смыслом предложения расставить скобки, установив 

порядок действий.       

   Устанавливается следующий приоритет логических операций: отрицание, 

затем конъюнкция и дизъюнкция, потом импликация и наконец 

эквиваленция.  

     Пример 1. Предложение «Преступление совершено с умыслом или 

преступление совершено по неосторожности» можно представить так ВА , 

где А: «Преступление совершено с умыслом», В: «Преступление совершено 

по неосторожности».     Предложение «Если Сувар или Таиф проиграют, а 

Феникс выиграет тендер, то Альбатрос упрочит свое положение и мы 

понесем убытки» представляет собой импликацию А→В, где посылка А 

составлена из трех элементарных высказываний: Р:« Сувар проиграет», Q: 

«Таиф проиграет», R: «Феникс выиграет», а заключение В есть конъюнкция 

высказываний: D: «Альбатрос упрочит свое положение» и С: «Мы понесем 

убытки».С помощью введенных символов первоначальное предложение 

записывается в виде формулы F: (( QP )R) → (DC). 

   Если истинностные значения простых переменных P, Q, R, D, C 

соответственно равны И, Л, Л, И, Л, то истинностное значение сложного 

высказывания F с использованием таблиц истинности логических операций  

может быть определено следующим образом: (( QP )R) → (DC) 

эквивалентно ((ИЛ ) Л) → (ИЛ)   ИЛ → Л   Л→ Л  F=И.               

     Если дана логическая формула, то важно знать, для какого набора 

значений переменных она истинна, для какого ложна. Для этого применяют 

таблицы истинности. Таблица истинности – перебор всех возможных 

комбинаций значений простых высказываний, из которых состоит сложное, и 

указание соответствующих значений сложного высказывания.  

    Пример 2. Составить таблицу истинности для формулы А →(АВ), 

поместив в нее все ее компоненты.  

А В А  АВ А  →  (А  В) 

И И Л И И 

И Л Л Л И 

Л И И Л Л 

Л Л И Л Л 

Первые два столбца  заполняются так же как в таблицах, определяющих 

логические операции. Третий столбец – это отрицание первого, четвертый –  

конъюнкция первого и второго. Пятый (последний) столбец заполняется по 
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правилам импликации, где посылка – третий столбец, а заключение –  

четвертый. В пятом столбце получен набор истинностных значений формулы 

для всех возможных значений истинности составляющих ее элементарных 

высказываний. Если формула содержит три переменных, то для нее будет 8 

различных значений истинности. Если в формуле n переменных, то 

различных наборов переменных будет 2
n
.  

2.3 Логическая равносильность. Основные равносильности. Тавтологии 

     Две логические формулы называются равносильными (эквивалентными), 

если при любых значениях входящих в них логических переменных эти 

формулы принимают одинаковые истинностные значения . Обозначается 

равносильность формул А и В так:  А  B.  

     Если имеем два повествовательных предложения Р1 и Р2,  предложению Р1 

соответствует формула F1, а предложению Р2 –  формула F2 и формулы F1 и  

F2 равносильны, то о предложениях Р1 и Р2 говорят, что они равносильны в 

логике высказываний. 

     Пример 1. Пусть Р1: «Если не грешить против разума, то нельзя вообще ни 

к чему прийти», Р2 : «Надо грешить против разума, или мы ни к чему не 

придем». Тогда F1: А →В и F2: АВ формулы, соответствующие 

предложениям Р1 и Р2, где А: «надо грешить» и В: «мы ни к чему не придем». 

Проверим равносильность этих формул. 

А В 
А  F1: А →В F2: АВ 

И И Л И И 

И Л Л И И 

Л И И И И 

Л Л И Л Л 

Два последних столбца одинаковы, значит формулы равносильны и 

предложения Р1 и Р2 выражают одно и то же.   Из определения 

равносильности следует, что А  В тогда и только тогда, когда А↔В И. 

     Для любых формул А, В и С справедливы следующие основные 

равносильности  (которые связаны с законами человеческого мышления). 

1)  А  А –  закон тождества. Закон тождества говорит, что высказывание не 

меняет своего истинностного значения на протяжении всего рассуждения, в 

котором оно встречается. 

2)  А А   Л – закон противоречия. Закон противоречия  устанавливает, что 

никакое высказывание не может быть истинным одновременно со своим 

отрицанием. Если мы говорим об одном и том же человеке «Он виновен» и 

«Он не виновен», то очевидно, что одна из этих фраз ложна и, значит, ложна 

конъюнкция этих предложений. 
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3)  А А   И –  закон исключенного третьего. Закон исключенного третьего 

утверждает, что для каждого высказывания имеются лишь две возможности: 

высказывание истинно или ложно, третьего не дано. Именно этот закон 

делает четким язык логики, но он же и обедняет ее, лишив третьей 

возможности (ни «да», ни «нет», а «может быть»). 

Законы 1), 2), 3) сформулированы еще Аристотелем. 

4)   А  А –  снятие двойного отрицания. Закон снятия двойного отрицания 

отмечает, что отрицать отрицание какого-либо высказывания – то же, что 

утверждать это высказывание. «Не верно, что завтра не будет дождя» – все 

равно, что «Завтра будет дождь». 

5) АА  А; АА  А – идемпотентность. Закон идемпотентности говорит, 

что конъюнкция и дизъюнкция одинаковых высказываний равносильны 

самому высказыванию. 

6)  АВ  ВА; АВ  ВА – коммутативность. Закон коммутативности 

показывает, что и в конъюнкции и в дизъюнкции высказывания можно менять 

местами. 

7)  А (ВС)(АВ)С;А(ВС)(АВ)С – ассоциативность.  Закон 

ассоциативности устанавливает правила объединения высказываний в 

конъюнкциях и в дизъюнкциях в группы с помощью скобок. 

8)  А (ВС)  (АВ)(АС);  А(ВС)  (АВ) (АС) – дистрибутивность. 

Закон дистрибутивности объясняет правила раскрытия скобок и говорит, что 

по отношению дистрибутивности конъюнкция и дизъюнкция «равноправны». 

9)  ВА   А  В ; ВА   А  В – законы де Моргана.   Законы де Моргана 

звучат так: «Отрицание конъюнкции равносильно дизъюнкции отрицаний; 

отрицание дизъюнкции равносильно конъюнкции отрицаний». 

10)  АИ  А;  АЛ  А;  АЛ  Л;  АИ  И –  сочленение переменной с 

константой. Законы сочленения переменной с константой показывают, что 

получится в результате, если конъюнктивно или дизъюнктивно к переменной 

присоединить константу И или Л. 

11)  А  (ВА)  А;  А(ВА)  А – законы поглощения. 

12)  (АВ) ( А В)  В;  (АВ)( А В)  В – законы склеивания.   Законы 

поглощения и склеивания предлагают комбинации, удобные для решения 

логических задач. 

13) А→В А В; А→В )( ВА  – замена импликации. Замена импликации дает 

возможность выразить импликацию через дизъюнкцию и отрицание либо 

через конъюнкцию и отрицание. 

     Докажем один из законов де Моргана ВА   А В  с помощью таблицы 

истинности. 
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А В АВ ВА  А  В  А В  

И И И Л Л Л Л 

И Л Л И Л И И 

Л И Л И И Л И 

Л Л Л И И И И 

     Видим, что значения левой и правой частей равносильности (четвертый и 

последний столбцы) совпадают, что является доказательством закона де 

Моргана.   Другие основные равносильности доказываются аналогично. 

Предлагаем это сделать самостоятельно. 

    Важная роль среди всех формул отводится тождественно истинным и 

тождественно ложным. Первые всегда истинны (на любых наборах 

значений истинности входящих в них переменных), они называются 

тавтологиями или общезначимыми  и обозначаются так  |=A. Вторые всегда 

ложны. Например: А А ,  А→(В→А) – тождественно истинные, а А А  – 

тождественно ложная формула, что видно из соответствующих таблиц 

истинности, которые  предлагается построить самостоятельно. 

   Эти формулы (высказывания) играют важную роль в математической 

логике, так как служат хорошими моделями для многих других задач. Так 

тавтологии являются законами логики (связаны с законами мышления), 

используются при построении логического вывода одних утверждений из 

других, тождественно ложные –  при анализе совместности высказываний. 

Аксиомы, теоремы, статьи законодательства – примеры тождественно 

истинных высказываний. Приведем несколько тавтологий. 

1. |= А (А→В)→В –  правило modus ponens. Этот закон можно прочесть так. 

Если А истинно и из А следует В, то В также истинно. Он часто применяется 

при математических доказательствах. Например, треугольники АВС и А1В1С1 

равны. Если треугольники равны, то их соответствующие стороны равны. 

Значит, согласно modus ponens, стороны АВ и А1В1 , АС и А1С1 , ВС и В1С1 

равны.  

2. |= (А→В) (В→С)→(А→С) –  правило силлогизма.  Этот закон можно 

прочесть так. Если из А следует В, а из В следует С, то можно сделать вывод, 

что из А следует С. Например, если даны два высказывания «Если будет 

хорошая погода, то мы пойдем на пляж», «Если мы пойдем на пляж, то 

обязательно искупаемся», то согласно закону силлогизма, можно сделать 

вывод «Если будет хорошая погода, то мы искупаемся».  

 3. |= (А→В)↔( В → А ) – закон контрапозиции. Этот закон можно прочесть 

так. Следование из высказывания А высказывания В, равносильно тому, что 

из не В следует не А. Например, высказывание Жеглова из фильма «Место 

встречи изменить нельзя» «Если человек вор, то он должен сидеть в тюрьме» 

равносильно высказыванию «Если человек не сидит в тюрьме, то он не вор». 

4. |= (А→(В→С)) →(АВ→С) –  соединение посылок. 
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5. |= (АВ →С) →(А→(В→С)) –  разъединение посылок. 

   Для доказательства этих тавтологий надо построить таблицы истинности и 

убедиться в том, что результирующий столбец будет состоять из одних И. 

Таблицы истинности и логические равносильности находят применение при 

составлении тестов, проведении опросов, принятии решений. 

     Пример 2. В результате проведенных следственных мероприятий были 

установлены следующие неопровержимые (И) факты: 

1) если Анохин не является убийцей, то либо Селянин является убийцей, либо 

Венухин, причем не Венухин и Анохин одновременно; 

2) если Венухин не является убийцей, то Анохин убийца, Селянин нет; 

3) если Анохин убийца, то и Венухин убийца. 

Выяснить, кто согласно указанным утверждениям является убийцей. 

     Решение. Введем обозначения А: «Анохин убийца», В: «Венухин убийца», 

С: «Селянин убийца». Тогда исходные факты примут вид: 

1) А →(СВ)   ВА ; 2) В → А С ; 3) А→В.  

Решение задачи сводится к исследованию на равносильность конъюнкции 

этих утверждений одному из высказываний А, В или С. Для этого составим 

таблицу истинности выражения  ( А →(СВ)  ВА ) ( В → А С ) (А→В), 

указав сверху порядок выполнения операций 

                                   1 6      2     5    4 3     12   7 10     9 8  13     11 

( А →(СВ)  ВА )   ( В → А С )  (А→В) 

А В С 1 2 3:АВ 4: ВА  5 6 7 8 9 10 11 12 13 

И И И Л И И Л Л И Л Л Л И И И И 

И И Л Л И И Л Л И Л И И И И И И 

И Л И Л И Л И И И И Л Л Л Л Л Л 

И Л Л Л Л Л И Л И И И И И Л И Л 

Л И И И И Л И И И Л Л Л И И И И 

Л И Л И И Л И И И Л И Л И И И И 

Л Л И И И Л И И И И Л Л Л И Л Л 

Л Л Л И Л Л И Л Л И И Л Л И Л Л 

   Сравнив результирующий столбец 13 со столбцом для В, делаем вывод, что 

конъюнкция исходных данных равносильна В. Значит, убийцей является 

Венухин.  

2.4 Обратные и противоположные утверждения. Логическое следование 

     Пусть некоторое утверждение имеет вид импликации А→В. Например: 

«Если школьник имеет приводы в милицию (А), то он склонен к 

правонарушениям (В)». Предложение А→В называется прямым (исходным) 
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утверждением. Предложение В→А – обратным утверждением. Предложение 

А → В  – противоположным прямому. Предложение В → А  – 

противоположным обратному. 

     Так для рассмотренного утверждения обратное запишется в виде: «Если 

школьник склонен к правонарушениям, то он имеет приводы в милицию»; 

противоположное прямому примет вид: «Если школьник не имеет приводов в 

милицию, то он не склонен к правонарушениям» и противоположное 

обратному: «Если школьник не склонен к правонарушениям, то он не имеет 

приводов в милицию». Рассмотрим таблицы истинности для этих четырех 

конструкций. 

А В А  В  А→В В→А А → В  В → А  

И И Л Л   И   И     И     И 

И Л Л И   Л   И     И     Л 

Л И И Л   И   Л     Л     И 

Л Л И И   И   И     И     И 

      Из полученной таблицы следует, что обратное утверждение не 

равносильно прямому, т.е. должно рассматриваться независимо. Кроме того, 

данная таблица позволяет переформулировать упомянутый выше закон 

контрапозиции: А→В В → А ; В→А А → В . 

      Поясним этот закон. Два предложения: прямое (А→В) и противоположное 

обратному ( В → А ) одновременно истинны или одновременно ложны; на 

этом основан метод доказательства от противного, когда вместо А→В 

доказывается, что В → А , если это более просто. Предложение обратное 

данному,  и предложение противоположное данному одновременно истинны 

либо одновременно ложны. 

      Пусть импликация А→В верна (смотри таблицу ниже), тогда  А 

называется достаточным условием для В, а В необходимым условием для А 

или следствием А; говорят, что в этом случае имеет место логическое 

следование А→В.  

А В   А→В 

И И   И 

Л И   И 

Л Л   И 

   При этом истинность А гарантирует истинность В, а ложность А ничего  не 

говорит об истинностном значении В. Оно может быть как истинно, так и 

ложно (третья и четвертая строки таблицы). Например, наличие у вас 1000 

рублей (А=И) гарантирует вашу возможность покупки мороженого 

стоимостью в 10 рублей (В=И). Но если у вас не 1000 рублей (А=Л), то в 

случае если у вас 100  рублей, мороженое вы можете купить (В=И); однако в 

случае если у вас вместо 1000 всего 5 рублей, то мороженого вам не видать 

(В=Л). Ложность В гарантирует невыполнение А (последняя строка таблицы), 

а истинность В ничего не говорит об истинности А. Если у вас нет денег на 

десятирублевое мороженое (В=Л), то 1000 рублей у вас точно нет (А=Л) 



 - 23 - 

(строка 4). А если у вас есть деньги на мороженое (В=И), то о наличии у вас 

1000 рублей ничего не известно: может быть, она есть (А=И) (строка 2), а 

может быть, ее и нет (А=Л) (строка 3). Если верно утверждение А→В и 

одновременно верно В→А, то говорят, что В необходимое и достаточное 

условие для А, и  А необходимое и достаточное условие для В. 

     Рассмотрим логическое следование в общем виде. Задача логики дать 

принципы рассуждений, т.е. теорию вывода. Практически это сводится к 

получению критериев для решения механическим путем вопроса о том, 

можно ли некоторую цепь рассуждений, основываясь на ее форме считать 

правильной. Цепь рассуждений представляет собой конечную 

последовательность высказываний, приводимых в обоснование утверждения, 

что последнее высказывание этой последовательности (заключение) может 

быть выведено из некоторых начальных высказываний (посылок). 

Исчисление высказываний дает критерий вместе с практическими формами 

его применения для решения того, когда заключительному предложению 

рассуждения следует приписать истинностное значение И, если каждой 

посылке этого рассуждения приписывается значение И. Критерий этот имеет 

форму определения. 

     Пусть предложению Рi (i = 1,…,n) соответствует формула Fi, а 

предложению Q –  формула G. Формула G называется следствием (следует) 

из формул F1, …,Fn, если G истинна всякий раз, когда истинна каждая из 

формул F1, …,Fn, что записывается так: F1, …,Fn |= G. 

     Формулы F1, …, Fn называются посылками, а формула G называется  

заключением. Если пользоваться истинностными таблицами, то логического 

следования не будет, если найдется такой набор переменных, при котором все 

посылки истинны, а заключение ложно. 

     Пример 1. Доказать, что А→ (ВС), СВ , |= А .  

Для этого построим таблицы истинности высказываний А→ (ВС), СВ ,  и А . 

 

А В С ВС А→ (ВС) В  С  А  
И И И И И Л Л Л 

И И Л Л Л Л И Л 

И Л И Л Л И Л Л 

И Л Л Л Л И И Л 

Л И И И И Л Л И 

Л И Л Л И Л И И 

Л Л И Л И И Л И 

Л Л Л Л И И И И 

Мы видим, что высказывания А → (ВС), СВ ,  одновременно истинны только 

в последней строке и А  при этом также истинно. Значит, из логических 

посылок А → (ВС), СВ ,  следует следствие А .  
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     Рассмотрим теперь доказательства логических заключений, которые могут 

сложиться в юридической практике.  

     Пример 2. При допросе свидетеля следователь получил следующие 

показания: «Если бы он ей не сказал, она ни за что не узнала бы. А не спроси 

она его,  он бы и не сказал. Но она узнала». Из этих высказываний он сделал 

следующее логическое заключение: «Она его спросила». Прав ли 

следователь? 

     Решение. Введем следующие обозначения высказываний А: «он ей 

сказал», В: «она узнала», С: «она спросила». В этих обозначениях логическая 

посылка   «Если бы он ей не сказал, она ни за что не узнала бы» запишется 

так:  А → В , посылка «Не спроси она его,  он бы и не сказал» – С → А . Нам 

нужно показать, следует ли из  А → В ,С → А , В  заключение С. Составим 

таблицу истинности всех высказываний.  

 

А В С А  В  С  А → В  С → А  С 

И И И Л Л Л И И И 

И И Л Л Л И И Л Л 

И Л И Л И Л И И И 

И Л Л Л И И И Л Л 

Л И И И Л Л Л И И 

Л И Л И Л И Л И Л 

Л Л И И И Л И И И 

Л Л Л И И И И И Л 

 

Мы видим, что логические посылки А → В ,С → А , В одновременно истинны  

в первой строке таблицы и ней же С (заключение) также истинно. А строк, в 

которых посылки были бы истинны, а заключение ложно нет. Значит, 

следователь прав.  

     Пример 3. Проверить истинность следующего рассуждения: «Он сказал, 

что придет (А), если не будет дождя ( В ). Но идет дождь. Значит, он не 

придет». Символически: В →А, В  |= А . 

     Решение. Составим таблицу истинности для всех участвующих в задаче 

высказываний 

 

А В   В  В →А А  
И И Л    И Л 

И Л И    И Л 

Л И Л    И И 

Л Л И    Л И 

Хотя в предпоследней строке все посылки истинны и заключение истинно, но 

в первой строке имеем, что все посылки принимают значение И, а заключение 

–  значение Л. Значит, логического следования в этом рассуждении нет. 
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Давайте разберемся, почему. В данном рассуждении он сказал, что придет, 

если не будет дождя и все. А сказал ли он что-нибудь о том, что сделает, если 

будет дождь? Нет, ничего не сказал. И если он придет в случае дождя, то 

обвинить во лжи его будет нельзя. Таким образом довод, который зачастую 

выдается за тривиальное умозаключение в один шаг (значит), не получается 

ни по какому логическому принципу, и заключение на самом деле не следует 

из посылок. 

   В приведенных выше примерах результат достаточно очевиден. Однако, 

когда имеют дело с длинными цепочками дедуктивных рассуждений, уже не 

так легко сохранить уверенность, что не сбился в сторону. Или во время 

спора говорящий может и умышленно склонить своих слушателей к 

заключению, которое не вполне оправдано его посылками. Если рассуждение 

четко сформулировано, то не представляет труда перевести его в логическую 

символику и, проанализировав, устранить все темные места.      

    Пример 4. Иванов, Петров и Сидоров подозреваются в совершении 

преступления. В ходе следствия они дали следующие показания. Иванов: 

Петров виновен, а Сидоров – нет. Петров: Если Иванов виновен, то виновен и 

Сидоров. (Они всегда действуют сообща). Сидоров: Я невиновен, но хотя бы 

один из них двоих виновен. Необходимо установить: 

1. Могут ли быть истинны все показания? 

2. Предполагая, что показания всех обвиняемых истинны, укажите, кто 

виновен, а кто нет. 

3. Если невиновный говорит истину, а виновный лжет, то кто невиновен, а 

кто виновен? 

4. Если все трое невиновны, то кто лжесвидетельствует? 

     Решение. Пусть I: «Виноват Иванов», P: «Виноват Петров»,  S: «Виноват 

Сидоров» – это простые исходные высказывания. Тогда показания 

подозреваемых описываются следующим образом. Иванов: P S , Петров: 

I→S; Сидоров: S   (IP). Построим  таблицу истинности всех показаний.      

 

Исходные 

высказывания 

Вспомогательные 

формулы 

Показания Пункты 

задачи Иванова Петрова Сидорова 

I P S S  IP P S  I→S S   (IP)  

И И И Л И Л И Л 

И И Л И И И Л И 

И Л И Л И Л И Л 3) 

И Л Л И И Л Л И 

Л И И Л И Л И Л 

Л И Л И И И И И 1), 2) 

Л Л И Л Л Л И Л 

Л Л Л И Л Л И Л 4) 
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Ответим теперь на вопросы задачи. 

(1) Показания Иванова, Петрова, Сидорова одновременно истинны в 

шестой строке, поэтому ответ на первый вопрос положителен. 

(2) Если показания всех обвиняемых истинны, то Р=И, а I=Л,  S=Л, т.е. 

виновен Петров, а Иванов и Сидоров невиновны.  

(3) Случай, когда невиновный говорит истину, а виновный лжет, 

описывается третьей строкой. При этом виновны Иванов и Сидоров, а Петров 

– нет.  

(4) Если все подозреваемые невиновны (восьмая строка), то лишь Петров 

говорит правду, а Иванов и Сидоров лжесвидетельствуют. 

 

Моделирование логической структуры правовой нормы 

 

Логическая структура правовой нормы N может быть представлена в 

следующем виде: N ((J→D) (J D ))→ S, где J – условие действия нормы 

права, D – правовое предписание, S – санкция. Выражение (J→D) означает, 

что из конкретной правовой ситуации, являющейся условием действия нормы 

права, следует определенное правовое предписание. Это ядро нормы. При 

наличии правонарушения  D  наступает санкция S. По такому принципу 

может быть формализована структура правовой нормы любой отрасли права.  

     Возьмем к примеру уголовное право. Обозначим через Р конкретный 

состав преступления (хулиганство, кража, грабеж и т.д.), через Q – 

совокупность признаков этого состава, описанных в нормах особенной части 

уголовного права. С учетом наличия между ними эквивалентной связи можем 

записать  P  Q. Символом S будем обозначать санкцию, установленную за 

совершение определенного преступления (три года лишения свободы, год 

исправительных работ и т.д.), тогда общая структура норм уголовного права 

принимает следующий вид: (P  Q)→S. Эта формула выражает следующую 

мысль: наличие определенного состава преступления Р, имеющего 

определенные признаки Q, влечет за собой применение определенной 

санкции S.   

     

Упражнения 

 

1. Среди предложений выделите высказывания и определите их 

истинностные значения: 1) Рыбы живут в воде. 2) Осень –  хорошее время 

года. 3) Казань – столица США. 4) Волга впадает в Каспийское море. 5) Не 

ходи сюда! 6) 2 + 2 = 4. 7) 3 – 5 = 8. 

2. Пусть А: сегодня буду писать отчет; В: сегодня буду отдыхать; С: на улице 

идет дождь. Сформулируйте предложения, соответствующие формулам:  

1) АВ, 2) СВ, 3) А В, 4) СА, 5) А B , 6) С  А, 7) С→ ВА, 8) (В↔С)А. 

3.Составьте формулы, соответствующие повествовательным предложениям, 

обозначая буквами элементарные высказывания.  1) Идет дождь или кто-то не 
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выключил душ. 2) Если вечером будет туман, то я останусь дома или 

вынужден буду взять такси. 3) Если я устал или голоден, то не могу 

заниматься. 4) Если Роман проснется и пойдет на лекцию, то он будет 

доволен, а если не проснется, тоже будет доволен. 5) Хлеба уцелеют тогда и 

только тогда, когда будут вырыты ирригационные канавы, а если хлеба не 

уцелеют, то фермеры обанкротятся и оставят свои фермы. 6) Если 

преступление предусмотрено общей и специальной нормами, то совокупность 

преступлений отсутствует и уголовная ответственность наступает по 

специальной норме (ст. 17 УК РФ). 7) Преступление признается 

совершенным группой лиц, если в его совершении участвовало два или более 

исполнителя, без предварительного сговора (ст.35 УК РФ). 8) Преступление 

признается совершенным с прямым умыслом, если лицо осознавало 

опасность своих действий (бездействия), предвидело возможность или 

неизбежность общественно опасных последствий и желало их наступления  

(ч. 2 ст. 25 УК РФ).  

4.  Сформулируйте словесно высказывания: 

1) (АВ)→С, С→(АВ), где А: лето жаркое; В: лето дождливое; С: я поеду в 

отпуск; 

2) (АВ)→С, (АВ)→С, где А: фигура ромб; В: фигура прямоугольник; С: 

фигура параллелограмм;  

3) ( А В)→С , С→(А B ), где А: сегодня светит солнце; В: сегодня сыро; С: я 

поеду на дачу. 

5. В следующих высказываниях выделите составляющие их элементарные 

высказывания, запишите составные высказывания с помощью формул и 

найдите их значение истинности: 1) 15 кратно 3 и 12 кратно 3; 2) 2 < 4 < 6 ; 3) 

2∙3 = 6 и 35 : 4 = 2; 4) 8 –  простое число и 8 не делится на 7; 5) число 113 

простое или составное. 

6. Переменные P, Q, R, S принимают соответственно значения И, Л, Л и И. 

Найдите истинностное значение каждой из следующих формул:  

 1) (PQ)R, 2) P(QR), 3) R→(SP), 4) P→(R→S), 5) P→(R S ),  

6)  PR↔R S , 7)  S↔P→( Р S),  8) Q S →(P↔S),  9)  RS→(P→QS),  10) 

(P Q )R→(S S ). 

7. Составьте истинностную таблицу для каждой из следующих формул: 1) 

P→(P→Q); 2) PQ→QP; 3) R→ )( PQ  ; 4) (P→Q)↔( Р Q);  

5) (P→ QR) Р Q); 6) PQ → (R  Q → PR). 

8.  Докажите с помощью таблиц истинности равносильность формул:  

1) А→(В→С) и (АВ) →С; 2) ((А→В)   (А→С)) и А→(ВС). 

9.   Докажите основные равносильности из пункта  2.3. 

10.    Найти логические значения А и В, при которых выполняются равенства: 

1) (И→А)→В=Л; 2) АВ= А .  

11. Пусть значение высказывания А→В =И, что можно сказать о значении 

высказывания  А В ↔АВ?  
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12. Для каждой формулы определите, достаточно ли приведенных данных 

(они указаны в скобках), чтобы установить истинностное значение формулы. 

Если достаточно, то укажите это значение.   

1) (А→В)→С, (С=И); 2) А (В →С), (В→С=И); 3) А(В →С), (В→С=И); 4) 

)( BA ↔ А  В , ( )( BA =И); 5) (А→В)→( В → А ), (А→В=И);  

6) (А В )→( А В), (А=И, В=Л). 

13.  Проверить, является ли данная логическая формула тавтологией: 

1) (АВ)→В А ; 2) АВ ↔ )( ВА ; 3) А→(А( В А)). 

 14. Доказать с помощью таблиц истинности тавтологии из пункта 2.3. 

 15. Переведите каждое рассуждение в логическую символику и установите, 

имеет ли место в нем логическое следование: 

1) Если он принадлежит к нашей компании (К), то он храбр (Х) и на него 

можно положиться (П). Он не принадлежит нашей компании. Значит, он не 

храбр или же на него нельзя положиться.  

2) В бюджете возникнет дефицит (D), если не повысят пошлины (P). Если в 

бюджете имеется дефицит, то государственные расходы на общественные 

нужды сократятся (O). Значит, если повысят пошлины, то государственные 

расходы на общественные нужды не сократятся. 

3) Если он автор этого слуха (А), то он глуп (Г) или беспринципен (Б). Он не 

глуп и не лишен принципов. Значит, не он автор этого слуха. 

16. Проверить правильность рассуждения средствами логики суждений: 

«Если человек осужден судом, то он лишается избирательных прав. Если 

человек признан невменяемым, то он также лишается избирательных прав. 

Следовательно, если человек обладает избирательным правом, то он здоров и 

не был осужден судом». 

17.Один из четырех задержанных (Михайлов, Костин, Викторов, Тимофеев) 

подозревается в краже. На вопрос следователя «Кто совершил кражу?» были 

получены такие ответы: 

1) Это сделал или Михайлов, или Костин; 

2) Это сделал или Викторов, или Костин; 

3) Это не могли сделать ни Тимофеев, ни Михайлов; 

4) Это сделал или Викторов, или Михайлов. 

Можно ли по этим данным установить, кто виновен в совершении 

преступления, если известно, что из четырех высказываний истинны а) ровно 

три; б) ровно два? 

18. Проверить правильность рассуждения средствами логики суждений: 

«Если бы он не пошел в кино, он не получил бы двойки. Если бы он 

подготовил домашнее задание, то он не пошел бы в кино. Он получил двойку. 

Значит, он не подготовил домашнее задание».  

19. Иванов и Петров подозреваются в совершении убийства. В ходе следствия 

допросили четырех свидетелей, которые последовательно дали следующие 

показания: «Иванов не виновен», «Петров не виновен», «Из двух первых 
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показаний по крайней мере одно истинно», «Показания третьего свидетеля 

ложны». Четвертый свидетель оказался прав. Кто виновен? 

20. В одном городе было совершено ограбление квартиры. Подозрение пало 

на двух известных воров – Иванова и Петрова. Кроме того, были найдены три 

свидетеля, которые заявили: «Это они сделали вместе», «Ограбление 

совершил Иванов, Петров в этом не участвовал», «Если Петров совершил 

ограбление, то Иванов тоже принимал в этом участие». Какой вывод можно 

сделать из показаний свидетелей, если они все дали ложные показания? 

21. Браун, Джонс и Смит обвиняются в подделке сведений о подлежащих  

налоговому обложению доходах. Они дают под присягой такие показания: 

Браун: Джонс виновен, а Смит нет. 

Джонс: Если Браун виновен, то виновен и Смит. 

Смит: Я невиновен, но хотя бы один из них двоих виновен. 

Ответьте на следующие вопросы: 1) Совместны ли показания всех троих (т.е. 

могут ли они быть верны одновременно)? 2) Показания одного из 

обвиняемых следуют из показаний другого; о чьих показаниях идет речь? 3) 

Если все трое невиновны, то кто совершил лжесвидетельство? 4) 

Предполагая, что показания всех трех обвиняемых верны, укажите, кто 

невиновен, а кто виновен. 5) Если невиновный говорит истину, а виновный 

лжет, то кто невиновен, а кто виновен. 

 

Ответы 

 

1.1) И; 3) Л; 4) И; 6) И; 7) Л. 2.1) Сегодня буду писать отчет или буду 

отдыхать; 2) На улице идет дождь и я буду отдыхать; 3) Сегодня не буду 

писать отчет и буду отдыхать; 4) На улице идет дождь и сегодня я буду 

отдыхать; 5) Сегодня буду писать отчет или сегодня я не буду отдыхать, 6) На 

улице не идет дождь или сегодня я буду писать отчет; 7) Если на улице идет 

дождь, то я буду отдыхать или писать отчет; 8) Сегодня буду отдыхать тогда 

и только тогда, когда будет дождь и буду писать отчет. 4. 1) Если лето жаркое 

или дождливое, то я поеду в отпуск. Если я поеду в отпуск, то лето жаркое и 

дождливое. 2) Если фигура ромб и прямоугольник, то фигура 

параллелограмм. Если фигура ромб или прямоугольник, то фигура 

параллелограмм. 3) Если сегодня не светит солнце или сегодня сыро, то я 

поеду на дачу. Если я поеду на дачу, то сегодня светит солнце и сегодня не 

сыро.    5. А: 5 кратно 3, В: 12 кратно 3; АВ =И; 2) А: 2 < 4, В: 4 < 6; АВ=И; 

3) А: 2∙3 = 6 , В: 35:4 = 2;  АВ=Л;  4) А: 8-простое число, В: 8 не делится на  7;  

АВ=Л; 5) А: число 113 простое, В: число113 составное; АВ=И. 6. 1) И; 2) И; 

3) И; 4) И; 5)Л; 6) Л; 7) И; 8) И; 9) И; 10) Л.           
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7. 

P Q 1) 2) 3) 4) 

И И И И Л И 

И Л Л И И И 

Л И И И И И 

Л Л И И И И 

 

 

 

 

 

10. 1) А=И, В=Л; 2) А=Л, В=И (указание: перебрать все возможные значения А 

и В). 11. Ложь, если А=И и В=И. Истина, если А=Л, а В=И или если А=Л и 

В=Л. 12. 1) Да, истина; 2) Нет; 3) Да, истина; 4) Да, истина; 5) Нет; 6) Да, 

ложь. 13. 1) Нет; 2) Да; 3) Да. 15. 1) Логическое следование не имеет места;  

2) Логическое следование не имеет места; 3) Логическое следование имеет 

место.  16. Рассуждение правильно.   17. (а) Нельзя (в этом случае виновен 

или Викторов, или Костин); (б) Можно, виновен Михайлов. 18. Следование 

имеет место, рассуждение правильное. 19. Оба виновны. 20. Ограбление 

совершил Петров. 21. 1) Да; 2) Показания Смита следуют из показаний 

Брауна; 3) Браун и Смит лгут; 4) Браун и Смит невиновны, а Джонс виновен; 

5) Браун и Смит виновны, а Джонс невиновен. 

      

3. ОСНОВЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ 

 

3.1 Понятие множества. Операции над множествами 

 

     Понятие множества в математике есть одно из самых простых, 

первоначальных и общих, как например, понятие точки в геометрии, поэтому 

его точное определение, как ни странно, дать непросто. Основатель теории 

множеств немецкий математик и философ Георг Кантор писал: «Под 

множеством я понимаю вообще всякое многое, которое можно мыслить как 

единое». Иначе говоря, множество – любая совокупность определенных и 

различимых между собой объектов, рассматриваемых как единое целое. Это 

может быть множество парт в аудитории, множество студентов 1 курса 

юрфака, множество звезд на небе и т.д. Существенными в понятии множества 

являются следующие признаки: 

1. Для каждого объекта можно сказать, принадлежит ли он данному 

множеству или нет.  

2. В множестве не может быть двух или более одинаковых объектов. 

3. Все объекты множества рассматриваются в совокупности, а от свойств 

отдельных объектов абстрагируются. 

P Q R 5) 6) 

И И И И И 

И И Л Л И 

И Л И Л И 

И Л Л Л Л 

Л И И И Л 

Л И Л И И 

Л Л И И И 

Л Л Л И И 
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     Множества обозначаются заглавными буквами латинского алфавита: A, B, 

C, D, …Для числовых множеств приняты специальные обозначения: N – 

множество натуральных чисел, Z –  множество целых чисел, Q –  множество 

рациональных чисел, R –  множество действительных чисел. Объекты, 

входящие в данное множество, называют его элементами и обозначают x, y, 

a, b,…Если x – элемент А, то пишут хА, если нет, то пишут х  А. 

Существуют два способа задания множества. 

1. Перечислительный, который заключается в простом перечислении всех 

его элементов через запятую в фигурных скобках. Например, если А –  

множество дней недели, то А={понедельник, вторник, среда, четверг, 

пятница, суббота, воскресенье}.  

2. Характеристический, который применяется, когда множество содержит 

большое или бесконечное число элементов.  

     Например, N={1,2,3,4,…}, Z={0,1,-1,2,-2,3,-3,…} содержат бесконечное 

число элементов, и мы их никогда все не перечислим. Поэтому применяется 

такой способ A={x| признак}. Пример из п.1 тогда запишется так: A={x| х – 

день недели}. Запишем так множество рациональных чисел Q={x| p/q, pZ, 

qN}. Отдельно выделяется множество, не содержащее ни одного элемента, 

которое обозначается ∅ и  называется пустым. 

                          

Подмножество. Множества равные и равносильные 

 

     Множество В называется подмножеством множества А, если каждый 

элемент множества В является элементом множества А. Обозначается: BA. 

Если обозначать множества кругами, то включение BA изображено ниже: 

 
Говорят, что имеем отношение включения (множества В во множество А). 

Имеют место следующие включения: АA и ∅A.   

      Пример 1. Для числовых множеств N,Z,Q,R имеет место следующая 

цепочка включений NZQR. 
     При решении каждой конкретной задачи всегда имеется множество, явно 

или неявно заданное, за пределы которого мы заведомо  выйти не можем. 

Такое множество называется универсальным множеством или универсумом и 

обозначается U. Все участвующие в задаче множества являются 

подмножествами универсума. 
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     Множества, состоящие из одних и тех же элементов, называются равными, 

и  это обозначается так: А=В. Например, А={2,3} и B={x| 0652  xx }. Если  

BA и ВА, то подмножество В называется собственным. 

     Соответствие между элементами множеств А и В называется взаимно 

однозначным, если каждому элементу множества А соответствует один и 

только один элемент множества В и обратно, если каждому элементу 

множества В соответствует один и только один элемент множества А. 

Например, А={1,2,3,…,33} и B={a,б, в,…, я}. Тогда взаимно однозначное 

соответствие таково: каждой букве русского алфавита ставится в 

соответствие ее номер и наоборот.   

     Множества А и В называются равносильными, если между их элементами 

можно установить взаимно однозначное соответствие и это обозначается так: 

А ~ В. 

 

3.2 Операции над множествами 

 

   1. Пересечением двух данных множеств А и В называется новое множество 

С, содержащее те и только те элементы, которые принадлежат как множеству 

А, так и множеству В. Обозначается: А∩В=С, ∩ – знак пересечения; или 

А∩В={х|xА и хВ}. Если А∩В=∅, то А и В называются 

непересекающимися; в противном случае множества А и В пересекающиеся. 

      Пример 1.  1)Если А={1,2,3,7,8,9,в};B={0,3,8,9,10,а,в,}, то А∩В={3,8,9,в}.  

2) Пусть А – множество студентов юридического факультета КГУ, а В –  

множество мужского населения г. Казани, тогда А∩В –  множество юношей 

юридического факультета. 

      Операции над множествами, содержащиеся в каком-либо универсуме U 

можно проиллюстрировать кругами Эйлера, которые еще называют 

диаграммами Венна. Обычно универсум изображается прямоугольником 

(точнее точками прямоугольника), а множества изображаются фигурами (как 

правило, кругами). Множество, получаемое в результате пересечения  А и В, 

изображено на следующем рисунке черным цветом: 
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Из рисунка видно, что справедливы следующие включения: А∩ВА, А∩ВВ. 

С использованием конъюнкции, соответствующей союзу «и», операцию 

пересечения множеств можно записать так:  А∩В={х|(xА) (хВ)}.     

     2. Объединением двух данных множеств А и В называется новое 

множество С, содержащее те и только те элементы, которые принадлежат 

хотя бы одному множеству А или В. Обозначается: АUВ=С, U - знак 

объединения; АUВ={х|xА или хВ}.  

Пример 2. 1) Если А= {1,3,7,8,а}, В= {0,3,5,7,а,в}, то АUВ={0,1,3,5,7,8,а,в}.  

2) Пусть А – множество всех книг, находящихся в данный момент в научной 

библиотеке им. Лобачевского, а В –  множество всех книг, находящихся в 

данный момент на руках у читателей, тогда АUВ –  множество книг, 

составляющих фонд библиотеки. 

На кругах Эйлера объединение выглядит так:     

 

Из рисунка видно, что справедливы следующие включения: ААUВ, 

ВАUВ. С использованием дизъюнкции, соответствующей союзу «или», 

операцию объединения множеств можно записать так:  

АUВ={х|(xА) (хВ)}.     

     3. Разностью множеств А и В называется новое множество С, содержащее 

те и только те элементы множества А, которые не содержатся в множестве В. 

Обозначение: А\В =С; \ - знак разности; или А\В={х|х∈А и х∉В}. 

Пример 3. 1) Если А= {1,3,7,8,а,в}, В= {0,3,5,7,а}, то А\В ={1,8,в}.  

2) Если А – множество уголовных и административных правонарушений, В – 

множество уголовных правонарушений, то  А\В – множество 

административных правонарушений.  

На  следующем рисунке разность А\В  выделена черным цветом: 
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Из рисунка видно, что А\ВА. Если ВА, то разность А\В называется 

дополнением множества В до множества А. Дополнение множества А в 

универсальном множестве U называется абсолютным дополнением и 

обозначается . 

 

Свойства операций над множествами 

 

  1.  = А. 

  2. АUВ=ВUА, А∩В=В∩А –  коммутативность. 

  3. АU(ВUС)=(АUВ)UС, А∩(В∩С)=(А∩В)∩С –  ассоциативность. 

  4. А∩(ВUС)=(А∩В)U(А∩С), АU(В∩С)=(АUВ)∩(АUС) –  дистрибутивность. 

  5.   =  U ,   =  ∩   – законы де Моргана. 

  6. АUА=А, А∩А=А. 

  7. А∩U =А, А∩∅=∅. 

  8. АUU=U, АU∅=А. 

  9. А∩  =∅,   АU   =U. 

  10. АU(А∩В)=А, А∩(АUВ)=А – законы поглощения. 

      Проведем аналогию между операциями над множествами и логическими 

операциями. Уподобим отношение принадлежности элемента х множеству А 

следующим образом: высказывание х∈А будем считать истинным, а 

высказывание х∉А ложным. Тогда согласно сделанным замечаниям  операция 

пересечения множеств А∩В получит свое представление как конъюнкция 

АВ, операция объединения множеств АUВ будет интерпретироваться как 

дизъюнкция АВ. Разность множеств А\В изобразится как отрицание 

импликации  ВА , так как х∈А\В тогда и только тогда, когда х∈А, но х ∉В. 

Высказывание ВА  также является истинным, если А=И, В=Л и ложным во 
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всех остальных случаях. Абсолютное дополнение  А    представляется как 

отрицание А. Действительно, если х∉А, то х∈ А ,  и если х∈А, то х∉ А .  

     После того, как мы установили взаимосвязь между операциями над 

множествами и логическими операциями, можно свойства операций над 

множествами перенести в  структуру математической логики (логики 

высказываний), и их справедливость следует из справедливости логических 

законов. В частности, свойства операций 1-10 являются аналогами основных 

логических равносильностей из п. 2.3. Рассмотрим более сложное равенство 

множеств. 

     Пример 4. Доказать, что   = АU(  \А). 

Предложенное равенство будет представлено в логике высказываний как 

равносильность формулы: ВА  А АВ  . Составим таблицу истинности 

для левой и правой частей формулы (недостающие столбцы восстановите 

самостоятельно) 

 

А В ВА   А АВ   

И И И И 

И Л И И 

Л И Л Л 

Л Л И И 

Мы видим, что столбцы, соответствующие левой и правой частям тождества, 

имеют одинаковые истинностные значения, следовательно, равносильность 

имеет место, и равенство множеств  доказано. Можно доказать данное 

равенство на кругах Эйлера (проделайте это самостоятельно).  

 

3.3 Декартово произведение двух множеств 

 

     Декартовым произведением (его также называют прямым произведением) 

множеств А и В называется множество упорядоченных пар вида (а,b), где 

а∈А, b∈В. Обозначается оно так: АВ={(a,b) | aA, bB}. Если множество А 

содержит n элементов, а В – m элементов, то декартово произведение АВ 

содержит nm пар вида (а,b), если же хотя бы одно из множеств А или В 

бесконечно, то декартово произведение АВ содержит бесконечное 

множество пар. Декартово произведение множества А на себя называется 

декартовым квадратом и обозначается: АА=А
2
. 

     Пример 1. Пусть А={а,b}, В={1,3,5,7}, тогда   

АВ={(а,1),(а,3),(а,5),(а,7),(b,1),(b,3),(b,5),(b,7)}, а   

ВА= {(1,а),(3,а),(5,а),(7,а),(1,b),(3,b),(5,b),(7,b)}.  Как видно АВ ≠ВА, если 

А≠В. 
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     Множество RR= R
2 

–  множество точек  плоскости, точнее, множество 

пар чисел (а,b), где а,b∈R являются координатами точек плоскости, на 

которой задана декартова прямоугольная система координат. 

     Пример 2. Пусть А={х|1<х<3}, В={у|-1≤у≤2}. Изобразить на 

координатной плоскости декартово произведение АВ.  

     Решение. Множество точек плоскости, абсциссы которых принадлежат 

отрезку [1;3], есть вертикальная полоса между точками (1,0) и (3,0), а 

множество точек, у которых ординаты принадлежат отрезку [-1;2] 

расположено внутри горизонтальной полосы между точками (0,-1) и (0,2). 

Поэтому пересечение этих полос (заштрихованный на рисунке 

прямоугольник) и будет изображением АВ. Обратите внимание, что строгим 

знакам неравенства в множестве А на рисунке соответствуют пунктирные 

линии, а нестрогим знакам неравенства в множестве В на рисунке 

соответствуют сплошные линии.    

  

 

у 

х 

 

3.4  Понятие соответствия множеств 

 

     Рассмотрим пример из грамматики. Пусть А={веселый, задумчивая, 

хорошее, серьезный}, В={студент, девушка, окно}. Между элементами а∈А и 

b∈В можно рассмотреть соответствие «слово а согласуется со словом b по 

родовому признаку». Чтобы задать это соответствие составим все пары (а,b), 

после чего выделим те пары, в которых слова а и b согласуются в роде. Всего 

таких пар 12, это будет декартово произведение АВ={(веселый, студент), 

(веселый, девушка), (веселый, окно), (задумчивая, студент), (задумчивая, 

девушка), (задумчивая, окно), (хорошее, студент), (хорошее, девушка), 
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(хорошее, окно), (серьезный, студент), (серьезный, девушка), (серьезный, 

окно)}. Таким образом мы задали соответствие «согласовано в роде» между 

элементами множеств А и В, указав курсивом подмножество R= {(веселый, 

студент), (задумчивая, девушка), (хорошее, окно), (серьезный, студент)}. 

      Аналогичным образом можно задать любое соответствие между 

некоторыми множествами А и В. Для этого нужно взять множество всех пар 

(а,b), где а∈А, b∈В (декартово произведение), и отметить в нем подмножество 

R, состоящее из пар элементов, для которых данное соответствие имеет 

место. Дадим теперь строгие определения. 

     Соответствием R между множествами А и В называется подмножество R 

декартова произведения АВ:  RАВ.      Множество А называют областью 

отправления данного соответствия, а множество В –  его областью 

прибытия. 

     Для наглядного изображения соответствий применяются графы. Для этого 

элементы каждого из множеств А и В изображают точками на плоскости, 

после чего проводят стрелки от а к b, если (а, b) принадлежит соответствию. 

Например, изобразим соответствие «юноша а дружит с девушкой b».  

                    

                              А                                                 В 

                           Ваня                                             Оля 

                             

                           Петя                                             Наташа 

                     

                           Володя 

  

                           Игорь                                           Таня 

     Многие соответствия обозначаются специальными знаками, 

поставленными между элементами. Например, соответствие «прямая а 

параллельна прямой b» обозначают а||b. Точно также знаком = обозначают 

соответствие «равенство», знаком > – соответствие «больше». В общем виде 

пишется  аRb, чтобы обозначить, что элементы а и b находятся в соответствии 

R. 

     Пусть R – соответствие между множествами Х и Y. Образом элемента а∈Х 

называется множество R(а) всех у∈Y, таких, что аRу. Прообразом элемента 

b∈Y при этом соответствии называется множество R
-1

(b) элементов х∈Х – 

таких, что хRb. В приведенном примере R(Ваня)= {Наташа, Таня}; 

R(Володя)= {Наташа}; R(Петя)= ∅; R(Игорь)=∅; R
-1

(Наташа)= {Ваня, 

Володя}; R
-1

 (Оля)= ∅; R-1
(Таня)= {Ваня}. 

     Если множества Х и Y конечны и соответствие между ними изображено 

графом, то R(а) состоит из концов всех стрелок, начинающихся в точке а, а R
-
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1
(b) – из начал всех стрелок, оканчивающихся в точке b. Любому 

подмножеству АХ соответствует его образ R(А) в Y. Этот образ является 

объединением образов всех элементов из А.   

     Образ всего множества Х при соответствии R называется множеством 

(или областью) значений соответствия R и обозначается R(Х). Если 

соответствие задано графом, то R(Х) состоит из концов всех стрелок графа. 

      Так же любому подмножеству ВY соответствует его прообраз  

R
-1

(В) – объединение прообразов всех  элементов из В. Прообраз всего 

множества Y при соответствии R называется областью определения этого 

соответствия и обозначается R
-1

(Y). Если соответствие задано графом, то 

областью определения соответствия R является множество начал всех 

стрелок. В приведенном примере R
-1

(Y)= {Ваня, Володя}, а R(Х)= {Наташа, 

Таня}. 

 

Упражнения 

 

 1. Пусть имеем числовые множества: N –  натуральных чисел; P – множество 

чисел, делящихся только на 1 и на само себя (простых чисел); K – множество 

чисел, кратных семи (делящихся на семь). Запишите, каким множествам 

принадлежат следующие числа: 23; 65; 9; 342; 343; 19; 34; 68; 154. 

2. Известно, что xR. Найдите множество решений каждого из уравнений: 

а) 3х + 5 = 2(х+1); б) х
2
 - 3х - 4 = 0;в) х

2
 + 6 = 2; г) 2(х + 2) = 3х;  

д) х
2
 + 2х - 4 = 0; е) х - 3 = х + 2. 

3.  Прочтите записи и перечислите элементы каждого из множеств: 

A = {x| x ∈N, x < 5}; D = {x| x ∈Z, −5< x ≤ 2}; E = {x |x ∈Z, −3 ≤ x ≤ 2}. 

4. Установите, какое из подмножеств А или В является подмножеством 

другого множества, если: 1) А={1; 2; 3; ... 10}, В={2; 4; 6 ;8}; 2) А={2; 4; 6; 8; 

10}, В - множество чисел первого десятка; 3) А – множество четных 

однозначных чисел, В - множество однозначных чисел, кратных 4; 4) А- 

множество двузначных натуральных чисел, В - множество четных 

двузначных чисел; 5)А=N, D=No; 6) A=N, B=Z; 7) A=R, B=Z. 

5. Пусть А – множество прямоугольников, В –  множество ромбов, С –  

множество квадратов. Докажите: 1) С⊆В; 2) С⊆А. 

6. Пусть А= {225; 165; 144; 24}. Составьте подмножество В множества А, 

которое состоит из чисел: 1) делящихся на 5; 2) делящихся на 3; 3) делящихся 

на 12; 4) делящихся на 24; 5) делящихся на 7. 

7. Заданы множества: А={3,5,7,а,с}; В={а,р,с,3,5,6,7}; С={а,3,с,7}. 

Расположите их так, чтобы каждое из них было подмножеством следующего 

за ним. 

8.  Пусть А – множество всех натуральных делителей числа 18; В –  

множество всех натуральных делителей числа 24. Найти: 1) множество общих 

делителей чисел 18 и 24; 2) самый большой общий делитель. 
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9. Найдите пересечение и объединение множества А различных букв, 

входящих в слово “педагогика”, и множества В различных букв, входящих в 

слово “математика”. 

10. Пусть даны множества А, В, С. Найдите А∩В, А∩С, В∩С, А∪В, А∪C, В∪С, 

если: 

1) А={2; 3; 8; 9}, В={16; 18; 20}, C=N; 2) A=N, B={-2; -1; 0; 1; 2}, C={3; 5; 7}; 

3) A={3; 4; 5; ...}, B=N, C={-1; 0; 1; 2}; 4) A={21; 22; ...; 26}, B={3; 5}, C=N. 

11. Заданы множества А={1,2,3,5,а,с}, В={1,2,3,р,а}, С={5,с}. Какие из 

приведенных соотношений: 1) ВА,2) СА, 3) А\В=С, 4) А∩В=С, 5) А∩С=С 

верны?  

12. Найти пересечение и объединение множеств:1) [3; 4] и [2; 6]; 2) (-1; 3) и (-

4; 2]; 3) (-2; 1] и [-2; 0); 4) (-∞; 3) и (-1; ∞); 5) A=[-2; 3], B=(1; 5]; 6) A=[-1; 4], 

B=[1; 2); 7) A=(-∞; 2), B=[-3; ∞).  (Указание. Для решения использовать 

числовую прямую). 

13.  Дано: А={2;3;4}, B={3; 6}, C=N. Найдите результат следующих 

операций: 

1) А∩(В∪С); 2)А∪(В∩С); 3)(А∪В)∩С; 4)(А∩С)∪(А∩В). 

14.   Дано: A={1; 2; 3}, B={2; 4}, C=[2; 8]. Найдите результат следующих 

операций: 

1) А∩(В∪С); 2)А∪(В∩С); 3)(А∪В)∩С; 4)(А∩С)∪(А∩В). 

15.  Найдите результаты операций для каждой тройки множеств А, В, С: 

1) А∪(В∩С); 2) (А∩В)∩С; 3) А∩(В∪С); 4) (А∩В)∪С, если 

а) А=(0;2], В=[-1; 3], С=(-3; 6); б) А=(-3; 6), В=[0; 4), С=[2; 7]. 

16.   Найти разности А\В и В\А множеств А и В, если: 1) А={1; 2; 3; ...; 10}, 

B={5; 6; ...; 12}; 2) А – множество натуральных делителей числа 18; В – 

множество натуральных делителей числа 24; 3) А – множество правильных 

многоугольников, В – множество прямоугольников; 4) A={x|x∈R, 2≤x≤6}, 

B={ x|x∈R, 3≤x≤7}; 5) A={x|x∈R, 1<x≤4}, B={x|x∈R, 2<x≤8}; 6) A={x|x∈R, 

0<x<2}, B={ x|x∈R, 1<x≤3}. 

 17. Найти дополнение множества В до множества А, если 1) А=N, B={2; 4; 6; 

...2n; ...}; 2) A=Z, B=N; 3) A={x|x∈R, 2≤x≤6}, B={x| x∈R, 3<x≤5};4) A={x|x∈R, 

1<x≤4}, B={ x|x∈R, 2≤x≤4}; 5) A=(-∞; 5], B=(0; 1]; 6) A=[3; ∞), B=[5; 6]; 7) 

A=N0={0,1,2,3,…}, B=N. 

18. Постройте круги Эйлера для множеств А, В, С и укажите 

характеристическое свойство элементов множества А∩В∩С, если: 1) А – 

множество правильных многоугольников, В – множество треугольников, С – 

множество четырехугольников; 2) А – множество параллелограммов, В – 

множество прямоугольников, С – множество четырехугольников; 3) А – 
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множество прямоугольных треугольников, В – множество равнобедренных 

треугольников, С – множество равносторонних треугольников; 4) А – 

множество прямоугольных треугольников, В – множество равнобедренных 

треугольников, С – множество треугольников. В каждом из случаев выделите 

на чертеже область, изображающую множество А∩В∩С. 

19.  Для множеств А, В, С  общего положения (т.е. А∩В∩С≠∅) на диаграмме 

Эйлера изобразить множества 

1) (А∪С)\В; 2) (А\С)∪В; 3) (А∩В)\С; 4) (А∪В)∩С. 

20. На кругах Эйлера показать справедливость основных свойств операций 

над множествами. Для каждого свойства изобразить левую и правую часть 

равенства и убедится, что они изображаются одинаковыми фигурами на 

кругах Эйлера. 

21.  Доказать равенство множеств, используя логику высказываний, а затем 

проверить их с помощью кругов Эйлера 

1) ВАВВА  )( ; 2) А ∪В∪В= А ∪В; 3)  )()( СВСВ U;  

4) ((А ∪ А )∩В∩С)∪ В ∪С =U; 5) (А\В)U(А∩В)=А. 

22.  Запишите все двузначные числа, цифры десятков которых принадлежат 

множеству А={5; 6; 7}, а цифры единиц множеству В={1; 2}. 

23. Напишите все правильные дроби, числители которых выбираются из 

множества А={5; 6}, а знаменатели из множества В={7; 8; 9}. 

24. Для множеств А={3; 4} и B={a; b} составьте декартовы произведения 

АВ и BA. 

25. Для множеств А={–1; 5} и B={k; l; m} составьте декартовы произведения 

АВ и BA. 

26. Найдите множества А и В, если АВ ={(c,a), (c,y), (т,a), (т,y), (o,a), (o,y), 

(л,а), (л,у)}. 

27. Найдите декартово произведение множеств А и В, изобразите их 

элементы на координатной плоскости, если: 1)  A=[–1; 3],B=[2; 4]; 2) =[2; 4], 

B=(–1; 2]; 3) A=[–1; 2], B={2}; 4) A=[–1; 1), B=[–2; 3]; 5) A=(–1; 1), B=(1;3);  

6) A=Z, B=[2; 5]; 7) A=R, B=[–2; 1). 

28. Найдите декартово произведение множеств АВ и ВА, а также их 

пересечение, изобразите их элементы на координатной плоскости, если:  

1) A={3}, B=(2; 5); 2) A=[–1; 1), B=[–2; 3]; 3) A=(–3; 2], B=[–1; 4]; 4) A=[–1; 1], 

B=(–2; 3);5) A=Z, B=[2; 5]. 

29.  Пусть Х – множество углов 
оооооо 180,15,120,140,32,45 654321   , Y={острый, прямой, тупой, 

развернутый}. Зададим соответствие R так: aRb, если угол aX принадлежит 

типу b из Y. 1) Построить граф данного соответствия; 2) найти R( 1 ), R( 4 ), 

R( 6 ), R
-1

(острый), R
-1

(тупой), R
-1

(прямой). 
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Ответы 

 

1. 23∈N; 23∈P; 65∈N; 9∈N; 342∈N; 343∈N; 343∈K; 19∈N; 19∈P; 34∈N; 68∈N; 

154∈N; 154∈K; 9∈N; 342∈N; 343∈N; 343∈K; 19∈N; 19∈P. 2. а)A={-3};б)B={-1; 

4};в) С=∅; г)D={6}; д) E = { 51 };е)M=∅.  3. А={1; 2; 3;4}; D={-4;-3;-2;-1;0; 

1; 2} ; E={-3;-2;-1;0;1;2}. 4. 1) В⊆А; 2) А⊆В; 3) В⊆А; 4) В⊆А; 5) А⊆В; 6) А⊆В; 

7) В⊆А. 6. 1) В={225; 165}; 2) В=A; 3) В={144; 24}; 4) В={144; 24}; 5) B=∅. 7. 

САВ. 8. 1) А∩В={1; 2; 3; 6}; 2) d=6. 9. А∩В={а; е; и; к}, А∪В ={м; а; т; е; к; 

п; д; г; о; и}. 10. 1) А∩В=∅, А∩С=A, В∩С=B, А∪В={2; 3; 8; 9;16;18;20}, 

А∪C=C, В∪С=C; 2) А∩В={1;2}, А∩С=C, В∩С=∅, А∪В={-2; -1; 0; 1; 2;3;4;…}, 

А∪C=A, В∪С=={-2; -1; 0; 1; 2;3;5;7};3) А∩В=A, А∩С=∅, В∩С={1;2}, А∪В=N, 

А∪C={-1; 0; 1; 2; 3;4;5…}, В∪С={-1; 0; 1; 2; 3;4;5…}; 4) А∩В=∅, А∩С=A, 

В∩С=B, А∪В={3; 5; 21; 22; ...; 26}, А∪C=C, В∪С=C; 11. 2); 3); 5). 12. 1) [3; 4] и 

[2; 6];  2) (-1; 2] и (-4; 3); 3) (-2; 0) и [-2; 1]; 5) А∪В=[-2;5], А∩В=(1;3]; 6) 

А∪В=A, А∩В=B; 7) А∪В=R, А∩В=[-3;2). 

 13. 1) А; 2) А; 3) {2;3;4;6}; 4) А. 14. 1) {2; 3}; 2) {1;2;3}. 15. . Для пункта (a) 1) 

А∪(В∩С)=[-1;3]; 2) (А∩В)∩С=(0;2]; 3) А∩(В∪С) =(0;2] ;4) (А∩В)∪С=(-3;6). Для 

пункта (б) 1) А∪(В∩С) =(-3; 6), 2) (А∩В)∩С=[2;4); 3) А∩(В∪С) =[0;6); 4) 

(А∩В)∪С=[0;7]. 16. 1) А\В={1;2;3;4} и В\А={11;12};  2)  А\В={9} и 

В\А={4;8;12}; 3) А\В=A и В\А=B;  4) А\В=[2;3) и В\А=(6;7]; 5) А\В=(1;2] и 

В\А=(4;8]; 6) А\В=(0;1] и В\А=[2;3]. 17. 1) {1;3;5;7…;(2) {0;-1;-2;-3…}; (3) 

[2;3)∪(5;6];  (4) (1;2) (5) (-∞;0]∪(1;5]; (6) [3;5)∪(6; ∞]; (7) {0}.18. 1) А∩В∩С=∅, 

(2) А∩В∩С=B, (3) А∩В∩С=∅, (4) А∩В∩С - множество прямоугольных 

равнобедренных треугольников.  
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19.              1)                                                                       2)                   

 
                    3)                                                                      4) 

 
22. 51, 52, 61, 62, 71, 72. 23. 5/7, 5/8, 5/9, 6/7, 6/8=3/4, 6/9=2/3.24. АВ={(3,a), 

(3,b), (4,a), (4,b)};BA={(a,3), (a,4), (b,3), (b,4)}.25. АВ=={(-1,k), (-1,l), (-1,m), 

(5,k), (5,l), (5,m)}; BA={(k,-1), (l,-1), (m,-1), (k,5), (l,5), (m,5)}.26. А={c; т; о; 

л} и B={a; у}. 29. 2) R( 1 )=острый, R( 4 )=тупой, R( 6 )=развернутый,  

R
-1

(острый)={ 521 ,,  }, R
-1

(тупой)={ 43 , }, R
-1

(прямой)= ∅. 

 

4. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

 

4.1  Комбинаторика 

 

     Раздел математики, в котором рассматриваются различные комбинации 

элементов множества (или множеств), а также способы подсчета их числа, 

называется комбинаторикой. Первые комбинаторные задачи были связаны с 

азартными играми: картами, костями, «орлянкой». Наиболее любопытные 

игроки интересовались, например, тем, сколькими способами можно 

выбросить данное количество очков, бросая 2 или 3 кости или сколькими 

способами можно получить двух тузов при раздаче карт. Основы 
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теоретических положений комбинаторики были разработаны французскими 

учеными Б. Паскалем и П. Ферма в XVII в. Дальнейшее развитие 

комбинаторика получила в работах Я. Бернулли, Г. Лейбница, Л. Эйлера и др.  

 

Правило суммы и произведения 

 

     Большинство комбинаторных задач может быть решено с помощью этих 

основных правил.  

1.Правило суммы для выбора 2 объектов. Если объект А можно выбрать n 

способами, а объект В – другими m способами, то выбор «или А, или В» 

можно осуществить n+m способами. При использовании правила суммы 

необходимо помнить, что множество способов выбора объекта А и  

множество способов выбора объекта В не должно иметь общей части. 

     Пример 1. Преступник может проникнуть в квартиру либо через входную 

дверь, либо через окно. Число способов проникновения через дверь равно 4, 

число способов проникновения через окно равно 3. Сколько всего существует 

способов проникновения в квартиру? 

     Решение. Так как число способов проникновения через окно и через дверь 

различны и одновременно через дверь и окно проникнуть нельзя, то мы 

можем воспользоваться правилом суммы и тогда количество различных 

способов проникновения в квартиру будет равно 4+3=7. 

Обобщение этого правила звучит так.  

2.Правило суммы для выбора m объектов. Если объект А1 можно выбрать 

n1 способами, объект А2 –  другими n2 способами, …,  объект Аm –  nm 

способами, отличными от всех предыдущих, то выбор  «или А1, или А2 , … 

или Аm» можно осуществить n1+n2+…+nm способами.  

3.Правило произведения для выбора 2 объектов. Если объект А можно 

выбрать n способами и после этого при любом выборе объекта А объект В 

можно выбрать другими m способами, то выбор пары объектов (А,В) можно 

осуществить nm способами. 

     Пример 2. Во взводе 25 курсантов. Сколько существует способов 

назначения командира взвода и его заместителя? 

     Решение. Число способов выбора командира взвода равно 25, после этого 

остается 24 курсанта, из которых может быть назначен заместитель 

командира взвода. По правилу произведения количество способов назначения 

пары курсантов на указанные должности равно 25·24=600.  

4.Правило произведения для выбора m объектов. Если объект А1 можно 

выбрать n1 способами, после каждого такого выбора объект А2 можно 

выбрать  другими n2 способами, …,  объект Аm можно выбрать  nm способами, 

отличными от всех предыдущих, то выбор всех элементов (А1, А2 … ,Аm) 

можно осуществить n1· n2·…· nm способами. 

     Пример 2. Из Казани в Набережные Челны можно добраться автобусом, 

поездом, на машине, по воде метеором (4 способа). Из Набережных Челнов в 
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Нижнекамск можно добраться автобусом, на машине, по воде метеором (3 

способа). Из Нижнекамска до совхоза «Нижнекамский» можно доехать на 

машине или дойти пешком (2 способа). Сколько существует различных 

способов, чтобы доехать из Казани до совхоза «Нижнекамский»? 

      Решение. Рассмотрим схему: 

           4 способа                  3 способа                      2 способа  

                                                                                                     совхоз 

  Казань            Набережные             Нижнекамск                  «Нижнекамский»     

                            Челны                                                    

Путь из Казани в Нижнекамск состоит из двух частей: первый из Казани в 

Набережные Челны, второй из Набережных Челнов  в   Нижнекамск, и 

каждый выбор первого способа с каждым выбором второго дает новую 

комбинацию, поэтому число различных способов попасть из Казани в 

Нижнекамск равно 4·3=12. Чтобы из Казани доехать до совхоза 

«Нижнекамский», нужно доехать до Нижнекамска (это 12 способов) и 

каждый из них с двумя путями из Нижнекамска в совхоз дает новую 

комбинацию, поэтому общее число способов выбора маршрута из Казани в 

совхоз «Нижнекамский» равно 4·3·2=24. В этом состоит правило умножения 

в комбинаторике. 

      Пусть имеется основное n-элементное множество Q={а1,а2,…,аn}. Из  его 

элементов будем составлять подмножества по k элементов в каждом двух 

типов: с учетом порядка следования элементов и без учета порядка 

следования. 

      Пример 3. Из цифр 1,2,3,4 составить а) различные трехзначные числа (все 

цифры в числе различны), б) различные произведения из трех разных 

сомножителей.  

      Решение. а) Числа 234 и 324 различны, поэтому порядок следования здесь 

учитывается. Следовательно, различных трехзначных чисел будет 24: 123, 

132, 124, 142, 134, 143, 213, 231, 214, 241, 234, 243, 312, 321, 314, 341, 324, 

342, 412, 421, 413, 431, 423, 432.  б) Если же из чисел 1,2,3,4 составляются 

различные произведения по три сомножителя в каждом, то 2·3·4=3·2·4 и 

порядок следования множителей в произведении не имеет значения, т.е. это 

подмножества без учета порядка. Всего различных произведений будет 4: 

1·2·3, 1·2·4, 1·3·4, 2·3·4. 

      Множества с учетом порядка называют размещениями, а  без учета 

порядка –  сочетаниями. 

      Размещением из n элементов по k (0≤k≤n) в каждо, называется любое 

упорядоченное подмножество (аi1,ai2,…,aik) основного n-элементного 

множества  Q={а1,а2,…,аn}, содержащее k элементов.  Число различных 

размещений из n элементов по k элементов обозначается так: 
k

nА . Два 

размещения различны, если они отличаются друг от друга либо составом 

элементов, либо порядком их расположения. 



 - 45 - 

      Подсчитаем число всех размещений n-элементного множества. Первый 

элемент размещения аi1 можно выбрать n способами, второй элемент ai2, 

когда первый выбран, можно выбрать n-1 способом и т.д., последний aik n-k+1 

одним способом, тогда по правилу умножения  получаем формулу для 

вычисления числа размещений из n по k: )1)...(2)(1(  knnnnАk

n .  (1) 

     Перед рассмотрением других формул дадим такое определение. 

Произведение последовательных натуральных чисел от 1 до n называется «эн 

факториал» и обозначается так: .)1(...21! nnn   Формально считают, что 

0!=1. 

     Размещение из n элементов по n элементов в каждом называется 

перестановкой из n элементов и обозначается nР . Число перестановок из n 

элементов равно !12...)1( nnnAР n

nn  . С использованием понятия 

«эн факториал» формула для k

nА  может быть записана в виде: 

    

 )1)...(2)(1( knnnnАk

n

)!(

!

12...)1)((

12...)1)()(1)...(2)(1(

kn

n

knkn

knknknnnn







 , т.е. 

)!(

!

kn

n
Аk

n


 .    (2) 

     Сочетанием из n элементов по k (0≤k≤n)  в каждом называется любое 

подмножество {аi1,ai2,…,aik} основного n-элементного множества 

Q={а1,а2,…,аn} без учета порядка, содержащее k элементов. Число различных 

сочетаний из n элементов по k обозначается 
k

nС . Любые два сочетания 

отличаются друг от друга хотя бы одним элементом (т.е. отличаются только 

составом элементов). 

      Из каждого сочетания, содержащего k элементов, можно составить 

столько различных размещений, сколько возможно различных перестановок 

из k элементов, т.е. kР , поэтому k

k

n

k

n РCA  , откуда 
k

k

nk

n
P

A
C   или 

)!(!

!

knk

n
C k

n


 .   (3) 

      Для чисел 
k

nС  (они называются биномиальными коэффициентами) 

справедливы следующие тождества: 1) 
kn

n

k

n CС  ;  

2)  10

nn CС
nn

nC 2...  ;  3) 1

11



  k

n

k

n

k

n CCС ; 4) 10  n

nn CС . 

      Пример 4. 1) Сколькими способами могут быть распределены три 

призовых места среди 16 соревнующихся? 

      Решение. Из элементов основного множества Q в котором 16 элементов 

формируются подмножества по 3 элемента в каждом с учетом порядка (места 
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призовые: 1-е, 2-е, 3-е), т.е. размещения. Применяя формулу (1), получим 

33601415163

16 А , т.е. места могут быть распределены 3360 способами. 

2) Владимир хочет пригласить в гости троих из семи своих лучших друзей. 

Сколькими способами он может выбрать приглашенных друзей? 

      Решение. Так как для Владимира важен только состав гостей (порядок 

роли не играет), то имеют место сочетания из 7 по 3. Число способов выбора 

можно найти по формуле сочетаний 35
321

5673

7 



C . 

3) В вазе стоят 9 красных и 7 розовых гвоздик. Сколькими способами можно 

выбрать из нее: а) 3 гвоздики; б) 6 гвоздик одного цвета; в) 4 красных и 3 

розовых гвоздики? 

      Решение: а) Так как порядок выбора цветов не имеет значения, то 

выбрать 3 гвоздики из вазы, в которой стоят 16 гвоздик, можно 
3

16C  

способами. По формуле сочетаний находим 560
321

1415163

16 



C способов. 

    б)  Выбрать 6 гвоздик красного цвета можно 846

9 C  способами, а 6 гвоздик 

розового цвета 76

7 C способами. По правилу сложения выбрать 6 гвоздик 

одного цвета (красных или розовых) можно 917846

7

6

9 СC  способом. 

   в)  Выбрать 4 красных из 9 имеющихся можно 4

9C способами, а 3 розовых из 

имеющихся 7 можно 
3

7C  способами. Поэтому букет из 4 красных и 3 розовых 

гвоздик можно составить по правилу умножения 4410
!4!3

!7

!5!4

!93

7

4

9 





СC  

способами. 

 

4.2 Случайные события. Вероятность 

 

     Трудно найти такую сферу человеческой деятельности, в которой не 

использовались бы вероятностно-статистические методы. Они применяются 

практически во всех областях науки, в экономике, военном деле, технике, 

медицине, юридической практике, криминалистике и т.д. Эти методы 

базируются на понятиях случайного события и вероятности. Окружающий 

нас мир пронизан явлениями, которые носят случайный характер. Мы 

встречаемся с ними, наблюдая состояние атмосферы, физические эксперимен-

ты, производственные процессы, общественно-политические ситуации и т.п. 

Результаты многих наблюдений нельзя предсказать однозначно, их исход 

связан не только с основными условиями, но и второстепенными факторами. 

Существует принципиальная разница  в методах учета основных факторов, 

определяющих, в главных чертах, течение явления, и вторичных, 

второстепенных факторов, влияющих на течение явления в качестве 

«возмущений». 
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     Такие методы и разрабатываются в теории вероятностей, предметом 

которой являются закономерности, наблюдаемые в случайных явлениях. 

Например, если анализировать статистику рождения детей, то при 

увеличении числа рассмотренных фактов рождения доля родившихся 

мальчиков будет постепенно стабилизироваться, приближаясь к числу 0,516. 

Такое свойство «устойчивости частот» обнаруживается при исследовании 

любого другого массового явления. Математические законы теории 

вероятностей – отражение реальных законов, объективно существующих в 

массовых случайных явлениях природы и общества. Методы теории 

вероятностей не дают возможности предсказать исход отдельного случайного 

явления, но дают возможность предсказать средний суммарный результат 

массы однородных случайных явлений. 

     Опытом (испытанием) называется  всякое осуществление определенного 

комплекса условий или действий, при которых наблюдается соответствующее 

явление. 

     Под случайным событием в теории вероятностей  понимают всякий факт, 

который в результате опыта может произойти или не произойти. Случайные 

события обозначаются так: А,В,С,… . Например, А –  попадание в цель при 

выстреле; В –  выздоровление больного в клинике; С – фиксация испытуемым 

светового сигнала. 

     Событие называется достоверным, если оно обязательно наступит в 

результате данного опыта и обозначается U. Например, выпадение не более 6 

очков при бросании игральной кости. 

     Событие называется невозможным, если оно заведомо не произойдет в 

результате проведения опыта и обозначается ∅. Например выпадение 8 

очков при бросании игральной кости. 

     Два события называются несовместными, если появление одного из них 

исключает появление другого события в одном и том же опыте. Например, 

выпадение орла и решки при однократном бросании монеты или попадание и 

промах при одном выстреле. При изменении условий опыта события могут 

стать совместными. Так при бросании двух монет на одной может выпасть 

орел, на другой – решка.  

     События А1,А2,…,Аn называются попарно-несовместными, если любые два 

из них несовместны. 

     События А1,А2,…,Аn, образуют полную группу, если они попарно-

несовместны и в результате каждого опыта происходит одно и только одно из 

них. 

     Несколько событий называются равновозможными, если ни одно из них не 

является объективно более возможным чем другие (т.е. все события имеют 

равные «шансы»).  

     Пусть производится опыт с n равновозможными исходами, образующими 

полную группу несовместных событий. Такие исходы называются 
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элементарными исходами (событиями), случаями, шансами. Случай, который 

приводит к наступлению события А, называется благоприятным ему. 

     Вероятностью события А (обозначается Р(А)) называется отношение 

числа m(А) случаев, благоприятных событию А, к общему числу n случаев, т.е 

n

Am
АР

)(
)(  . Эта формула известна как классическое определение 

вероятности. Отсюда следуют свойства вероятности: 1) 0 ≤ Р(А) ≤ 1; 2) 

Р(∅)=0; 3) Р(U) = 1.  

     Пример 1. 1) Монета подбрасывается два раза. Найти вероятность того, 

что выпадут и решка, и орел. 

     Решение. Обозначим событие, состоящее в выпадении орла через О, 

решки через Р. Испытанием здесь является двукратное подбрасывание 

монеты. Всего может быть 4 исхода: OO, РР, ОР, РО, поэтому п = 4. Событие 

А, состоящее в выпадении и орла и решки, имеет два благоприятных исхода: 

РО и ОР. Следовательно, т(А) = 2, п = 4 и 5,0
4

2
)( АР .  

2) В лотерее разыгрывается 1000 билетов. Их них 15 выигрывают по 50 000 

руб., 25 — по 10 000 руб., 60 — по 5000 руб. Играющий приобрел один билет. 

Какова вероятность выиграть не менее 10 000 руб.? 

     Решение. Испытание состоит в выборе наугад одного билета из 1000. 

Поэтому число всех равновозможных исходов равно п = 1000. Пусть событие 

А состоит в том, что участник лотереи приобрел билет, который выигрывает 

либо 50 000, либо 10 000 рублей. Число всех таких билетов по правилу 

сложения равно m(А)=15+25= 40. Поэтому 04,0
1000

40
)( АР . 

3) Студент Иванов подготовил к экзамену 20 вопросов из 25. 

Экзаменационный билет содержит три вопроса. Какова вероятность того, что 

два из них Иванов знает, а один нет?  

     Решение. Пусть событие А – студент знает 2 вопроса из 3 предложенных. 

Число всех исходов n= 3

25C . Для нахождения числа m(А) исходов, 

благоприятных событию А, надо перебрать все возможные пары вопросов из 

20 подготовленных Ивановым. Таких комбинаций будет 
2

20C . Затем каждую 

такую пару дополнить до 3 вопросов одним из 5 неподготовленных 

Ивановым, число которых равно 
1

5C . Таким образом, по правилу умножения 

m(А)= 
1

5C
2

20C , отсюда  41,0
13800

5700

232425

319205
)(

3

25

2

20

1

5 








С

СС
АР . 

     Не всякий опыт может быть сведен к системе случаев. Пусть,  например, 

игральная кость несимметрична, тогда какая-то грань будет выпадать чаще 

других (условие равновозможности событий не выполняется). Тем не менее, и 

в этом случае для каждой грани существует своя определенная степень 

объективной возможности ее появления. 
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     Относительной частотой события А называется отношение числа 

опытов, в которых появилось событие А, к общему числу опытов: 

n

Am
Аw

)(
)(  , где m(A) –  число появлений события А, n – общее число 

опытов. Частота меняется от одной группы опытов к другой. Но наблюдения 

позволили установить, что относительная частота обладает свойством 

статистической устойчивости: в различных сериях многочисленных 

испытаний она принимает значения, достаточно близкие к некоторой 

постоянной. Эту постоянную и считают вероятностью данного события. 

     Статистической вероятностью события называется число, около 

которого группируются значения относительной частоты данного события в 

различных сериях большого числа испытаний. Как и в случае классического 

определения вероятности, справедливы свойства: 1) значение вероятности 

заключено между нулем и единицей; 2) вероятность невозможного события 

равна нулю; 3) вероятность достоверного события равна единице. 

     Каждое массовое явление обладает определенной характеристикой, 

выражающей степень возможности его осуществления и называемой 

вероятностью. Вероятность является теоретической характеристикой 

исследуемого факта; она заключена в самой природе явления. Человечество 

имеет дело практически с частотой происходящих событий. Но при большом 

количестве исследуемых фактов относительная частота очень близка к 

вероятности. А именно, имеет место 

      Теорема Бернулли. При достаточно большом числе опытов 

вероятность события, заключающегося в том, что разность между 

частотой события и его вероятностью становится сколь угодно малой, 

неограниченно приближается к единице.  

В этом случае говорят, что имеет место сходимость по вероятности. Данная 

теорема связана с законом больших чисел, согласно которому при очень 

большом числе случайных явлений средний их результат перестает быть 

случайным и может быть предсказан с большой степенью определенности. 

Именно поэтому возможно статистическое определение вероятности. Частота 

–  это характеристика, в которой «проявляется», «высвечивается» 

вероятность. 

 

4.3 Основные теоремы теории вероятностей 

 

     Суммой двух событий называется событие, состоящее в появлении хотя бы 

одного из них. Например, если событие А –  попадание в цель при первом 

выстреле, событие В –  попадание в цель при втором выстреле, то событие С 

= А+В есть попадание в цель вообще, безразлично при каком выстреле: при 

первом, при втором или при обоих вместе. Аналогично суммой нескольких 

событий называется событие, состоящее в появлении хотя бы одного из них. 
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     Произведением двух событий А и В называется событие С, состоящее в 

совместном появлении события А и события В. Например, событие А –  

появление дамы при вынимании карты из колоды, В –  появление карты 

пиковой масти, то событие С = АВ есть появление пиковой дамы.  

     Событие А   называется противоположным для А, если оно выполняется 

тогда и только тогда, когда не выполняется событие А. Например, если А – 

попадание в мишень при одном выстреле, A  – промах при одном выстреле в 

мишень; А –  сдача экзамена, A  –  несдача экзамена. 

     При вычислении вероятностей удобно бывает представлять сложные 

события в виде комбинации более простых событий, применяя операции 

сложения, умножения, а также противоположное событие. Пусть, например, 

по мишени производятся три выстрела и рассматриваются следующие 

элементарные события: А1 –  попадание при первом выстреле, А2 – попадание 

при втором выстреле , А3  – попадание при третьем выстреле. И если сложное 

событие В состоит в том, что в результате этих трех выстрелов будет только 

одно попадание, то это событие выразится в виде:  

В= А1 A 2 A 3+ A 1А2 A 3+ A 1 A 2А3. 

Свойства операций над событиями 

1.  А =А. 

2. А+В = В+А,   АВ =ВА  – коммутативность. 

3. А+(В+С)= (А+В)+С,  А(В С)=(АВ) С – ассоциативность. 

4. А (В+С)=АВ+АС – дистрибутивность. 

5. ВААВ  , ВАВА   –  аналог законов де Моргана. 

6. А + А = А,  А А = А. 

7. А + ∅ = А, А∅ = ∅. 

8. А + U =U,  АU = А. 

9. А A = ∅, А+ A = U. 

Напомним, что в свойствах 7, 8, 9 U – достоверное событие, ∅ - 
невозможное событие. 

     Теорема 1. Если события А и В несовместны, то вероятность их суммы 

равна сумме их вероятностей 

Р(А + В) = Р(А) + Р(В).  (1)                 

     Доказательство. Пусть число всех исходов равно n. В число исходов, 

благоприятных событию А + В, входят все исходы, благоприятные событию 

А, и все исходы, благоприятные событию В. Так как события А и B не-

совместны, то случаев, благоприятных А и В вместе нет. Поэтому Р(А + В) = 

т(А) + т(В). Следовательно, 

P(A+B)=
n

Bm

n

Am

n

BAm )()()(



=P(A)+P(B), 
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что и требовалось доказать. Теорема легко обобщается на случай нескольких 

попарно несовместных событий. 

     Пример 1. В урне 8 белых, 5 синих и 2 красных шара. Какова вероятность 

того, что вынутый шар будет синего или красного цвета? 

     Решение. Пусть событие А состоит в том, что вынут синий шар, а событие 

В — вынут красный шар. Тогда Р(А) = 
15

5
, Р(В) = 

15

2
. Событие А + В означает, 

что вынут шар синего или красного цвета. Так как события А и В 

несовместны, то вероятность события А + В вычисляется по формуле (1)  

Р(А+В) = P(A)+P(B)= 
15

7

15

2

15

5
 . 

     Теорема 2. Справедлива формула 

P( A )=1 – P(A).  (2)                    

     Доказательство. Так как события А и A  несовместны, то по формуле  

Р(А+ A ) = Р(А) + Р( A ). 

С другой стороны, событие А + A  является достоверным, поэтому Р(А + A ) = 

1. Следовательно, Р(А) + Р( A ) = 1, отсюда Р( A ) = 1 – Р(А), что и требовалось 

доказать. 

     Пример 2. Один лотерейный билет выигрывает с вероятностью 0,0001. 

Какова вероятность того, что владелец одного билета ничего не выиграет? 

     Решение. Пусть событие А означает выигрыш. Тогда A  означает, что 

билет не выигрывает. По формуле (2) 

Р( A ) = 1 – 0,0001 = 0,9999. 

     Событие А называется зависимым от события В, если вероятность события 

А меняется в зависимости от того, произошло событие В или нет. Пусть, 

например, в урне пять шаров – два белых и три черных. Два человека 

извлекают из урны по одному шару. Рассмотрим события: А –  появление 

белого шара у первого человека, В –  появление белого шара у второго 

человека. Вероятность события А до того, как стало что-либо известно о 

событии В, равна 
5

2
 . Если стало известно, что событие В произошло, она 

стала равной 
4

1
. Так как эти вероятности не равны, заключаем, что событие А 

зависит от события В.    

     Условной вероятностью Р(А|В) называют вероятность события А, 

вычисленную в предположении, что произошло событие В. 

     Теорема 3. 

Р(А|В) = 
)(

)(

BP

ABP
 .  (3)    

  

     Доказательство. Напомним, что произведение АВ означает, что 

произошли оба события, А и В. Пусть испытание, в котором могут появиться 

события А и В, имеет п исходов. Число исходов, благоприятных событиям В и 

АВ, обозначим, как и выше, через т(В) и т(АВ) соответственно. Найдем 
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вероятность события А при условии, что произошло событие В, т.е. Р(А|В). По 

смыслу определения условной вероятности Р(А|В) мы учитываем только те 

исходы, в которых произошло событие В, поэтому число всех возможных 

исходов при вычислении этой вероятности будет т(В). Число же исходов, 

благоприятных в этой ситуации событию А, будет т(АВ). Поэтому 

n

ABm

Bm

ABm
BАР

)(

)(

)(
)|(  :

)(

)()(

BP

ABP

n

Bm
 . 

Теорема доказана.  

Отсюда получаем, что вероятность произведения двух событий равна 

произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого:  

Р(АВ) = Р(В)Р(А|В), Р(АВ) = Р(А)Р(В|А). Формулу (3) можно распространить 

на любое число событий. Например, для трех событий аналогичная формула 

выглядит следующим образом: Р(АВС) = Р(А)Р(В|А)Р(С|АВ). (4)       

     Пример 3. Из колоды карт выбирают две. Какова вероятность того, что 

будут вынуты 2 туза? 

     Решение. Пусть событие В состоит в том, что первая карта туз, а событие 

А – вторая карта туз. Нужно найти вероятность произведения АВ. По формуле 

(3) 

Р(АВ) = Р(В)Р(А|В) =
105

1

35

3

9

1
 .    

     Пример 4. Из одиннадцати карточек составлено слово 

 
Из них случайным образом выбирают поочередно четыре карточки и 

приставляют одну к другой. Какова вероятность того, что получится слово 

«дело»? 

     Решение. Введем события Д, Е, Л, О, состоящие в том, что первая 

выбранная буква – Д, вторая – Е, третья – Л и четвертая – О. Нам нужно 

найти вероятность произведения этих событий. Имеем:  

Р(ДЕЛО) = Р(Д) Р(Е|Д)Р(Л|ДЕ)Р(О|ДЕЛ)=
1980

1

8

1

9

2

10

2

11

1
 . 

    События А и В называются независимыми, если вероятность каждого из 

них не зависит от того, произошло другое событие или нет. Иными словами, 

события А и В независимы, если выполняются следующие условия: 

Р(А|В) = Р(А), Р(В|А)= Р(В). Поэтому формула произведения вероятностей 

принимает такой вид: Р(АВ) = Р(А)Р(В).                       

Итак, мы получили еще одну важную теорему. 

     Теорема 4. Вероятность произведения двух независимых событий равна 

произведению вероятностей этих событий. 

     Теорема 5. Вероятность суммы двух совместных событий равна сумме 

вероятностей этих событий без вероятности их совместного появления, 

т.е. Р(А+В)=Р(А)+Р(В) - Р(АВ). 

     Доказательство. Пусть n – общее число исходов,  m – число исходов, 

благоприятных событию А, k – исходов, благоприятных событию В, l – число 
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случаев, благоприятных и событию А, и событию В (т.е. произведению этих 

событий). Тогда  Р(А)=
n

m
 ,  Р(В)= 

n

k
 ,  Р(АВ)= 

n

l
 .  В сумме m+k дважды 

учтены исходы, благоприятные событию АВ, Поэтому число случаев, 

благоприятных событию А+В, будет m+k-l. Таким образом Р(А+В)= 

n

l

n

k

n

m

n

lkm



 = Р(А)+ Р(В) – Р(АВ).     

     Пример 5. Два стрелка независимо один от другого делают по одному 

выстрелу по одной и той же мишени. Вероятность поражения мишени 

первым стрелком равна 0,5, вторым – 0,6. Какова вероятность того, что ми-

шень будет поражена? 

     Решение. 1 способ. Пусть событие С – мишень поражена, событие А 

состоит в том, что мишень поразил первый стрелок, а событие В – в том, что 

мишень поразил второй стрелок. По условию Р(А) = 0,5 и Р(В) = 0,6. 

Рассмотрим противоположные события: A  — промах первого стрелка, B  — 

промах второго. Получаем Р( A ) = 1 – 0,5 = 0,5 и Р( B ) = 1 – 0,6 = 0,4. 

Произведение событий A B  означает промах обоих стрелков. По смыслу 

задачи события А и В являются независимыми, поэтому и противоположные 

события A  и B  также будут независимыми. Поэтому вероятность того, что 

оба стрелка промахнутся: Р( A B  ) = 0,5  0,4 = 0,2. Нас же интересует 

вероятность противоположного события, состоящего в том, что мишень 

поражена. Искомую вероятность мы находим по формуле  вероятности 

противоположного события: Р(С) = 1 – 0,2 = 0,8. 

2 способ. Событие С= А B + A В+АВ. Учитывая, что события А B , A В  и АВ 

несовместны, по теореме 1 имеем  

Р(С)= Р(А B )+Р( A В)+Р(АВ)= 0,5  0,4 +0,5  0,6 +0,5  0,6= 0,8. 

3 способ. Событие С есть сумма двух совместных событий А и В, поэтому по 

теореме 5 Р(С) = Р(А) + Р(В) – Р(АВ) = 0,5 + 0,6 – 0,5  0,6= 0,8. 

 

 

4.4 Схема испытаний Бернулли, формула Бернулли 

 

     Пусть проводится n независимых испытаний, в каждом из которых с одной 

и той же вероятностью  p может произойти событие А или  произойти 

противоположное событие A  с вероятностью q = 1 – p. Такого рода схема 

испытаний называется схемой Бернулли  Тогда вероятность того, что событие 

А наступит ровно k раз вычисляется по формуле Бернулли Pn(k) = Сn
k
p

k
q

n-k
. 

     Пример 1. Игральная кость бросается 10 раз. Найти вероятность того, что 

шестерка выпадет: а)  два раза; б) не более 8 раз; в) хотя бы один раз. 

     Решение. Проводится 10 независимых испытаний. Каждое испытание 

имеет два исхода: шестерка выпадает, шестерка не выпадает. Вероятность 

выпадения шестерки в каждом испытании постоянна и равна 1/6 , т.е р = 1/6 . 



 - 54 - 

Таким образом имеем дело со схемой Бернулли. Для нахождения искомых 

вероятностей применим формулу Бернулли. 

а) Здесь n = 10,  k = 2,  p = 1/6 ,  q = 1–1/6 = 5/6.  

Р10(2) = С10
2 (1/6)

2
(5/6)

10-2
 = 45 (1/36) (5/6)

8
 0,291. 

б) Искомая вероятность равна Р10(k 8) = Р10(0) + Р10(1) + Р10(2) + Р10(3) + 

Р10(4) + Р10(5) + Р10(6) + Р10(7) + Р10(8). Однако в этом случае проще найти 

вероятность противоположного события – шестерка выпадет более 8 раз, т.е. 

9 или 10 раз. Имеем: Р10(9) + Р10(10) = С10
9

(1/6)
9

(5/6)
1
 + С10

10
(1/6)

10
(5/6)

0
 = 

10 (5/6
10

) = 1  (1/6
10

) = 51/6
10

0,00000084. Тогда вероятность того, что 

шестерка выпадет не  более 8 раз, равна 1 – (Р10(9) + Р10(10)) = 1 – (51/6
10

) 

0,99999916. 

в) Искомую вероятность  можно найти так: Р10(k>0) = 1 – Р10(0) = 1 – 

C10
0

(1/6)
0

(5/6)
10

 = 1 – (5/6)
10

0,838. 

 

4.5 Случайные величины, основные понятия 

 

     Случайной величиной называется величина, которая в результате опыта 

может принимать определенное (но заранее неизвестное) значение. Например 

число студентов на занятии по математике есть дискретная случайная 

величина может быть 0,1,2,…,25 ( если в группе 25 студентов), но заранее 

неизвестно сколько их будет сегодня. Ошибка взвешивания на точных весах 

или скорость встречного автомобиля – непрерывная случайная величина. 

Случайные величины обозначаются буквами Х, У, Z,… . Запись Х = х 

означает, что случайная величина Х приняла значение х, запись Р(Х = х) 

означает вероятность того, что Х приняла значение х. 

     Законом распределения дискретной случайной величины называется 

перечень ее возможных значений и соответствующих им вероятностей. О 

случайной величине говорят, что она подчинена данному закону 

распределения. Простейшей формой задания этого закона является таблица, 

называемая рядом распределения, в которой перечислены все возможные 

значения случайной величины и соответствующие им вероятности 

 

xi x1 x2 … xn 

рi р1 р2 … рn 

 

Так как в каждом испытании случайная величина Х принимает одно и только 

одно возможное  значение, то события Х = х1, Х = х2, …, Х = хn образуют 

полную группу, значит сумма вероятностей равна единице:  

р1 + р2 + … + рn = 1. Графически ряд распределения изображают в виде 

многоугольника (или полигона) распределения 
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рi 

 xi  

      x1             x2                 . . .                      xn     

     Пример 1. Случайная величина Х принимает одно из четырех значений: 1, 

2, 3, 4, причем Р(Х =1)= 0,2, Р(Х =2) = 0,1 , Р(Х = 4) = 0,3.  

Найти 1) Р(Х=3); 2) Составить ряд распределения  и нарисовать 

многоугольник распределения вероятностей; 3) Найти Р(Х 2). 

     Решение. 1) Так как сумма вероятностей равна единице, то имеем:  

Р(Х=3)=1–Р(Х=1)–Р(Х=2)–Р(Х=4)= 1 – 0,2 – 0,1 – 0,3 = 0,4.  

2) Ряд распределения будет иметь вид: 

xi 1 2 3 4 

рi 0,2 0,1 0,4 0,3 

Многоугольник распределения имеет вид: 

 

3) Найдем вероятность Р(Х 2). Если Х>2, то  Х=3 или Х=4. Поэтому  

Р(Х 2) = Р(Х=3) + Р(Х = 4) = 0,4 + 0,3 = 0,7.  

 

4.6 Числовые характеристики случайной величины 

 

     Математическим ожиданием М(Х) случайной величины Х называется 

сумма произведений всех ее возможных  значений на соответствующие 

вероятности, т.е. М(Х) = х1р1 + х2р2 + … + хnрn . 

Математическое ожидание имеет прозрачный смысл. Пусть произведено N 

независимых опытов, в каждом из которых случайная величина Х принимает 

определенное значение. Например. Значение х1 появилось m1 раз, значение х2 

– m2 раз и т.д., значение хn – mn раз, очевидно, что m1 + m2 + …   + mn = N. 

Вычислим М*(Х) -  среднее арифметическое найденных значений случайной 

величины Х: 

М*(Х) = (x1m2 + x2m2 + … + xnmn)/N = x1  (m1/N)  + x2 (m2/N) + … + xn (mn/N). 

Но mi/N – относительная частота появления события Х  = xi в N испытаниях. 

При больших значениях N относительная частота примерно равна 

вероятности события Х = хi, то есть рi, поэтому М*(Х) =  x1  (m1/N)  + x2 (m2/N) 

+ … + xn (mn/N)  х1р1 + х2р2 + … + хnрn = М(Х). Таким образом, в серии из 
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большого количества испытаний среднее арифметическое полученных в этой 

серии значений случайной величины будет приближаться к ее 

математическому ожиданию. Этот факт имеет  важные следствия. 

 1) Математическое ожидание случайной величины, закон распределения 

которой нам неизвестен, можно оценить средним арифметическим  значений 

в достаточно большой серии ее последовательных испытаний. Более того, чем 

длиннее серия, тем точнее эта оценка.  

2) В практически интересных случаях серий испытаний можно оценивать 

наиболее вероятный результат, исходя из математического ожидания 

некоторой случайной величины. 

     Пример 1. Бросают два игральных кубика. Если полученная сумма больше 

10, то игрок выигрывает 10 копеек, в противном случае проигрывает 1 

копейку. Имеет ли смысл играть эту игру 12 000 000 партий? 

     Решение. Из 36 возможных исходов выпадения двух различимых кубиков 

в трех случаях выпадает благоприятствующая игроку сумма. Это значит, что 

10 копеек он выигрывает с вероятностью 1/12, а одну копейку проигрывает 

(выигрывает «минус» 1 копейку) с вероятностью 11/12. В таком случае М(Х) 

= 10 (1/12) + (–1) (11/12) = –1/12. Проигрывая в среднем 1/12 копейки за 

партию, за 12 000 000 партий игрок проиграет около 1 000 000 копеек, или 

10 000 рублей. 

     Пример 2. Предприниматель размышляет над тем, куда выгоднее вложить 

деньги – в киоск для торговли мороженым или в палатку для торговли 

хлебобулочными изделиями. Вложение средств в киоск с вероятностью 0,5 

обеспечивает годовую прибыль в 5000 долл., с вероятностью 0,2 – 10 000 

долл. и с вероятностью 0,3 – 3000 долл. Для палатки прогноз таков: 5500 

долл. с вероятностью 0,6, 5000 долл. с вероятностью 0,3 и 6500 долл. с 

вероятностью 0,1. В каком случае (для киоска или палатки) математическое 

ожидание годового дохода больше? 

     Решение. Для каждого из двух возможных решений годовая прибыль 

является случайной величиной. Обозначим эти величины X и Y, построим 

таблицы распределения 

xi 3000 5000 10000 

рi 0,3 0,5 0,2 

 

уi 5000 5500 6500 

рi 0,3 0,6 0,1 

 

Найдем математические ожидания.  

М(Х) = 3000  0,3 + 5000 0,5 + 10000 0,2 = 5400 долл.,  М(Y) = 5000 0,3 + 

5500 0,6 + 6500 0,1 = 5450 долл. Получается, что М(Y) > M(X), т.е. 

математическое ожидание для палатки больше. Значит, вложить деньги в 

палатку выгоднее.  
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     Математическое ожидание обозначает, какое значение случайная величина 

принимает «в среднем», однако случайные величины с равным 

математическим ожиданием могут существенно отличаться по степени 

близости к нему. 

Рассмотрим случайные величины Х и Y  

xi 99 101 

рi 0,5 0,5 

 

уi 0 200 

рi 0,5 0,5 

 

Нетрудно видеть, что М(Х) = М(Y) = 100. Но если для величины Х отклонение 

от 100 незначительно, то для величины Y оно весьма заметно. Если выбор 

между величинами Х и Y – это выбор между двумя альтернативными 

решениями, то Х – это более стабильный, предсказуемый результат, а Y – это 

в большей степени риск. Показателем «непредсказуемости» служит еще одна 

характеристика случайной величины, называемая дисперсией. 

      Дисперсией случайной величины называется математическое ожидание 

квадрата отклонения случайной величины от ее математического ожидания, 

т.е.  

D(Х) = M(X – M(X))
2
 =  (х1 – M(X))

2
 p1 + (x2 – M(X))

2
p2 + … + (xn – M(X))

2
pn. 

Дисперсия может быть вычислена по более простой формуле: D(X) = M(X
2
) – 

(M(X))
2
 = x1

2
p1 + x2

2
p2 + … + xn

2
pn – [M(X)]

2
. Дисперсия характеризует 

«рассеяние» случайной величины относительно ее среднего значения 

(математического ожидания). Иначе говоря, чем больше разброс значений xi, 

тем больше дисперсия, и наоборот. 

     Вычислим дисперсию приведенных выше случайных величин Х и Y:  

D(Х) = 99
2

0,5 + 101
2

0,5 – 100
2
 = 1, D(Y) = 0

2
0,5 + 200

2
0,5 – 100

2
 = 10 000.  

Как видно, D(Y) значительно больше D(Х), так как значения 0 и 200 гораздо 

«рассеяннее», чем 99 и 101.  

Среднеквадратическим отклонением случайной величины называется 

квадратный корень из дисперсии: )()( XDХ  . Для наглядной 

характеристики рассеяния удобнее пользоваться среднеквадратическим  

отклонением, т.к. его размерность совпадает с размерностью исследуемой 

случайной величины. 

 

Упражнения 

 

1. Составить различные размещения по два элемента из элементов 

множества Q={3,4,5} и подсчитать их число. 

2. Сколькими способами три награды (за 1, 2 и 3 места) могут быть 

распределены между 10 участниками соревнований? 
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3. Сколько имеется пятизначных чисел, все цифры у которых 

различны?  

4. Сколькими способами можно составить трехцветный полосатый 

флаг (три горизонтальные полосы), если имеется материя 5 различных 

цветов? 

5. Составить различные перестановки из элементов множества 

Q={5,8,9} и подсчитать их число. 

6. В комнате имеется 7 стульев. Сколькими способами можно 

разместить на них а) 7 гостей; б) 3 гостя? 

7. Студенты сдают 5 экзаменов, в том числе 2 экзамена по математике. 

Сколькими способами можно распределить экзамены так, чтобы 

экзамены по математике а) следовали один за другим; б) не следовали 

один за другим? 

8. Сколько различных «слов» можно получить, переставляя буквы в 

слове:  1) СОЛНЦЕ; 2) ТЕАТР; 3) ЛИЛИ; 4) SOS?  

9. Составить различные сочетания по два элемента  из элементов 

множества А={3,4,5} и подсчитать их число.  

10. Из группы в 20 человек выбирают троих дежурных. Сколькими 

способами это можно сделать?  

11. Группа шахматистов сыграла между собой 28 партий. Каждые два 

из них встречались между собой один раз. Сколько шахматистов 

участвовало в соревнованиях?  

12. Сколько различных аккордов можно взять на 10 выбранных 

клавишах рояля, если каждый аккорд может содержать от трех до десяти 

звуков? 

13. Собрание из 80 человек избирает председателя, секретаря и трех 

членов редакционной комиссии. Сколькими способами это можно 

сделать? 

14. Группа туристов из 12 юношей и 7 девушек выбирает по жребию 5 

человек для приготовления ужина. Сколько существует способов, при 

которых в «пятерку» попадут: 1) одни девушки; 2) 3 юноши и 2 девушки; 

3) 1 юноша и 4 девушки; 4) 5 юношей? 

15. В ящике 15 деталей, среди которых 6 бракованных. Наудачу 

выбирается комплект из 5 деталей. Сколько всего комплектов, в каждом 

из которых 2 детали бракованные? 

16. Сколькими способами можно составить трехцветный (три 

вертикальные полосы) полосатый флаг, если имеется материал красного, 
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желтого, зеленого и черного цветов, причем одна из полос должна быть 

зеленой? 

17. Сколькими способами можно сформировать железнодорожный 

состав из 9 вагонов так, чтобы 2-й и 4-й вагоны шли через один?  

18. Сколько трехзначных чисел можно составить из цифр 0,1,2,3,4, 

если: 1) цифры не могут повторяться; 2) цифры могут повторяться; 3) 

числа должны быть четными (цифры могут повторяться); 4) числа 

должны делиться на 5 (цифры не могут повторяться)? 

19. Шесть ящиков различных материалов доставляются на 5 этажей 

стройки. 1) Сколькими способами можно распределить материалы по 

этажам? 2) В скольких вариантах на пятый этаж будет доставлен какой- 

либо один и только один материал? 

20. Каждому из 8 школьников одного класса предложили в анкете 

написать имена 3 учеников, с которыми больше всего хотелось бы 

дружить. Определить число различных вариантов заполнения анкет.  

21. С помощью цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 закодируйте буквы А, В, Д, Е, Л, 

О, С, Т, Ь, заменив каждую букву какой-нибудь цифрой, и зашифруйте слово 

СЛЕДОВАТЕЛЬ. Каково число возможных вариантов кода? 

22. Однажды утром по улицам города N на высокой скорости пронеслась 

машина. Она сбила зазевавшегося поросенка и скрылась в неизвестном 

направлении. Возвращавшийся из ресторана житель Х заметил номер 

автомобиля. Но когда появилась милиция, он с перепугу вспомнил только, 

что номер четырехзначный, все цифры разные, причем первая цифра 1, а 

последняя 4. Сколько автомобилей должна проверить автоинспекция? 

23. В партии из ста деталей имеется 10 бракованных. Наудачу выбирают 4 

детали. 1) Сколькими способами можно это сделать? 2) Сколько будет 

четверок, не содержащих бракованных деталей?  

24. В урне содержится 5 белых и 4 черных шара. 1) Вынимается наудачу 

один шар. Найти вероятность того, что он белый. 2) Вынимаются наудачу два 

шара. Найти вероятность того, что: а) оба шара белые; б) хотя бы один из них 

черный. 

25. В коробке 5 синих, 4 красных и 3 зеленых карандаша. Наудачу 

вынимают 3 карандаша. Найти вероятность того, что: а) все они одного цвета; 

б) все они разных цветов; в) среди них 2 синих и 1 зеленый карандаш. 

26. Дано 6 карточек с буквами Н, М, И, Я, Л, О. Найти вероятность того, 

что: а) получится слово ЛОМ, если наугад одна за другой выбираются три 

карточки; б) получится слово МОЛНИЯ, если наугад одна за другой 

выбираются 6 карточек. 

27. Брошены две игральные кости. Найти вероятность того, что: а) сумма 

выпавших очков не превосходит 7; б) на обеих костях выпадает одинаковое 
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число очков; в) произведение выпавших очков делится на 4; г) хотя бы на 

одной кости выпадет 6 очков. 

28. Код домофона состоит из 8 цифр, которые могут повторяться. Какова 

вероятность того, что случайно набирая цифры, можно угадать нужный код? 

29. Наудачу взятый телефонный номер состоит из 6 цифр. Определить 

вероятность того, все 6 цифр различны. 

30. Имеется 6 изделий: 4 из них первого сорта и 2 второго. Наудачу взяли 3 

изделия. Найти вероятность того, что среди них только одно первого сорта.  

31. Среди 12 студентов 7 отличников. Из группы отобрано наудачу 5 

человек. Какова вероятность того, что среди них 3 отличника. 

32. Среди 20 изделий 3 дефектных. Случайно из них отобрано 4 изделия. 

Найти вероятность того, что а) все отобранные годны; б) число годных и 

дефектных одинаково. 

33. Каждый из двух стрелков делает по одному выстрелу в мишень. Пусть 

событие А –  первый стрелок попал в цель, событие В – второй стрелок попал 

в цель. Что означают события: а) А + В; б) А В; в) А .  

34. Из корзины, содержащей красные, желтые и белые розы выбирается 

один цветок. Пусть события А – вынута красная роза, В – вынута желтая роза, 

С – вынута белая роза. Что означают события: а) В + С ; б) А + В; в) А С;  

г) ВА ; д) А+В+С ; е) А В + С? 

35. Три студента независимо друг от друга решают задачу. Пусть событие 

А1- первый студент решил задачу, событие А2 – второй студент решил задачу, 

А3 – третий студент решил задачу. Выразить через события Аi  (i=1,2,3) 

следующие события: 1) А – все студенты решили задачу; 2) В – задачу решил 

только первый студент; 3) С – задачу решил хотя бы один студент; 4) D – 

задачу решил только один студент; 5) Е – с задачей не справился ни один 

студент; 6) F – задачу решило не более двух студентов. 

36. Только один из 9 ключей подходит к данному замку. Какова 

вероятность того, что придется опробовать 5 ключей для открывания замка? 

37. При включении зажигания двигатель начинает работать с вероятностью 

0,9. Какова вероятность того, что для запуска  двигателя придется включать 

зажигание не более  трех раз? 

38. Устройство содержит два независимо работающих элемента. 

Вероятности отказа элементов соответственно равны 0,05 и 0,08. Найти 

вероятность отказа устройства, если для этого достаточно, чтобы отказал хотя 

бы один элемент.  

39. Рабочий обслуживает 3 станка, работающих независимо друг от друга. 

Вероятность того, что за смену первый станок не потребует внимания 

рабочего, равна 0,9, второй – 0,8, третий – 0,75. Найти вероятность того, что 

за смену: а) только один станок потребует внимания; б) хотя бы один станок 

потребует внимания; в) только третий станок потребует внимания рабочего. 

40. Стрелок выстрелил 3 раза по удаляющейся мишени. Вероятность 

попадания в мишень при первом выстреле равна 0,7, а при каждом 
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следующем выстреле она уменьшается на 0,1. Найти вероятность попадания в 

мишень: а) хотя бы один раз; б) один раз; в) два раза. 

41. В задаче 35 известно, что Р(А1) = 0,9, Р(А2) = 0,8, Р(А3) = 0,5. Найти 

вероятности событий: А, В, С, D, E, F.  

42. По мишени произведено три выстрела. Вероятность попадания при 

каждом выстреле равна 0,7. Найти вероятность n попаданий в мишень, где n = 

0, 1, 2, 3. 

43. Монету бросают 5 раз. Найти вероятность того, что герб выпадет: а)  

менее двух раз; б) не менее двух раз. 

44. Два равносильных противника играют в шахматы. Что вероятнее: а) 

выиграть одну партию из двух или две партии из четырех; б) выиграть не 

менее двух партий из четырех или не менее трех партий из пяти? 

45. Отмечено, что в городе N в среднем 10 % заключенных браков в течение 

года заканчиваются разводом. Какова вероятность того, что из 8 случайно 

отобранных пар в течение года: а) ни одна пара не разведется; б) разведутся 2 

пары?  

46. Вероятность наступления события А в одном испытании равна 0,1. 

Какое минимальное число испытаний достаточно провести, чтобы с 

вероятностью, не меньшей 0,95, событие А наступило хотя бы один раз?  

47. Случайная величина  Х задана рядом распределения: 

xi -2 1 2 3 

рi 0,08 0,4 0,32 0,2 

 

1) Построить многоугольник распределения; 2) найти вероятности 

событий А = (Х<2); В = (1Х<3); С = (1<Х3); 3) найти М(Х); 4) найти D(Х). 

48. Случайная величина Y задана рядом распределения:  

 

уi 1,1 1,4 1,7 2,0 2,3 

рi 0,1 0,2 С 0,3 0,1 

 

1) Найти значение Р(Y = 1,7); 2) построить многоугольник распределения; 

3) найти вероятности Р(Y>1,4), P(1,4Y2,3); 4) найти М(Y); 5) найти D(Y). 

49. Закон распределения случайной величины X задан таблицей: 

xi 1 2 3 4 

рi 0,1 0,4 0,3 С 

 

 

Найти: 1) С, 2) М(Х), 3) D(Х), 4) Р(Х<3).  

Ответы 

 1.6. 2. 720. 3. 27 216.  4. 60. 5. 6. 6. а) 5040; б) 210. 7. а) 48; б) 72. 8. 1) 720; 2) 

60; 3) 6; 4) 3. 9. 3. 10. 1140. 11. 8. 12. 968. 13. 480800320
!75!3

!802

77

3

80

3

78

2

80 


 АССА . 
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14. 1) 21; 2) 4620; 3) 420; 4) 792. 15. 1260. 16. 18. 17. 70560. 18. 1) 48; 2) 100; 3) 

60; 4) 12. 19. 1) 5
6
; 2) 6 4

5
. 20. 35

8
. 21. 9! 22. 42. 23. 1) 39212254

100 С ; 2) 

33219604

96 С  24. 1) 
9

5
; 2) а) 

18

5
; б) 

18

13
. 25. а) 

44

3
; б) 

11

3
; в) 

22

3
. 26. а) 

120

1
; б) 

720

1
. 

27. а) 
12

7
; б) 

6

1
; в) 

6

5
; г) 

36

11
. 28. 10

-8
. 29. 0,512. 30. 0,2. 31. 0,442. 32. а) 0,491; б) 

0,084. 33. а) Хотя бы один попал в цель; б) оба стрелка попали в цель; в) 

первый стрелок попал, а второй промахнулся 34. а) Вынута желтая или белая 

роза; б) вынута красная или желтая роза; в) ∅; г) вынута белая роза; д) 

вынута роза любого цвета; е) вынута белая роза. 35. 1) А= А1А2А3; 

2) 321 АААВ  ; 3) С = А1 + А2 + А3; 4) D = 321 ААА + 321 ААА + 321 ААА ; 5) Е = 

321 ААА ; 6) F = 321 ААА + 321 ААА + 321 ААА + 321 ААА + 321 ААА + 321 ААА + 321 ААА = 

321 ААА   = А1 + А2 + А3 - А1 А2 А3 = 321 ААА . 36. 0,11.37. 0,999. 38. 0,126. 39. 

а) 0,18; б) 0,995;в) 0,05. 40. а) 0,94; б) 0,29; в) 0,44. 42. 0,027; 0,189; 0,441; 

0,343. 43. а) 
16

3
; б) 

16

13
. 44. а) Вероятнее выиграть одну партию из двух, так как 

Р2(1) = 
2

1
; Р4(2) = 

8

3
; б) вероятнее выиграть не менее двух партий из четырех, 

так как Р4(2) + Р4(3) + Р4(4) = 1 – (Р4(0) + Р4(1)) = 
16

11
; Р5(3) + Р5(4) + Р5(5) = 

16

8
. 45. а) 0,430; б) 0,149. 46. 29. 47. 2) Р(А) = 0,48, Р(В) = 0,72, Р(С) = 0,52; 3) 

1,48; 4) 1,6096. 48. 1) 0,3; 3) 0,7 и 0,9; 4) 1,73; 5) 0, 0121.  49. 1) 0,2; 2) 2,6; 3) 

0,84; 4) 0,5.  

 

 

5. ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ 

 

5.1 Выборка, таблица и полигон частот, гистограмма 

 

     Обычно полученные в результате наблюдений данные представляют собой 

набор чисел. Просматривая этот набор, как правило, трудно выявить какую-

либо закономерность. Поэтому данные подвергаются некоторой первичной 

обработке, целью которой является упрощение дальнейшего анализа. 

Рассмотрим подробно один из возможных способов. 

     Имеются данные, полученные в результате регистрации некоторой 

случайной величины –  набор чисел nххх ,..., 21  (отметим, что некоторые числа 

могут совпадать). Этот набор чисел называется выборкой. 

     Первый этап обработки выборки –  это составление вариационного ряда. 

Его получают так: среди всех чисел выборки отбирают различные и 

располагают их в порядке возрастания: mааа ,...,, 21 ,  где mааа  ...21 . 
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     Следующий этап обработки выборки –  составление дискретной таблицы 

частот: 

1а  2а  . . . 
mа  

1k  2k  
. . . 

mk  

nkn /11   nkn /22   . . . nkn mm /  

    Здесь n – число всех измерений (число чисел в выборке), ik - число 

измерений, в которых наблюдалось значение iа . Величины ik  называют 

частотами, а величины nkn ii /  – относительными частотами, при этом 

nkkk m  ...21 , 1...21  mnnn . 

Графической иллюстрацией дискретной таблицы является столбиковая 

диаграмма: 

 

                  1k          2k                . . .                 mk                

 
 

                  1а            2а                 . . .                 mа  

     В дискретной таблице частот частоты и относительные частоты 

пропорциональны. Поэтому при построении столбиковой диаграммы по 

вертикальной оси можно указывать значения либо частот (как на последнем 

рисунке), либо относительных частот –  визуальное восприятие от этого не 

зависит. Если соединить вершины вертикальных отрезков, показывающих 

величины частот, то получится ломаная, которая называется полигоном 

частот.               у 

х 
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     Пример 1. Пусть нашей задачей является выявление картины 

успеваемости студентов, сдавших экзамен по курсу «Логика». Курс 

прослушало 56 человек. Полученные на экзамене оценки представляют собой 

(в алфавитном порядке) следующий набор чисел:  

3,4,5,4,3,3,5,4,3,5,5,2,3,5,3,5,3,5,4,4,3,3,4,3,4,3,3,5,3,3,4,3,4,3,5,3,4,4,3,5,3,3,5,4, 

2,5,3,4,2,3,5,4,3,5,3,5.  

Это и есть исходные данные –  выборка. Числа, составляющие выборку, 

представляют собой реализацию случайной величины, которой является 

оценка на экзамене.  

Составление вариационного ряда не представляет сложности. Вот он: 2, 3, 4, 

5. Теперь надо подсчитать, сколько раз встречается каждая из оценок, и 

составить таблицу частот, которая выглядит следующим образом: 

 

2 3 4 5 

3 24 14 15 

05,0
56

3
  43,0

56

24
  

 

25,0
56

14
  27,0

56

15
  

 

Здесь в последней строке –  относительные частоты, получающиеся при 

делении частот на число измерений n=56, их сумма должна равняться 1. 

Действительно, 1
56

15

56

14

56

24

56

3
 (нужно брать только точные значения!). 

Начертим полигон частот: 

х 

                                       2       3        4       5 
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Если число различных значений в выборке велико, вычислять частоту 

каждого из них не имеет смысла. Например, если все значения в выборке 

различны, то при попытке составить дискретную таблицу получается вот что: 

 

1а  2а  . . . 
mа  

1 1 . . . 1 

n/1  n/1  . . . n/1  

 

Понятно, что такая таблица не добавляет наглядности и информативности. 

Поэтому поступают следующим образом. Весь промежуток изменения 

значений выборки (от минимального до максимального) разбивают на 

интервалы. После этого подсчитывают число значений из выборки, 

попадающих в каждый интервал (частоты), а затем относительные частоты. В 

результате получаем интервальную таблицу частот: 

 

],[ 21 bb  ],( 32 bb  . . . ],( 1mm bb  

1p  2p  
. . . 

mp  

npn /11   npn /22   . . . npn mm /  

 

Здесь n – число всех измерений, m – число интервалов, ip  – количество 

чисел, приходящихся на i-й интервал, npn ii /  – относительная частота 

попадания в i-й интервал. Интервалы должны быть одинаковой длины.                                        

Графической иллюстрацией интервальной таблицы частот является 

гистограмма. 

     Гистограмма представляет собой ступенчатую фигуру. Для ее построения 

вычисляют величину 12 bbh  , тогда основанием i-й ступеньки является 

интервал ],( 1ii bb , а высота этой ступеньки равна ip . Число интервалов m 

выбирают из соображений наглядности получающейся гистограммы, обычно 

m лежит в пределах от 2 до 20.  

       Пример 2. Студенты некоторой группы, состоящей из 25 человек, 

написали контрольную работу. Каждый студент набрал определенное 

количество баллов. Приведем эти баллы (в порядке алфавитного списка 

группы): 

75, 145, 150, 180, 125, 150, 150, 165, 95, 135, 130, 70, 130, 105, 135, 135, 

100,160, 60, 85, 120, 60, 145, 150, 135. Требуется построить интервальную 

таблицу частот и гистограмму. 

     Решение. Минимальное из приведенных чисел равно 60, а максимальное 

180. Таким образом, все значения лежат на отрезке [60; 180]. Разобьем этот 

отрезок, например на m=6 равных частей. После этого подсчитаем число 
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значений, попавших в каждый интервал: [60;80]: 4 значения, (80;100]: 3 

значения, (100;120]: 2 значения, (120;140]: 7 значений, (140;160]: 7 значений, 

(160;180]:2 значения. Построим теперь интервальную таблицу частот: 

 

 

[60;80] (80; 100] (100;120] (120;140] (140;160] (160;180] 

4 3 2 7 7 2 

16,0
25

4
  12,0

25

3
  08,0

25

2
  28,0

25

7
  28,0

25

7
  08,0

25

2
  

 

Соответствующая гистограмма выглядит следующим образом: 

y 

 
               60     80     100    120    140   160    180                                                      x 

 

На вертикальной оси проставлены частоты. При взгляде на полученную 

гистограмму можно сделать вывод о том, что большая часть группы 

подготовилась к контрольной работе на довольно высоком уровне (интервал 

(120; 180]). Другая часть, поменьше, подготовилась плохо (интервал [60; 

100]), и совсем маленькая группа получила промежуточные баллы ((100; 

120]). 

 

5.2 Числовые характеристики распределений 

 

Для экспериментальных данных, полученных при выборке, можно вычислять 

ряд числовых характеристик (мер). Познакомимся с некоторыми из них. 

1. Мода 
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Числовой характеристикой выборки, как правило, не требующей вычислений, 

является так называемая мода. Модой называется такое числовое значение, 

которое встречается в выборке наиболее часто и обозначается оно Мо. 

     Пример 1. В ряду значений (2, 6, 6, 8, 9, 9, 9, 10) модой является 9, потому 

что 9 встречается чаще любого другого числа. Обратите внимание, что мода 

представляет собой наиболее часто встречающееся значение (в данном 

примере это 9), а не частоту встречаемости этого значения (в данном примере 

равную 3). 

Моду находят согласно следующим правилам: 

1. В том случае, когда все значения в выборке встречаются одинаково часто, 

принято считать, что этот выборочный ряд не имеет моды. Например: 5, 5, 6, 

6, 7, 7 –  в этой выборке моды нет. 

2. Когда два соседних (смежных) значения имеют одинаковую частоту и их 

частота больше частот любых других значений, мода вычисляется как 

среднее арифметическое этих двух значений. 

     Пример 2. В выборке 1, 2, 2, 2, 5, 5, 5, 6 частоты рядом расположенных 

значений 2 и 5 совпадают и равняются 3. Эта частота больше, чем частота 

других значений (у которых она равна 1). Следовательно, модой этого ряда 

будет величина  .5,3
2

52



Мо  

3. Если два несмежных (не соседних) значения в выборке имеют равные 

частоты, которые больше частот любого другого значения, то выделяют две 

моды. Например, в ряду 10, 11, 11, 11, 12, 12, 13, 14, 14, 14, 17 модами 

являются значения 11 и 14. В таком случае говорят, что выборка является 

бимодальной. Могут существовать и так называемые мультимодальные 

распределения, имеющие более двух вершин (мод). Мода имеет широкое 

распространение в маркетинговой деятельности при изучении 

покупательского спроса, особенно при определении пользующихся 

наибольшим спросом размеров одежды и обуви, при регулировании ценовой 

политики. 

2. Медиана 

     Медиана определяется как величина, по отношению к которой, по крайней 

мере, 50% выборочных значений меньше неё и по крайней мере 50% –  

больше и обозначается она Md. Можно дать другое определение, сказав, что 

медиана – это значение, которое делит упорядоченное множество данных 

пополам. 

     Пример 3. Найти медиану выборки: 9, 3, 5, 8, 4, 11, 13. 

     Решение. Сначала упорядочим выборку по величинам входящих в нее 

значений (с этого надо начинать обязательно!). Получим: 3, 4, 5, 8, 9, 11, 13. 

Поскольку в выборке семь элементов, четвертый по порядку элемент будет 

иметь значение большее, чем первые три и меньшие чем последние три. 

Таким образом, медианой выборки будет четвертый элемент, т.е. Md =8. 

     Пример 4. Найти медиану выборки: 20, 9, 13, 1,4, 11. 
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     Решение. Упорядочим выборку: 1, 4, 9, 11, 13, 20. Поскольку здесь 

имеется четное число элементов, то существуют две «середины» –  9 и 11. В 

этом случае медиана определяется как среднее арифметическое этих 

значений, т.е. .10
2

119



Мd  

     Явления, происходящие в природе, обществе, человеке, очень сложны и 

разнообразны. Ученые изучают разные стороны этих явлений, причем каждая 

наука вырабатывает свои специфические методы исследования. Например, 

такое важное социальное явление, как преступность, изучают не только 

юристы, но и социологи, психологи, медики и т.д. Есть тут серьезная работа и 

для математиков. Их задача состоит, например, в том, чтобы подвергнуть 

математической обработке огромный статистический материал – отчеты 

органов внутренних дел и любые другие документы, содержащие различные 

числовые данные. Цель этой работы – выделить наиболее существенные 

сведения об интересующем нас явлении. Результаты обработки представляют 

в виде таблиц, графиков, диаграмм и различных числовых характеристик, 

которые называют параметрами. Важнейшее из них – среднее 

арифметическое. 

3. Среднее арифметическое 

Понятие среднего значения используется для описания разнообразных 

явлений природы и общественной жизни. Так, говорят о средней температуре 

воздуха, средней скорости движения, средней зарплате, средней 

продолжительности жизни и т.д. В науке и технике на основе 

взаимоотношений между средними величинами изучают и рассчитывают 

всевозможные проекты, в экономике – оптимальные планы, в общественной 

жизни – прогнозы общественно-политической ситуации. Например, во время 

предвыборной кампании службы по изучению общественного мнения 

составляют прогнозы, в которых оценивают шансы на успех различных 

кандидатов. Ясно, что провести опрос всех избирателей невозможно, поэтому 

проводят опрос небольшой части населения (выборки). По результатам 

опроса прогнозируют средние проценты популярности кандидатов у 

различных социальных групп и в разных регионах. Если обработка 

результатов опроса проведена математически грамотно, то выводы будут 

достаточно точно отражать реальную ситуацию. 

     Средней величиной выборки обычно называют среднее арифметическое 

(выборочное среднее), которое определяется так. Пусть nххх ,..., 21  – некоторые 

числа, составляющие выборку. Их средним арифметическим называется 

число 

  n

ххх
х n


...21
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     Пример 5. По сведениям автоинспекции, количество дорожных 

происшествий на улицах города N в первую декаду октября было таким: 6, 8, 

10, 7, 6,  11, 9, 8, 7, 11. 

Среднее арифметическое этих чисел 

3,8
10

1178911671086



х  показывает среднее число 

дорожных происшествий в день. 

В сводке за следующие 10 дней оказались такие данные: 0, 5, 7, 7,  12,  11,  14,  

13, 7, 6. Их среднее арифметическое равно 

2,8
10

67131411127750



х  

Мы видим, что средние значения (8,2 и 8,3) отличаются друг от друга 

значительно меньше, чем число происшествий за каждый день, которое 

принимает значения 0, 5, 6, ..., 14. Поэтому среднее число дорожных 

происшествий можно прогнозировать, причем достаточно точно. Этот факт 

подтверждается и отчетами ГАИ (а теперь ГИБДД) за много лет. Из них 

видно также, что чем больше срок, за который составляется отчетность 

(декада, месяц, квартал, год, пятилетка), тем средняя величина устойчивее. 

Иными словами, среднее число происшествий за декаду колеблется меньше, 

чем число происшествий за каждый день; среднее число происшествий за 

месяц колеблется еще меньше, и так далее. Описанное свойство средних 

представляет собой одно из проявлений закона Больших Чисел, открытого 

замечательным русским математиком П.Л. Чебышевым. 

     Пример 6. УВД города опубликовало сводку о числе правонарушений, 

совершенных подростками за первые 20 дней сентября: 8, 6, 13, 4, 13, 13, 12, 

9, 7, 6, 12, 14, 13, 12, 17, 6, 8, 12, 7, 12. По этим данным составлена следующая 

таблица частот: 

 

iх  4 6 7 8 9 12 13 14 17 

im

П\ 

1 3 2 2 1 5 4 1 1 

Здесь im  –  число дней с одним и тем же количеством правонарушений, iх  –

число правонарушений за день. Из таблицы видно, например, что был всего 1 

день, в течение которого произошло ровно 4 правонарушения; в течение трех 

дней было по 6 правонарушений и т.д. Заметим, что в первой строке числа 

расположены в порядке возрастания, а если сложить все числа второй строки, 

то получится общее число дней, т.е. 20. Согласно приведенным данным, 

среднее число правонарушений за один день будет 
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.2,10
20

1171144135121928273614

20

1714131313131212121212988776664









х

 

Таким образом, среднее арифметическое можно записать так: 

.
~...~~

2211

n

mхmхmх
х kk


       (1) 

Здесь kххх ~,...,~,~
21  –  различные среди заданных п чисел (расположенные в 

порядке возрастания), причем значение 1
~х  встречается 1m  раз, значение 2

~х  

встречается 2m  раз, и так далее, наконец, значение kх~
встречается km

 раз. При 

этом 
....21 nmmm k 
 

Таблицу предыдущего примера можно переписать так, чтобы в ней не 

содержалась информация о числе дней, в течение которых проводились 

наблюдения. Заменим в ней вторую строку на новую, которую составим так: 

вместо числа дней поставим долю, которую это число составляет от числа 

всех дней. Эта доля называется частотой. Так как число всех дней 20, то 1 

заменим на 1/20 = 0,05, 3 –  на 3/20 = 0,15 и т.д. В результате таблица примет 

следующий вид: 

 

iх~  4 6 7 8 9 12 13 14 17 

ip~  0,05 0,15 0,1 0,1 0,05 0,25 0,2 0,05 0,05 

 

Как и в предыдущей таблице, в первой строке указано число правонарушений 

за день, а во второй – соответствующая частота. Сумма чисел, стоящих во 

второй строке, равна единице. Это свойство следует из определения частоты. 

Используя понятие частоты, мы можем подсчитать среднее значение по 

формуле  .~~...~~~~
2211 kk рхрхрхх     (2) 

Вычислим среднее значение последней таблицы по формуле (2) 

.2,1005,01705,014

2,01325,01205,091,081,0715,0605,04



х

 

     Таким образом, среднее арифметическое х  равно сумме произведений 

чисел, находящихся друг под другом в первой и второй строках последней 

таблицы. Преимущество этой формулы, по сравнению с формулой (1), 

состоит в том, что ей можно пользоваться и в том случае, когда неизвестны 

величины kmmm ,...,, 21 и n, но известны значения частот. 

     Пример 7. В городе N каждому пассажиру междугородного автобуса 

вручают страховой полис на 50 000 руб., взимая за это 500 руб. Какова 
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средняя прибыль страховой компании от продажи одного полиса, если 

несчастные случаи (гибель пассажира) происходят в среднем с одним 

пассажиром из 10 000? Учтите, что по правилам страховых компаний города 

N страховка выплачивается только в случае гибели пассажира. 

     Решение. Прибыль может принимать два значения: 500 руб., если 

несчастного случая не произошло, и –49 500 руб. при автокатастрофе (знак 

«минус» означает, что компания терпит убыток). Прибыль –49 500 руб. 

рублей появляется в одном случае из 10 000, следовательно, частота этого 

значения прибыли равна 0,0001. Частота значения 500 руб. равна  

1–0,0001=0,9999. Получаем следующую таблицу: 

 

 

Прибыль 500 -49500 

Частота 0,9999 0,0001 

 

Среднее значение прибыли найдем по формуле (2): 

 х = 500•0,9999 + (–49500)•0,0001 = 499,95–4,95 = 495 руб. 

 

Упражнения 

 

1. Построить полигон частот по данному распределению выборки: 

а)  

iх
 

2 3 5 6 

in
 

10 15 5 20 

б)  

iх
 

15 20 25 30 35 

in
 

10 15 30 20 25 

 

2. Построить полигоны частот и относительных частот распределения.  

iх  1 3 5 7 9 

in
 

10 15 20 30 12 

Найти моду, медиану и среднее. 

 

3. Построить гистограммы частот и относительных частот распределения (в 

первом столбце указан частичный интервал, во втором – сумма частот 

вариант частичного интервала). 

а) 2 – 5        9    б) 150 – 155    3 

    5 – 8       10        155 – 160    5 

    8 – 11     25        160 – 165    8 

    11 – 14    6;        165 – 170    6 

                               170 – 175    2 
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4.  Дана выборка: 3, 1, 2, 1, 0, 4, 1, 4, 5, 6, 2, 5, 1, 0, 2, 3, 3, 3, 0,1. 

   1) Составить таблицы частот и относительных частот; 

   2)  Построить полигоны частот и относительных частот; 

   3)  Вычислить среднее, моду и медиану; 

   4)  Составить интервальные таблицы частот и относительных частот с 

шагом h = 2; 

   5)  Построить гистограмму. 

 

5.   В ИТК 400 заключенных. Из них в возрасте от 18 до 24 лет – 28 человек; 

от 24 до 30 лет – 48 человек; от 30 до 36 лет – 136; от 36 до 42 лет – 84; от 42 

до 48 лет – 40; от 48 до 54 лет – 32; от 54 до 60 лет – 24 и от 60 до 66 лет – 8. 

   1)  Построить интервальную таблицу относительных частот возрастного 

распределения заключенных, 

   2)  Построить гистограмму, 

   3)  Какие выводы вы могли бы сделать из полученных результатов? 

 

Ответы 

2.  Мо = 7; Мd = 5; х  =5,4.  

4. 1) 

iх
 

0 1 2 3 4 5 6 

in  3 5 3 4 2 2 1 

nni  0,15 0,25 0,15 0,2 0,1 0,1 0,05 

3) х  = 2,35;  Мо = 1; Мd = 2;   

 

4)  

[0; 2] (2; 4] (4; 6] 

0,55 0,3 0,15 
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