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ÓÄÊ 517.957 Î ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÈ �ÅØÅÍÈßÇÀÄÀ×È ÔÈËÜÒ�ÀÖÈÈ Ñ ÌÍÎ�ÎÇÍÀ×ÍÛÌÇÀÊÎÍÎÌ Â ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ Ñ�ÅÄÅÏ�È ÍÀËÈ×ÈÈ ÒÎ×Å×ÍÎ�Î ÈÑÒÎ×ÍÈÊÀÑ.Ñ. Àëåêñååâ, Î.À. ÇàäâîðíîâÀííîòàöèÿÑ�îðìóëèðîâàíà îáîáùåííàÿ çàäà÷à �èëüòðàöèè â íåîäíîðîäíîé îáëàñòè ïðè íàëè-÷èè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà äëÿ æèäêîñòè, ñëåäóþùåé ìíîãîçíà÷íîìó çàêîíó ñ ëèíåéíûìðîñòîì íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè èññëåäîâàíèè èñïîëüçîâàíî àääèòèâíîå âûäåëåíèå îñîáåí-íîñòè, ñâÿçàííîé ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ ïðàâîé ÷àñòè. Ïîëå äàâëåíèÿ èùåòñÿ â âèäå ñóììûèçâåñòíîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðîé ëèíåéíîé (àññîöèèðîâàííîé ñ èñõîäíîé) çàäà÷è ñ òî÷å÷-íûì èñòî÷íèêîì â ïðàâîé ÷àñòè è íåèçâåñòíîãî ¾äîáàâêà¿. Îòíîñèòåëüíî ¾äîáàâêà¿ çà-äà÷à ñâåäåíà ê âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó âòîðîãî ðîäà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ �èëüòðàöèÿ, ìíîãîçíà÷íûé çàêîí, íåîäíîðîäíàÿ ñðå-äà, òî÷å÷íûé èñòî÷íèê, âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî.ÂâåäåíèåÍàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îáîáùåííîé çàäà÷è, âîçíèêàþùåéïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè íåëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé �èëüòðàöèè íåñæè-ìàåìîé æèäêîñòè, ñëåäóþùåé ìíîãîçíà÷íîìó çàêîíó �èëüòðàöèè (ñì., íàïðèìåð,[1, 2℄), â ïðîèçâîëüíîé íåîäíîðîäíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðè íàëè÷èè òî÷å÷-íîãî èñòî÷íèêà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ çàêîí �èëüòðàöèè,èìååò ëèíåéíûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè. Íåîäíîðîäíîñòü ñðåäû ìîäåëèðóåòñÿ çà-âèñèìîñòüþ �èçè÷åñêîãî çàêîíà îò òî÷åê îáëàñòè �èëüòðàöèè.Â ðàáîòàõ [3�5℄ îáîáùåííàÿ çàäà÷à �èëüòðàöèè ñ ðàçðûâíûì çàêîíîì �îðìó-ëèðóåòñÿ â âèäå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ñ îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì (â ñëó÷àåëèíåéíîãî ðîñòà çàêîíà íà áåñêîíå÷íîñòè) èç ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà W

(1)
2 (Ω)(Ω � îáëàñòü �èëüòðàöèè) â ñîïðÿæåííîå ê íåìó. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðå-øåíèÿ, êîãäà �óíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ïëîòíîñòü âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ, îïðåäåëÿåòëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë íàä ïðîñòðàíñòâîì W

(1)
2 (Ω) .Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ñ ìåíåå ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòüþ:â íåîäíîìåðíîì ñëó÷àå äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, ìîäåëèðóþùàÿ òî÷å÷íûé èñòî÷-íèê, íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó, ñîïðÿæåííîìó ê W (1)

2 (Ω) . Îáîáùåííàÿ çàäà÷à�îðìóëèðóåòñÿ â âèäå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ïîëÿäàâëåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà W (1)
1 (Ω) . Àääèòèâíî âûäåëÿåòñÿ îñîáåííîñòü, ñâÿçàííàÿñ äåëüòà-�óíêöèåé, è îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ¾äîáàâêà¿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âà-ðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó âòîðîãî ðîäà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äîêàçàíàòåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî îáîáùåííàÿ çàäà÷à �èëüòðàöèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îäíî-ðîäíîé îáëàñòè ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ [6, 7℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â ÷àñòè èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ çàâèñèìîñòüþ �èçè÷åñêîãîçàêîíà îò òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, áûë èñïîëüçîâàí ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [8℄.



Î ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÈ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÔÈËÜÒ�ÀÖÈÈ. . . 1691. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàåòñÿ óñòàíîâèâøèéñÿ ïðîöåññ �èëüòðàöèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòèâ ïîðèñòîé ñðåäå. Ôèëüòðàöèÿ ïðîèñõîäèò â îáëàñòè Ω ⊂ R
n , n > 2 , ñ ëèïøèö-íåïðåðûâíîé ãðàíèöåé Γ , íà êîòîðîé äàâëåíèå ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì, ïðè íàëè÷èèòî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà èíòåíñèâíîñòè q â íà÷àëå êîîðäèíàò (ñ÷èòàåì, ÷òî íà÷àëîêîîðäèíàò � âíóòðåííÿÿ òî÷êà Ω).Íåîáõîäèìî íàéòè ñòàöèîíàðíûå ïîëÿ äàâëåíèÿ p è ñêîðîñòè v æèäêîñòè, óäî-âëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè

div v(x) = q δ(x), x ∈ Ω, δ − äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, (1)è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
p (x) = p0(x), x ∈ Γ, (2)â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî æèäêîñòü ñëåäóåò ìíîãîçíà÷íîìó çàêîíó �èëüòðàöèè (ñì.,íàïðèìåð, [1�5℄)

−v(x) ∈ h(x, |∇p (x)|)
∇p (x)

|∇p (x)|
, x ∈ Ω. (3)Ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ h ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

h(x, ξ) = g(x, ξ) + ϑ(x)H(ξ − β(x)), x ∈ Ω, ξ ∈ R
1
+,ãäå β : Ω → R

1
+ ≡ {ξ ∈ R

1 : ξ > 0} è ϑ : Ω → R
1
+ � çàäàííûå �óíêöèè èç L∞(Ω) ,

H : R
1 → R

1 � ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ ñëåäóþùåãî âèäà
H(ξ) ∈





0, ξ < 0,

[0, 1], ξ = 0,

1, ξ > 0.

(4)Îòíîñèòåëüíî �óíêöèè g : Ω×R
1
+ → R

1
+ ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿÊàðàòåîäîðè [9, ñ. 196℄:(i) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω �óíêöèÿ ξ → g(x, ξ) íåïðåðûâíà ïðè ξ ∈ R

1
+ ;(ii) äëÿ êàæäîãî ξ ∈ R

1
+ �óíêöèÿ x→ g(x, ξ) èçìåðèìà íà Ω ,�óíêöèÿ òàêæå èìååò ëèíåéíûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè, òî åñòü ñóùåñòâóþò ïîñòî-ÿííàÿ k1 > 0 è �óíêöèÿ d1 ∈ L2(Ω) òàêèå, ÷òî

g(x, ξ) 6 k1ξ + d1(x) ∀ ξ ∈ R
1
+ äëÿ ï.â.x ∈ Ω, (5)è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå ìîíîòîííîñòè, íåîòðèöàòåëüíîñòè

g(x, ξ) > g(x, ζ) ∀ ξ > ζ > 0, g(x, 0) = 0 äëÿ ï.â.x ∈ Ω, (6)è êîýðöèòèâíîñòè, òî åñòü ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííàÿ k2 > 0 è �óíêöèÿ d2 ∈ L2(Ω)òàêèå, ÷òî
g(x, ξ) > k2 ξ + d2(x), ∀ ξ ∈ R

1
+, ∀x ∈ Ω. (7)Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèÿ d0 ∈ L2(Ω) , ïîñòîÿííûå k0 , α ,óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

k0 > 0, α > α∗ =
n− 2

2
ïðè n > 2, (8)òàêèå, ÷òî äëÿ �óíêöèè g âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

| g(x, ξ) − k0 ξ | 6 c |x |αξ + d0(x), ∀ ξ ∈ R
1
+, ∀x ∈ Br(0) ⊂ Ω. (9)



170 Ñ.Ñ. ÀËÅÊÑÅÅÂ, Î.À. ÇÀÄÂÎ�ÍÎÂÇäåñü r , c � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, Br(y) = {x ∈ R
n : |x− y| < r} .Ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå ñëåäóþùèéïðåäåë:

lim
ξ→+0

g(x, ξ)

ξ
. (10)Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèÿ p0 : Γ → R

1 èìååò ïðîäîëæåíèå (èñïîëüçóåì äëÿíåãî òî æå îáîçíà÷åíèå) â îáëàñòü Ω , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
p0 ∈ W

(1)
2 (Ω). (11)Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ âàðèàöèîííîé �îðìóëèðîâêè çàäà÷è (1)�(3).Ïóñòü p è v � ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Ñîîòíîøåíèå (3) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ

x ∈ Ω âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
v(x) = −(g(x, |∇p (x)|) +m(x))

∇p (x)

|∇p (x)|
, m(x) ∈ ϑ(x)H(|∇p (x)| − β(x)). (12)Èç (1) î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âàðèàöèîííîå ðàâåíñòâî

−

∫

Ω

(v(x),∇η(x)) dx = q

∫

Ω

δ(x) η(x) dx ∀ η ∈ C∞

0 (Ω), (13)è ñ ó÷åòîì (12) èìååì, ÷òî
q η(0) = −

∫

Ω

(v(x),∇η(x)) dx =

∫

Ω

(
g(x, |∇p (x)|) +m(x)

|∇p (x)|
∇p (x),∇η(x)

)
dx =

=

∫

Ω

g(x, |∇p (x)|)

|∇p (x)|
(∇p (x),∇η(x)) dx +

+

∫

Ω

m(x)

|∇p (x)|
(∇p(x),∇(η(x) + p(x)) −∇p(x)) dx 6

6

∫

Ω

g(x, |∇p (x)|)

|∇p (x)|
(∇p (x),∇η(x)) dx +

+

∫

Ω

m(x) [ |∇(η(x) + p (x))| − |∇p (x)| ] dx ∀ η ∈ C∞

0 (Ω). (14)Òàê êàê m(x) ∈ ϑ(x)H(|∇p (x)| − β(x)) , òî äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω ïîëó÷àåì, ÷òî
m(x) [ |∇(η(x) + p (x))| − |∇p (x)| ] =

= m(x) [ (|∇(η(x) + p (x))| − β(x)) − (|∇p (x)| − β(x)) ] ≤

≤ ϑ(x) [µ(|∇(η(x) + p (x))| − β(x)) − µ(|∇p (x)| − β(x)) ] .Çäåñü �óíêöèÿ µ : R
1 → R

1 èìååò ñëåäóþùèé âèä
µ(ξ) =

{
0, ξ < 0,

ξ, ξ ≥ 0,
(15)



Î ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÈ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÔÈËÜÒ�ÀÖÈÈ. . . 171è ÿâëÿåòñÿ ñóáïîòåíöèàëîì �óíêöèè H , òî åñòü
µ(ζ) − µ(ξ) ≥ ξ∗ (ζ − ξ) ∀ ξ∗ ∈ H(ξ), ∀ ζ ∈ R

1. (16)Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:
∫

Ω

m(x) [ |∇(η(x) + p (x))| − |∇p (x)| ] dx 6

6

∫

Ω

ϑ(x) [µ(|∇(η(x) + p(x))| − β(x)) − µ(|∇p(x)| − β(x)) ] dx

∀ η ∈ C∞

0 (Ω). (17)Èç íåðàâåíñòâ (14) è (17) ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè �óíêöèè p , v óäîâëåòâîðÿþòñîîòíîøåíèÿì (1)�(3), òî p óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó:
∫

Ω

g(x, |∇p (x)|)

|∇p (x)|
(∇p (x),∇η(x)) dx +

+

∫

Ω

ϑ(x)µ(|∇(η(x) + p(x))| − β(x)) dx −

−

∫

Ω

ϑ(x)µ(|∇p(x)| − β(x)) dx > q η(0) ∀ η ∈ C∞

0 (Ω), (18)Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîä ðåøåíèåì îáîáùåííîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è �èëüòðàöèèíåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ñëåäóþùåé ìíîãîçíà÷íîìó çàêîíó �èëüòðàöèè, ïðè íà-ëè÷èè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà èíòåíñèâíîñòè q áóäåì ïîíèìàòü �óíêöèþ (ïîëå äàâ-ëåíèÿ) p ∈ W
(1)
1 (Ω) , óäîâëåòâîðÿþùóþ (2) (â ñìûñëå ðàâåíñòâà ñëåäîâ �óíêöèé)è âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó (18).Íèæå áóäåò äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ýòîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà,à òàêæå áóäåò óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ïîëÿ ñêîðîñòè v , óäîâëåòâîðÿþùåãî âà-ðèàöèîííîìó ðàâåíñòâó (13) è ñâÿçàííîãî ñ ðåøåíèåì çàäà÷è (2), (18) ñîîòíîøåíè-åì (3). 2. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ�åøåíèå çàäà÷è (18) áóäåì èñêàòü â âèäå p = φ+ u , ãäå �óíêöèÿ u ∈

◦

W
(1)
2 (Ω)ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé, à �óíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è:






íàéòè φ ∈W
(1)
1 (Ω) : φ (x) = p0 (x), x ∈ Γ,

k0

∫

Ω

(∇φ(x),∇η(x)) dx = qη(0) ∀η ∈ C∞

0 (Ω).
(19)Ó÷èòûâàÿ (11), èç (19) (ñì., íàïðèìåð, [8℄) èìååì, ÷òî

| ∇φ(x) | 6
Cn

|x |n−1
, x ∈ Ω, n > 2, Cn > 0, (20)è âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ

φ ∈W
(1)
1 (Ω), φ ∈ W

(1)
2 (Ω\Bε(0)) ∀ ε > 0, n > 2. (21)



172 Ñ.Ñ. ÀËÅÊÑÅÅÂ, Î.À. ÇÀÄÂÎ�ÍÎÂÑ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (19) çàäà÷à (18) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé:íàéòè u ∈
◦

W
(1)
2 (Ω) :

∫

Ω

g(x, |∇(φ + u)(x)|)

|∇(φ+ u)(x)|
(∇(φ+ u)(x),∇η(x)) dx +

+

∫

Ω

ϑ(x)µ(|∇(η + φ+ u)(x)| − β(x)) dx −

−

∫

Ω

ϑ(x)µ(|∇(φ + u)(x)| − β(x)) dx >

> k0

∫

Ω

(∇φ(x),∇η(x)) dx ∀ η ∈ C∞

0 (Ω). (22)Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó â ãèëü-áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìîíîòîííûì êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì, è ïîýòîìó ðàç-ðåøèìà.Ïóñòü V =
◦

W
(1)
2 (Ω) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåìè ñîîòâåòñòâóþùåé åìó íîðìîé, çàäàâàåìûìè ïî �îðìóëàì:

(u,w)V =

∫

Ω

(∇u,∇w) dx, ‖u‖V =




∫

Ω

|∇u|2 dx




1/2

, u, w ∈ V. (23)Îïðåäåëèì �îðìó a : V × V → R
1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a(u, v) =

∫

Ω

(
g(x, |∇(φ + u)(x)|)

|∇(φ+ u)(x)|
∇(φ+ u)(x) − k0∇φ(x),∇v(x)

)
dx, (24)ãäå φ ∈ W

(1)
1 (Ω) � ðåøåíèå çàäà÷è (19).Äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ òàê æå, êàê è â [8℄, ââåäåì â ðàñ-ñìîòðåíèå è èññëåäóåì �óíêöèþ G : Ω × R

n → R
n ,

G(x, λ) = g(x, |∇φ(x) + λ|)
∇φ(x) + λ

|∇φ(x) + λ|
− k0∇φ(x), x ∈ Ω, λ ∈ R

n. (25)Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè (i), (ii), (5) è óñëîâèþ(10), à �óíêöèÿ φ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W
(1)
1 (Ω) , òî âûïîëíåíû óñëîâèÿÊàðàòåîäîðè è äëÿ �óíêöèè G :(I) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω �óíêöèÿ λ→ G(x, λ) íåïðåðûâíà ïðè λ ∈ R

n(II) äëÿ êàæäîãî λ ∈ R
n �óíêöèÿ x→ G(x, λ) èçìåðèìà íà Ω .Äàëåå, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâàìè (9), (20), ïîëó÷àåì:

|G(x, λ)| =
∣∣∣ (g(x, |∇φ(x) + λ|) − k0|∇φ(x) + λ|)

∇φ(x) + λ

|∇φ(x) + λ|
+ k0λ

∣∣∣ 6

6

∣∣∣ g(x, |∇φ(x) + λ|) − k0|∇φ(x) + λ|
∣∣∣ + k0 |λ| 6

6 c |x |α|∇φ(x) + λ| + d0(x) + k0 |λ| 6

6
cCn

|x |n−1−α
+ d0(x) + (c |x |α + k0) |λ| 6

6 d̃(x) + (c |r|α + k0) |λ| ∀λ ∈ R
n, ∀x ∈ Br(0). (26)



Î ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÈ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÔÈËÜÒ�ÀÖÈÈ. . . 173Èç íåðàâåíñòâà (8) èìååì, ÷òî 2 (1 + α − n) > −n , ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ
x→ |x|1+α−n ïðèíàäëåæèò L2 (Br(0)) , à çíà÷èò, è �óíêöèÿ d̃ = |x|1+α−n + d0ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(Br(0)) .Ïîëüçóÿñü óñëîâèåì (5), ïîëó÷àåì:
|G(x, λ)| = |(g(x, |∇φ(x) + λ|)| + k0|∇φ(x)| 6 k1|∇φ(x) + λ| + d1(x) + k0|∇φ(x)| 6

6 k1 |λ| + (k1 + k0)|∇φ(x)| + d1(x) ≡ k1 |λ| + d̃(x) , ∀λ ∈ R
n, ∀x ∈ Ω\Br(0),ãäå �óíêöèÿ d̃(x) = (k1 + k0)|∇φ(x)| + d1(x) ïðèíàäëåæèò L2(Ω\Br(0)) .Òàêèì îáðàçîì, èìååì (çäåñü k̃ = max{(c |r|α + k0), k1}) :

|a(u, v)| =
∣∣∣

∫

Ω

(G(x,∇u(x)),∇v(x)) dx
∣∣∣ 6

∫

Ω

|G(x,∇u(x))| |∇v(x)| dx 6

6

∫

Ω

(d̃(x) + k̃ |∇u(x)|) |∇v(x)| dx 6

(
‖d̃ ‖L2(Ω) + k̃ ‖u‖V

)
‖v‖V . (27)Ôîðìà (24) ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ëèíåéíà è â ñèëó íåðàâåíñòâà (27) îãðàíè-÷åíà, à ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíà. Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû �èññà �Ôèøåðà ýòà�îðìà ïîðîæäàåò îïåðàòîð A : V → V ,

(Au, v)V = a(u, v) ∀u, v ∈ V. (28)Ñâîéñòâà ýòîãî îïåðàòîðà ñîäåðæèò ñëåäóþùàÿËåììà 1. Ïóñòü �óíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè (i), (ii) èóñëîâèÿì (5)�(10). Òîãäà îïåðàòîð A , îïðåäåëåííûé â (24), (28), ÿâëÿåòñÿ íåïðå-ðûâíûì, îãðàíè÷åííûì, ìîíîòîííûì è êîýðöèòèâíûì, à èìåííî âûïîëíåíî íåðà-âåíñòâî:
(Au, u− v )V > K ‖u‖ 2

V −M (‖u‖V ‖v‖V + ‖v‖V + 1), ∀u, v ∈ V. (29)ãäå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå K , M íå çàâèñÿò îò u , v .Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëåíèå (28) ñ ó÷åòîì (25) èìååò âèä
(Au, v)V =

∫

Ω

(G(x,∇u(x)),∇v(x)) dx ∀u, v ∈ V. (30)Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè (I) è (II), îïåðàòîð
A : V → V ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì (ñì. [9, ñ. 213℄).Äàëåå èç (27), (28) ïîëó÷àåì îöåíêó:

‖Au‖V 6 ‖d̃ ‖L2(Ω) + k̃ ‖u‖V .Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.Ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà A âûòåêàåò èç ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè (6) �óíêöèè g :
(Au −Av, u− v)V = a(u, u− v) − a(v, u− v) =

=

∫

Ω

(
g(x, |∇(φ + u)|)

|∇(φ+ u)|
∇(φ+ u)−

g(x, |∇(φ + v)|)

|∇(φ+ v)|
∇(φ+ v),∇(φ + u)−∇(φ+ v)

)
dx>

>

∫

Ω

(g(x, |∇(φ + u)|) − g(x, |∇(φ + v)|)) (|∇(φ + u)| − |∇(φ + v)|) dx > 0.



174 Ñ.Ñ. ÀËÅÊÑÅÅÂ, Î.À. ÇÀÄÂÎ�ÍÎÂÄîêàæåì òåïåðü íåðàâåíñòâî (29). Íà ìíîæåñòâå Br(0) , ïîëüçóÿñü íåðàâåíñò-âàìè (9), (20), ïîëó÷àåì:
(G(x, λ), λ) =

(
[ g(x, |∇φ(x) + λ|) − k0|∇φ(x) + λ| ]

∇φ(x) + λ

|∇φ(x) + λ|
+ k0λ, λ

)
>

> −
∣∣∣ g(x, |∇φ(x) + λ|) − k0|∇φ(x) + λ|

∣∣∣ |λ| + k0 |λ|
2

>

> −[c |x |α|∇φ(x) + λ| + d0(x)] |λ| + k0 |λ|
2

>

>

(
cCn

|x |n−1−α
+ d0(x)

)
|λ| + (k0 − c |x |α) |λ|

2
∀λ ∈ R

n.Âûáåðåì ǫ > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî k0 − c |x |α > k̂ > 0 ïðè
x ∈ Bǫ(0) ; òîãäà

(G(x, λ), λ) > k̂ |λ |
2

+ d̂1(x) |λ | ∀x ∈ Bǫ(0), λ ∈ R
n, (31)ãäå �óíêöèÿ d̂1(x) = cCn |x | 1+α−n + d0(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(Bǫ(0)) .Äàëåå, ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè (5) è (7), ïîëó÷àåì

(G(x, λ), λ) =

(
g(x, |∇φ(x) + λ|)

∇φ(x) + λ

|∇φ(x) + λ|
− k0∇φ(x), λ+ ∇φ(x) −∇φ(x)

)
>

> g(x, |∇φ(x) + λ|) |∇φ(x) + λ| − g(x, |∇φ(x) + λ|) |∇φ(x)| − k0(∇φ(x), λ) >

> k2|∇φ(x)+λ|2+d2(x) |∇φ(x)+λ|−(k1 |∇φ(x)+λ|+d1(x))|∇φ(x)|−k0(∇φ(x), λ) >

> k2 |λ|
2 − [ |d2(x)| + |∇φ(x)| (k2 + k1 + k0) ] |λ| −

− [ (k2 + k1) |∇φ(x)| + |d2(x)| + k1|d1(x)| ] |∇φ(x)| ≡

≡ k2 |λ |
2 + d̂1(x) |λ | + d̂2(x), ∀λ ∈ R

n, ∀x ∈ Ω\Bǫ(0), (32)ãäå �óíêöèÿ d̂1 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(Ω\Bǫ(0)) , à �óíêöèÿ d̂2 � ïðî-ñòðàíñòâó L1(Ω\Bǫ(0)) .Èç (31), (32) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèé d̂1 ∈ L2(Ω) , d̂2 ∈ L1(Ω) òàêèõ,÷òî (çäåñü d̂ = min{k̂, k2})
(G(x, λ), λ) > d̂ |λ | 2 + d̂1(x) |λ | + d̂2(x) ∀x ∈ Ω, λ ∈ R

n. (33)Èñïîëüçóÿ (33) è ε-íåðàâåíñòâî, èìååì:
(Au, u)V >

∫

Ω

d̂ | ∇u(x) | 2 + d̂1(x) | ∇u(x) | + d̂2(x) dx >

>

(
d̂−

ε2

2

) ∫

Ω

| ∇u(x) |2 dx−
1

2ε2

∫

Ω

∣∣∣ d̂1(x)
∣∣∣
2

dx−

∫

Ω

∣∣∣ d̂2(x)
∣∣∣ dx.Ïîäîáðàâ äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0 è ó÷èòûâàÿ (27), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (29):

(Au, u− v)V = a(u, u)− a(u, v) >

(
d̂−

ε2

2

)
‖u‖ 2

V −
1

2ε2
‖ d̂1 ‖

2
L2(Ω) − ‖ d̂2 ‖L1(Ω) −

−
(
‖d̃ ‖L2(Ω) + ‖k̃‖L∞(Ω) ‖u‖V

)
‖v‖V > K ‖u‖ 2

V −M (‖u‖V ‖v‖V + ‖v‖V + 1).
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1 ïî �îðìóëå:

F (v) =

∫

Ω

ϑ(x)µ(|∇(v + φ)(x)| − β(x)) dx ∀v ∈ V. (34)Ïîëüçóÿñü (15) è (21), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:
|F (v)| 6 ‖ϑ‖L∞(Ω) ‖∇(v + φ)‖L1(Ω) ∀v ∈ V,ñëåäîâàòåëüíî, ý��åêòèâíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèîíàëà F ÿâëÿåòñÿ âñåïðîñòðàíñòâî V .Óñòàíîâèì òåïåðü ñâîéñòâà ââåäåííîãî �óíêöèîíàëà.Ëåììà 2. Ôóíêöèîíàë F : V → R

1 , îïðåäåëåííûé â (34) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûìè ëèïøèö-íåïðåðûâíûì, à èìåííî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:
|F (u) − F (v) | 6 L ‖u− v‖V , ∀u, v ∈ V ãäå L = (mes Ω)

1/2
‖ϑ‖L∞(Ω). (35)Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ µ , îïðåäåëåííàÿ â (15), ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé èíåóáûâàþùåé, è ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ρ ∈ [0, 1] è ëþáûõ âåêòîðîâ x , y , z ∈ R

nñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
µ(| ρ x+ (1 − ρ) y + z | − β) 6 µ(ρ |x+ z | + (1 − ρ) |y + z | − ρ β − (1 − ρ)β) 6

6 ρ µ(|x+ z | − β) + (1 − ρ)µ(|y + z | − β),èç êîòîðîãî ïðè x = ∇u , y = ∇v , z = ∇φ ñëåäóåò, ÷òî
F (ρ u+ (1 − ρ) v) =

∫

Ω

ϑ(x)µ(|∇(ρ u + (1 − ρ) v + φ)(x)| − β(x)) dx 6

6

∫

Ω

ϑ(x)[ρ µ(|∇(u + φ)(x)| − β(x)) + (1 − ρ)µ(|∇(v + φ)(x)| − β(x))] dx =

= ρF (u) + (1 − ρ)F (v), ∀ ρ ∈ [0, 1], ∀u, v ∈ V.Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ξ , ζ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |µ(ξ)−µ(ζ)| ≤ |ξ− ζ| , à çíà÷èò,
|F (u) − F (v)| 6

∫

Ω

ϑ(x) |µ(|∇(u + φ)(x)| − β(x)) − µ(|∇(v + φ)(x)| − β(x))| dx 6

6

∫

Ω

ϑ(x)| |∇(u + φ)(x)| − |∇(v + φ)(x)| |dx 6

∫

Ω

ϑ(x)|∇(u − v)(x)|dx 6

6 ‖ϑ‖L∞(Ω) (mes Ω)
1/2

‖u− v‖V ,òî åñòü �óíêöèîíàë F ÿâëÿåòñÿ ëèïøèö-íåïðåðûâíûì.Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i), (ii), (5)�(10). Òîãäà:
1) Ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (22) íåïóñòî, âûïóêëî è çàìêíóòî.
2) Åñëè p � ðåøåíèå çàäà÷è (18), òî p = φ + u , ãäå �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿíåêîòîðûì ðåøåíèåì çàäà÷è (22), à φ � ðåøåíèå çàäà÷è (19).



176 Ñ.Ñ. ÀËÅÊÑÅÅÂ, Î.À. ÇÀÄÂÎ�ÍÎÂÄîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíûì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü çà-äà÷è (22) ñëåäóþùåé âàðèàöèîííîé çàäà÷å:íàéòè u ∈ V : (Au, v − u)V + F (v) − F (u) > 0 ∀ v ∈ V. (36)Èç ëåììû 1 ñëåäóåò âûïóêëîñòü è ñëàáàÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó �óíêöèîíàë
F : V → R

1 (ñì. [10℄). Ïî ëåììå 2 îïåðàòîð A : V → V � ìîíîòîííûé, íåïðåðûâíûéè êîýðöèòèâíûé. Ïîýòîìó ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (36),âûïóêëîñòü è çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà åãî ðåøåíèé, à ñëåäîâàòåëüíî, è çàäà÷è (22),óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [10, 11℄).Ïóñòü p � ðåøåíèå çàäà÷è (18), φ � ðåøåíèå çàäà÷è (19). Ïîëîæèâ u = p− φ ,ïîëó÷àåì, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (22).3. Ñóùåñòâîâàíèå ïîëÿ ñêîðîñòåé �èëüòðàöèèÎïðåäåëèì �óíêöèîíàë ϕ : R
n → R

1 ïî �îðìóëå ϕ(y) = ϑ̂ µ(|y|− β̂) , ãäå �óíê-öèÿ µ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (15), à ϑ̂, β̂ � íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû. Òàê æå,êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî �óíêöèîíàë ϕ ÿâëÿåòñÿâûïóêëûì è ëèïøèö-íåïðåðûâíûì, ñëåäîâàòåëüíî, ñóáäè��åðåíöèðóåìûì.Äîêàæåì, ÷òî
ϕ(y + z) − ϕ(y) > (y∗, z) ∀ y, z ∈ R

n, (37)ãäå y∗ ∈ R
n óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

|y| y∗ ∈ ϑ̂H(|y| − β̂) y, (38)êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñóáäè��åðåíöèàë ∂ϕ(y) �óíêöèîíàëà ϕ â òî÷êå y .Ñïðàâåäëèâîñòü (38) ïðè β̂ = 0 ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç âèäà ñóáäè��åðåí-öèàëà íîðìû (ñì. [12, ñ. 58℄).Ïóñòü β̂ > 0 . Ïîëîæèì
t(y) =





|y| − β̂, |y| > β̂,

β̂ −

√
2 β̂2 − |y|2, |y| < β̂.Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèîíàë t : R

n → R
1 äè��åðåíöèðóåì ïî Ôðåøå, â ÷àñòíîñòè

t′(y) = y/|y| ïðè |y| > β̂ .ßñíî, ÷òî ϕ(y) = ϑ̂ µ(t(y)) . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 [12, ñ. 221℄ è òåîðåìû 2 [12,ñ. 223℄ èìååì ðàâåíñòâî
∂ϕ(y) = ϑ̂ [t′(y)]

∗

∂µ(t(y))è ñ ó÷åòîì (16) ïîëó÷àåì ∂ϕ(y) = ϑ̂H(|y| − β̂) y/|y| , òî åñòü (38).Òåîðåìà 2. Ïóñòü p � ðåøåíèå çàäà÷è (18), òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð-�óíêöèÿ v : [ Ω ]n → R
1 (ïîëå ñêîðîñòåé), ïðèíàäëåæàùàÿ ïðîñòðàíñòâó

[L1(Ω) ]n , òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå (3) è âàðèàöèîííîå ðàâåíñòâî (13).Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì �óíêöèîíàë Φ : Y = [L1(Ω) ]n → R
1 ïî �îðìóëå

Φ(χ) =

∫

Ω

ϑ(x)µ(|χ(x)| − β(x)) dx, χ ∈ Y.
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= [L∞(Ω) ]

n
) :

∫

Ω

ϑ(x) [µ(|(χ + ψ)(x)| − β(x)) − µ(|ψ(x)| − β(x)) ] dx >

∫

Ω

(χ∗, ψ) dx ∀ψ ∈ Y. (39)Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ïðîèçâîëü-íîé �óíêöèè ψ ∈ Y

ϑ(x) [µ(|(χ + ψ)(x)| − β(x)) − µ(|ψ(x)| − β(x)) ] > (χ∗, ψ) ïî÷òè âñþäó íà Ω. (40)Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íàéäóòñÿ �óíêöèÿ ψ0 ∈ Y è ìíîæåñòâî Ω0 , mesΩ0 > 0òàêèå, ÷òî
ϑ(x) [µ(|(χ + ψ)(x)| − β(x)) − µ(|ψ(x)| − β(x)) ] < (χ∗, ψ0) ïî÷òè âñþäó íà Ω0.Ïîëîæèì

ψ(x) =

{
ψ0(x), x ∈ Ω0,

0, x ∈ Ω \ Ω0.Òîãäà
∫

Ω

ϑ(x) [µ(|(χ + ψ)(x)| − β(x)) − µ(|ψ(x)| − β(x)) ] − (χ∗(x), ψ(x)) dx =

=

∫

Ω0

ϑ(x) [µ(|(χ+ ψ)(x)| − β(x)) − µ(|ψ(x)| − β(x)) ] − (χ∗(x), ψ(x)) dx < 0,÷òî ïðîòèâîðå÷èò (39).Çà�èêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó x ∈ Ω , äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî(40), ïîëîæèì ϑ̂ = ϑ(x), β̂ = β(x), y = χ(x) . Òîãäà èç (40) ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòîíåðàâåíñòâî (37), ãäå y∗ = χ∗(x) . Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (38) íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî
m̂ = m̂(x) ∈ H(|χ(x)| − β) , ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

|χ(x)|χ∗(x) = ϑ(x) m̂(x)χ(x). (41)Ïåðåáèðàÿ âñå òî÷êè x , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (40), îïðåäåëèì �óíê-öèþ m̂ : Ω → R
1 , óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâó (41) ïî÷òè âñþäó íà Ω è, î÷åâèäíî,ïðèíàäëåæàùóþ ïðîñòðàíñòâó L∞(Ω) .Ïóñòü òåïåðü u � ðåøåíèå çàäà÷è (22), à çíà÷èò, óäîâëåòâîðÿåò âàðèàöèîííîìóíåðàâåíñòâó (36). Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

−Au ∈ ∂ F (u). (42)Ââåäåì �óíêöèþ ψ = ∇φ ∈ Y . Òîãäà F (u) = Φ(ψ + Λu) , ãäå Λ ≡ ∇ : V → Y �ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Èìååì (ñì. [10℄)
∂F (u) = Λ∗∂Φ(ψ + Λu).Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå u∗ ∈ ∂F (u) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé �óíê-öèè m̂ ∈ L∞(Ω) , m̂(x) ∈ H(|ψ(x) + ∇u(x)| − β(x)) äëÿ ï.â. x ∈ Ω , ÷òî

∫

Ω

(∇u∗(x),∇η(x)) dx =

∫

Ω

(
ϑ(x) m̂(x)

ψ(x) + ∇u(x)

|ψ(x) + ∇u(x)|
,∇η(x)

)
dx ∀ η ∈ V. (43)



178 Ñ.Ñ. ÀËÅÊÑÅÅÂ, Î.À. ÇÀÄÂÎ�ÍÎÂÈç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è (42) ñëåäóåò, ÷òî
∫

Ω

(
g(x, |∇(φ + u)(x)|)

∇(φ+ u)(x)

|∇(φ+ u)(x)|
− k0∇φ(x),∇η(x)

)
dx+

+

∫

Ω

(
ϑ(x) m̂(x)

∇(φ+ u)(x)

|∇(φ + u)(x)|
,∇η(x)

)
dx = 0 ∀ η ∈ V. (44)Îòñþäà ñ ó÷åòîì (19) ïîëó÷àåì âàðèàöèîííîå ðàâåíñòâî (13), ãäå

v(x) = [g(x, |∇p(x)|) + ϑ(x) m̂(x)]
∇p(x)

|∇p(x)|
.Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì (5), ïîëó÷àåì îöåíêó
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