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ÓÄÊ 517.546Î ��ÀÄÈÅÍÒÅ ÊÎÍÔÎ�ÌÍÎ�Î �ÀÄÈÓÑÀÏËÎÑÊÎÉ ÎÁËÀÑÒÈË.À. Àêñåíòüåâ, À.Í. ÀõìåòîâàÀííîòàöèÿÑòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êâàçèêîí�îðìíîñòè îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè ïîä äåé-ñòâèåì ãðàäèåíòà êîí�îðìíîãî ðàäèóñà. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ îáëàñòåé ñ âûïóêëûìè ãðàíè-öàìè ãðàäèåíò êîí�îðìíîãî ðàäèóñà îñóùåñòâëÿåò êâàçèêîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå. Ïîëó-÷åíû íîâûå îöåíêè êîý��èöèåíòà êâàçèêîí�îðìíîñòè ãðàäèåíòà êîí�îðìíîãî ðàäèóñàäëÿ óêàçàííûõ îáëàñòåé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèêîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå, êîí�îðìíûé ðàäèóñ, ãðàäèåíòêîí�îðìíîãî ðàäèóñà, âûïóêëàÿ îáëàñòü.Ïóñòü D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ãðàíèöà êîòîðîé ñîäåð-æèò áîëåå îäíîé òî÷êè. Ïî òåîðåìå �èìàíà ñóùåñòâóåò êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå
f : E = {ζ : |ζ| < 1} 7→ D. Êîí�îðìíûì ðàäèóñîì îáëàñòè D â òî÷êå z = f(ζ)íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

R(D, z) = |f ′(ζ)|(1 − |ζ|2). (1)�ðàäèåíò êîí�îðìíîãî ðàäèóñà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
∇R(D, z) =

∂R(D, z)

∂x
+ i

∂R(D, z)

∂y
= 2Rz̄, z = x+ iy ∈ D, (2)

Rz̄ =

√
f ′

√
f̄ ′

(
f̄ ′′

f̄ ′

1 − |ζ|2
2

− ζ

)
. (3)Èíèöèàòèâà â èññëåäîâàíèè ââåäåííîé ãðàäèåíòíîé �óíêöèè ïðèíàäëåæèòÔ.�. Àâõàäèåâó è Ê.-É. Âèðòñó [1, 2℄. Èìè èçó÷åíî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ãðàäè-åíòà êîí�îðìíîãî ðàäèóñà è óñòàíîâëåíà äè��åîìîð�íîñòü ãðàäèåíòíîãî îòîáðà-æåíèÿ îáëàñòè D ñ âûïóêëîé ãðàíèöåé. Îòìå÷åíû èñêëþ÷èòåëüíûå ñëó÷àè íàðó-øåíèÿ äè��åîìîð�íîñòè âî âñåé îáëàñòè, à òàêæå ñëó÷àè íàðóøåíèÿ âçàèìíîéîäíîçíà÷íîñòè ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ïðÿìîëèíåéíûå ó÷àñòêè ãðàíèöû è óãëîâûåòî÷êè).Äëÿ ãðàäèåíòà êîí�îðìíîãî ðàäèóñà â ñëó÷àå îáëàñòè ñ âûïóêëîé ãðàíè÷íîéêðèâîé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |Rz̄z|2 − |Rz̄z̄ |2 ≥ 0, ïåðåïèñûâàÿ êîòîðîå â âèäå

∣∣∣∣
(Rz̄)z̄

(Rz̄)z

∣∣∣∣ ≤ 1, (4)ïðèäåì ê èñòîëêîâàíèþ äè��åîìîð�íîñòè â òåðìèíàõ êâàçèêîí�îðìíîñòè îòîá-ðàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìîãî �óíêöèåé Rz̄ . Äåòàëè òàêîãî èñòîëêîâàíèÿ ïðåäñòàâ-ëåíû â íàñòîÿùåé ðàáîòå â âèäå òðåõ òåîðåì è äâóõ ïðèìåðîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû ÷àñ-òè÷íî ñîäåðæàòñÿ â [3, 4℄ è ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì [5, 6℄ è äîïîëíåíèåì ê [1, 2℄.



168 Ë.À. ÀÊÑÅÍÒÜÅÂ, À.Í. ÀÕÌÅÒÎÂÀÂ îñíîâó èññëåäîâàíèÿ ïîëîæåíî ïîíÿòèå êâàçèêîí�îðìíîñòè [7, 
. 13℄, ñî-ãëàñíî êîòîðîìó äè��åîìîð�íîå îòîáðàæåíèå [1℄ ∇R(D, z) ÿâëÿåòñÿ K -êâàçè-êîí�îðìíûì, åñëè ∇R(D, z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Áåëüòðàìè
(∇R)z̄ = µ(z, z̄)(∇R)z , z ∈ D,äëÿ êîòîðîãî

sup
z∈D

|µ(z, z̄)| =
K − 1

K + 1
< 1 (1 ≤ K <∞).1. Ïóñòü D(α) = {z : | arg z| < απ/2}, α ∈ (0, 1], è D(0) = {z : | Im z| < π/2}.Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 1. �ðàäèåíò (2) êîí�îðìíîãî ðàäèóñà (1) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãîïîäìíîæåñòâà âûïóêëîé îáëàñòè D = f(E), îòëè÷íîé îò D(α), α ∈ [0, 1], îñó-ùåñòâëÿåò êâàçèêîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå.Äëÿ óãëîâîé îáëàñòè D(α), α ∈ (0, 1], è ïîëîñû D(0) ïî âñåé îáëàñòè ñïðàâåä-ëèâî òîæäåñòâî ∣∣∣∣Rz̄z̄(D, z)

Rz̄z(D, z)

∣∣∣∣ ≡ 1, òî åñòü ãðàäèåíòíîå îòîáðàæåíèå âûðîæäà-åòñÿ íà êàæäîì êîìïàêòå èç D(α) è D(0).Ñïðàâåäëèâà òî÷íàÿ îöåíêà êîý��èöèåíòà êâàçèêîí�îðìíîñòè ïî âñåìóêëàññó S0 âûïóêëûõ �óíêöèé f(rζ), ζ ∈ E, 0 < r < 1, âèäà
sup

f(ζ)∈S0

K(f(rζ)) =
1 + r2

1 − r2
.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè îáëàñòè D[8, ñ. 166℄ � êîí�îðìíîãî îáðàçà êðóãà E ïîä äåéñòâèåì �óíêöèè z = f(ζ) �çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Re ζ
f ′′(ζ)

f ′(ζ)
≥ −1, ζ ∈ E. (5)Åñëè Φ0(ζ) îñóùåñòâëÿåò îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå êðóãà E íà ïîëóïëîñêîñòü

{Rew > −1}, òî â ñèëó (5) �óíêöèÿ Φ−1
0

(
ζ
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

)
= ϕ̃(ζ) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèÿì ëåììû Øâàðöà [8, ñ. 319℄ è èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ |ϕ̃(ζ)| ≤ 1, ϕ̃(0) = 0.Ïîýòîìó ϕ̃(ζ) = ζϕ(ζ), ϕ(ζ) � ðåãóëÿðíàÿ �óíêöèÿ â E, è ñïðàâåäëèâà öåïî÷êàíåðàâåíñòâ

|ϕ̃(ζ)| ≤ |ζ| =⇒ |ϕ̃(ζ)|
|ζ| ≤ 1 =⇒ |ϕ(ζ)| ≤ 1.Òàêèì îáðàçîì, ϕ(ζ) − �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì îáîáùåííîé ëåììûØâàðöà [8, ñ. 319℄.Òàê êàê Φ0(ζ) =

2ζ

1 − ζ
, òî ζ f ′′(ζ)

f ′(ζ)
= Φ0(ϕ̃(ζ)) = 2

ζϕ(ζ)

1 − ζϕ(ζ)
, è ñëåäîâàòåëüíî,

f ′′(ζ)

f ′(ζ)
= 2

ϕ(ζ)

1 − ζϕ(ζ)
. (6)Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå

Rz̄z̄ =

√
f ′(ζ)

f ′3(ζ)

1 − |ζ|2
2

{f(ζ), ζ},
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Rz̄z =

1

|f ′(ζ)|(1 − |ζ|2)

(∣∣∣∣
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

1 − |ζ|2
2

− ζ

∣∣∣∣
2

− 1

)
.Óìíîæèâ íà R ìîäóëè ýòèõ ïðîèçâîäíûõ, ñ ó÷åòîì (6) çàïèøåì

R|Rz̄z̄| =
(1 − |ζ|2)2

2
|{f(ζ), ζ}| =

=
(1 − |ζ|2)2

2

∣∣∣∣∣

(
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

)′

− 1

2

(
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

)2
∣∣∣∣∣ =

|ϕ′|(1 − |ζ|2)2
|1 − ζϕ|2 ,

R|Rz̄z| = 1 −
∣∣∣∣
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

1 − |ζ|2
2

− ζ

∣∣∣∣
2

=

= 1 −
∣∣∣∣

2ϕ(ζ)

1 − ζϕ(ζ)

1 − |ζ|2
2

− ζ

∣∣∣∣
2

=
(1 − |ζ|2)(1 − |ϕ(ζ)|2)

|1 − ζϕ(ζ)|2 .Ñîñòàâëÿÿ îòíîøåíèå ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé, áóäåì èìåòü
∣∣∣∣
Rz̄z̄

Rz̄z

∣∣∣∣ =
1 − |ζ|2

1 − |ϕ(ζ)|2 |ϕ′(ζ)|.Ïî îáîáùåííîé ëåììå Øâàðöà çíàê ðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâå |ϕ′(ζ)| ≤ 1 − |ϕ(ζ)|2
1 − |ζ|2äîñòèãàåòñÿ íà ýêñòðåìàëüíîé �óíêöèè âèäà ϕ(ζ) = eiα ζ + a

1 + āζ
, |a| < 1. Ýòà�óíêöèÿ îïðåäåëèò òîæäåñòâî ∣∣∣∣Rz̄z̄

Rz̄z

∣∣∣∣ ≡ 1. Âûÿñíèì, äëÿ êàêèõ �óíêöèé f îíîñïðàâåäëèâî. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì ýêñòðåìàëüíóþ �óíêöèþ ϕ, óäîâëåòâîðÿþùóþóñëîâèÿì ëåììû Øâàðöà, â (6) è ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâàíà ïðîñòåéøèå äðîáè. Áóäåì èìåòü
f ′′(ζ)

f ′(ζ)
=

2(ζ + a)eiα

1 + (ā− aeiα)ζ − eiαζ2
= −eiα/2 2t+ 2aeiα/2

(t− t1)(t− t2)
= eiα/2

(
A

t− t1
+

B

t− t2

)
,ãäå t = eiα/2ζ è

t1 = −i Im{aeiα/2} +

√
1 − Im2{aeiα/2} ∈ ∂E,

t2 = −i Im{aeiα/2} −
√

1 − Im2{aeiα/2} ∈ ∂E,ïðè÷åì t1 6= t2, òàê êàê Im2{aeiα/2} 6= 1, åñëè |a| < 1.�åøàÿ ñèñòåìó {
A+B = −2,

At2 +Bt1 = 2aeiα/2,íàéäåì
A =

2t1 + 2aeiα/2

t2 − t1
= −1 − β, B = −2 −A = −1 + β,ãäå

β =
Re{aeiα/2}√

1 − Im2{aeiα/2}
∈ R.
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f ′′(ζ)

f ′(ζ)
= eiα/2

( −1 − β

ζeiα/2 − t1
+

−1 + β

ζeiα/2 − t2

)
,ïîëó÷èì

ln f ′(ζ) = ln

(
C

(
ζeiα/2 − t2
ζeiα/2 − t1

)β−1
1

(ζeiα/2 − t1)2

)
,ïîýòîìó

f(ζ) =





C1

(
ζeiα/2 − t2
ζeiα/2 − t1

)β

+ C2 ïðè β 6= 0,

C3 ln
ζeiα/2 − t2
ζeiα/2 − t1

+ C4 ïðè β = 0.

(7)Ïåðâàÿ �óíêöèÿ (â ñëó÷àå β 6= 0) â (7) áóäåò îòîáðàæàòü åäèíè÷íûé êðóã íà óã-ëîâóþ îáëàñòü ðàñòâîðà πβ, âòîðàÿ (â ñëó÷àå β = 0) � íà ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàííóþãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó.Äëÿ óêàçàííûõ �óíêöèé äîñòèãàåòñÿ çíàê ðàâåíñòâà â îöåíêå äëÿ |ϕ′(ζ)|, èêâàçèêîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå âûðîæäàåòñÿ. Ïîýòîìó áóäåì íàçûâàòü ýòè �óíê-öèè èñêëþ÷èòåëüíûìè è îáîçíà÷èì êëàññ âûïóêëûõ �óíêöèé áåç èñêëþ÷èòåëüíûõ�óíêöèé âèäà (7) ÷åðåç S̃0.Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîé �óíêöèè f(ζ) ∈ S̃0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
max
|ζ|≤r

[
1 − |ζ|2

1 − |ϕ(ζ)|2 |ϕ
′(ζ)|

]
< 1,ãäå �óíêöèÿ ϕ îïðåäåëÿåòñÿ ïî f èç (6), òî â îáëàñòè Dr = f(Er), Er = {ζ : |ζ| <

< r}, ïîëó÷èì
k1(f(ζ), Er) = sup

z∈Dr

∣∣∣∣
Rz̄z̄

Rz̄z

∣∣∣∣ < 1.Ïîýòîìó ëþáîé êîìïàêò, ïðåäâàðèòåëüíî ïîìåùåííûé â îáëàñòü Dr, áóäåò êâà-çèêîí�îðìíî îòîáðàæàòüñÿ ãðàäèåíòîì (2) êîí�îðìíîãî ðàäèóñà (1). Äîïîëíè-òåëüíî îòìåòèì, ÷òî
sup
f∈S̃0

k1(f(ζ), Er) = 1ñ äîñòèæåíèåì k1(f(ζ), Er) = 1 íà èñêëþ÷èòåëüíûõ �óíêöèÿõ, íå âõîäÿùèõ â S̃0.Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû 1 äîêàçàíà.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè ïåðåéäåì â ðàâåíñòâå (6) ê r -ëèíèÿì óðîâíÿè ïåðåïèøåì åãî â âèäå
r
f ′′(rζ)

f ′(rζ)
= 2r

ϕ(rζ)

1 − rζϕ(rζ)
. (8)Òàê êàê

R(Dr, z) = r|f ′(rζ)|(1 − |ζ|2), R|Rz̄z̄| =
r2|ϕ′(rζ)|(1 − |ζ|2)2

|1 − rζϕ(rζ)|2 ,

R|Rz̄z | =
(1 − |ζ|2)(1 − r2|ϕ(rζ)|2)

|1 − rζϕ(rζ)|2 ,òî ∣∣∣∣
Rz̄z̄

Rz̄z

∣∣∣∣ = r2
1 − |ζ|2

1 − r2|ϕ(rζ)|2 |ϕ
′(rζ)| ≤ r2

1 − |ζ|2
1 − r2|ϕ(rζ)|2

1 − |ϕ(rζ)|2
1 − r2|ζ|2 ≤ r2.



Î ��ÀÄÈÅÍÒÅ ÊÎÍÔÎ�ÌÍÎ�Î �ÀÄÈÓÑÀ ÏËÎÑÊÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ 171Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ϕ(ζ) = eiαζ è ζ = 0.Ââåäåì êîý��èöèåíò

k2(f(rζ), E) = r2 max
|ζ|≤1

[
1 − |ζ|2

1 − r2|ϕ(rζ)|2 |ϕ
′(rζ)|

]
≤ r2,êîòîðûé îïðåäåëèò êâàçèêîí�îðìíîñòü ãðàäèåíòà ∇R(Dr, z). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

max
f∈S0

k2(f(rζ), E) = r2 < 1,òàê êàê ïðè z = ln
1 + rζ

1 − rζ
èìååì

R(Dr, z) = 2r
1 − |ζ|2
|1 − r2ζ2|è

|µ(ζ, ζ)| =
r2(1 − |ζ|2)
1 − r4|ζ|2 ≤ |µ(0, 0)| = r2 = k2

(
ln

1 + rζ

1 − rζ
, E

)
.Ïðèâåäåì ïðèìåð ñ êîý��èöèåíòîì êâàçèêîí�îðìíîñòè 1 + k2(f(rζ), E)

1 − k2(f(rζ), E)
,ìåíüøèì, ÷åì 1 + r2

1 − r2
.Ïðèìåð 1. Ïóñòü îáëàñòü D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò ñ îòîáðàæàþùåé�óíêöèåé [8, 
. 77℄

f(ζ) =

ζ∫

0

dζ

(1 − ζ4)1/2
.Êîí�îðìíûé ðàäèóñ äëÿ îáëàñòè Dr ñ

z = f(rζ) =

rζ∫

0

dζ

(1 − r4ζ4)1/2çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
R(ζ) = r

1 − |ζ|2
|1 − r4ζ4|1/2

,ïîýòîìó
Rz̄(ζ) =

r4ζ
3 − ζ

(1 − r4ζ4)1/4(1 − r4ζ
4
)3/4

,

Rzz̄(ζ) =
3r3ζ

2
(1 − |ζ|2)

(1 − r4ζ4)1/4(1 − r4ζ
4
)5/4

,

Rz̄z(ζ) = − 1 − r8|ζ|6

r(1 − r4ζ4)3/4(1 − r4ζ
4
)3/4

.Ñîñòàâëÿÿ îòíîøåíèå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ìîäóëþ, ïîñëå ñîêðàùåíèé áóäåìèìåòü ∣∣∣∣
Rz̄z̄

Rz̄z

∣∣∣∣ =
3r4|ζ|2(1 − |ζ|2)

1 − r8|ζ|6 r4,
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k̃2(r) = sup

0≤|ζ|≤1

∣∣∣∣
Rz̄z̄

Rz̄z

∣∣∣∣ = r4 max
0≤u≤1

3u(1 − u)

1 − r8u3
=

= r4
3u0(1 − u0)

1 − r8u3
0

< r4, 0 < r < 1, 0 < u0 < 1.Çàìåòèì, ÷òî
sup

0≤|ζ|≤1

∣∣∣∣
Rz̄z̄

Rz̄z

∣∣∣∣

∣∣∣∣
r=1

= max
0≤|ζ|≤1

3|ζ|2(1 − |ζ|2)
1 − |ζ|6 =

3

1/|ζ|2 + 1 + |ζ|2

∣∣∣∣∣
|ζ|=1

= 1.C äðóãîé ñòîðîíû,
k̃1(ρ) =

∣∣∣∣
Rz̄z̄

Rz̄z

∣∣∣∣
∣∣∣∣
r=1,|ζ|≤ρ

=
3|ζ|2(1 − |ζ|2)

1 − |ζ|6
∣∣∣∣
|ζ|≤ρ

≤ 3ρ2

ρ4 + ρ2 + 1
,ïðè÷åì k̃2(r) < k̃1(r), òàê êàê

r4 <
3r2

r4 + r2 + 1
.Ïî-âèäèìîìó, è â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé âûïóêëîé îáëàñòè D = f(E) áóäåìèìåòü k2(f(rζ), E) < k1(f(ζ), Er), 0 < r < 1.2. �àññìîòðèì òåïåðü êëàññ �óíêöèé Σ0, êîòîðûå îòîáðàæàþò E− = {|ζ| > 1}íà îáëàñòè D−, ∞ ∈ D−, ïðåäñòàâèìûå êàê âíåøíîñòü íåêîòîðîé çàìêíóòîé âû-ïóêëîé ëèíèè è õàðàêòåðèçóþùèåñÿ âûïóêëîñòüþ âíèç ïîâåðõíîñòè êîí�îðìíîãîðàäèóñà. Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 2. �ðàäèåíò (2) êîí�îðìíîãî ðàäèóñà R(f(E−), f(ζ)) äëÿ ëþáîãîêîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà îáëàñòè D− = f(E−) ñ êîíå÷íûì âûïóêëûì äîïîë-íåíèåì îñóùåñòâëÿåò êâàçèêîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå.Ñóùåñòâóþò òî÷íûå îöåíêè àíàëîãîâ âåëè÷èí k1 è k2 äëÿ äâóõ âèäîâ êâàçè-êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé.Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ðå-çóëüòàò, êîòîðûé ëåãêî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêè[8, ñ. 326℄.Ëåììà 1. Åñëè �óíêöèÿ ϕ(ζ) ðåãóëÿðíà âî âíåøíîñòè E− åäèíè÷íîãî êðóãà

E è ϕ(E−) ⊂ E− , òî äëÿ ïðîèçâîäíîé ýòîé �óíêöèè ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|ϕ′(ζ)| ≤ |ϕ(ζ)|2 − 1

|ζ|2 − 1
, ζ ∈ E−. (9)�àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ �óíêöèé

ϕ(ζ) = eiα 1 + āζ

ζ + a
, a ∈ E−,â ëþáîé òî÷êå ζ ∈ E−.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòèãðàíèöû îáëàñòè D− , ïîëó÷åííîé èç E− äåéñòâèåì �óíêöèè f, èìååò âèä (5).
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f ′(ζ)
≺ Φ0 =

=
2

ζ − 1
. Òîãäà Φ−1

0

(
ζ
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

)
= ϕ(ζ), ϕ(∞) = ∞. Ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè, ïðîâåäåí-íûå ðàíåå, ïîëó÷àåì

ζ
f ′′(ζ)

f ′(ζ)
= Φ0(ϕ(ζ)) =

2

ϕ(ζ) − 1
, (10)îòêóäà èìååì

f ′′(ζ)

f ′(ζ)
=

2

ζ(ϕ(ζ) − 1)
.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå êîí�îðìíûé ðàäèóñ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

R(D−, z) = |f ′(ζ)|(|ζ|2 − 1), |ζ| > 1, z = f(ζ), (11)ïîäñ÷èòàåì âòîðûå ïðîèçâîäíûå. Áóäåì èìåòü
R |Rz̄z| = 1 −

∣∣∣∣
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

|ζ|2 − 1

2
+ ζ

∣∣∣∣
2

=

= 1 − |ϕ(ζ)|ζ|2 − 1|2
|ζ|2|ϕ(ζ) − 1|2 =

(|ζ|2 − 1)(|ζϕ(ζ)|2 − 1)

|ζ|2|ϕ(ζ) − 1|2 ,òàê êàê
1

2

f ′′(ζ)

f ′(ζ)
(|ζ|2 − 1) + ζ =

|ζ|2 − 1

ζ(ϕ(ζ) − 1)
+ ζ =

|ζ|2ϕ(ζ) − 1

ζ(ϕ(ζ) − 1)
.Äàëåå,

R|Rz̄z̄| =
(|ζ|2 − 1)2

2
|{f(ζ), ζ}|,

{f(ζ), ζ} = − 2

ζ2(ϕ(ζ) − 1)
− 2

ϕ′(ζ)

ζ(ϕ(ζ) − 1)2
− 2

1

ζ2(ϕ(ζ) − 1)2
=

= −2
ϕ(ζ) + ζϕ′(ζ)

ζ2(ϕ(ζ) − 1)2
= −2

(ϕ(ζ)ζ)′

ζ2(ϕ(ζ) − 1)2
,ïîýòîìó ∣∣∣∣

Rz̄z̄

Rz̄z

∣∣∣∣ =
|(ϕζ)′|(|ζ|2 − 1)

|ϕζ|2 − 1
.Ïîñêîëüêó |ϕζ| ≥ |ϕ| > 1, òî, ïðèìåíÿÿ ëåììó 1 ê �óíêöèè ζϕ(ζ), ïðèäåì ê ñîîò-íîøåíèþ |Rz̄z̄/Rz̄z| ≤ 1.Ïî ëåììå 1 ðàâåíñòâî çäåñü äîñòèãàåòñÿ íà ýêñòðåìàëüíîé �óíêöèè ζϕ(ζ) =

= eiα 1 + āζ

ζ + a
, ïðèâîäÿùåé ê ϕ(ζ) ñ íóëåì ïåðâîãî ïîðÿäêà â ∞. Â ñîîòíîøåíèè (10)�óíêöèÿ 1/ϕ(ζ) äîëæíà èìåòü íóëü âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó äëÿ ðàññìîòðåííîãîâ òåîðåìå êëàññà �óíêöèé Σ0 îòíîøåíèå |Rz̄z̄/Rz̄z | íå îáðàùàåòñÿ â 1 íè â îäíîéòî÷êå D−, òî åñòü

k1(f(ζ), E−
r ) = max

|ζ|≥r

|(ϕζ)′|(|ζ|2 − 1)

|ϕζ|2 − 1
< 1.Ïîýòîìó ëþáîé êîìïàêò, ïðåäâàðèòåëüíî ïîìåùåííûé â îáëàñòü D−

r = f(E−
r ),

E−
r = {ζ : |ζ| > r > 1}, áóäåò îòîáðàæàòüñÿ ãðàäèåíòîì êîí�îðìíîãî ðàäèóñàêâàçèêîí�îðìíî, ïðè÷åì

sup
f∈Σ0

k1(f(ζ), E−
r ) < 1, 1 < r <∞, è sup

f∈Σ0

k1(f(ζ), E−) = 1.



174 Ë.À. ÀÊÑÅÍÒÜÅÂ, À.Í. ÀÕÌÅÒÎÂÀÏåðåõîäÿ òåïåðü ê r -ëèíèÿì óðîâíÿ, ïîëó÷èì
r
f ′′(rζ)

f ′(rζ)
=

2

ζ(ϕ(rζ) − 1)
,à çíà÷èò, ∣∣∣∣r

f ′′(rζ)

f ′(rζ)

|ζ|2 − 1

2
+ ζ

∣∣∣∣
2

− 1 =
(|ζ|2 − 1)(|ζϕ(rζ)|2 − 1)

|ζ|2|ϕ(rζ) − 1|2 ,

{f(rζ), ζ} = −2
(ϕ(rζ)ζ)′

ζ2(ϕ(rζ) − 1)2
.Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (9), áóäåì èìåòü

∣∣∣∣
Rz̄z̄

Rz̄z

∣∣∣∣ =
|(ϕ(rζ)ζ)′|(|ζ|2 − 1)

|ζ|2|ϕ(rζ)|2 − 1
≤ 1.Äîñòèæåíèå çíàêà ðàâåíñòâà â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó

k2(f(rζ), E−) = max
|ζ|≥1

|(ϕ(rζ)rζ)′rζ |(|ζ|2 − 1)

|ζ|2|ϕ(rζ)|2 − 1
< 1,ïðè÷åì

sup
f∈Σ0

k2(f(rζ), E−) = 1 ïðè r ≥ 1.

�3. Îáëàñòè D, ∞ ∈ ∂D, ðàçáèâàþòñÿ íà äâà êëàññà. Îäèí õàðàêòåðèçóåòñÿâûïóêëîñòüþ ëèíèé óðîâíÿ, áëèçêèõ ê ãðàíè÷íîé êðèâîé, è ýòîò ñëó÷àé îòðàæåíâ òåîðåìå 1, à äðóãîé � íåâûïóêëîñòüþ òàêèõ ëèíèé. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðè çàìåíåëèíèé óðîâíÿ, ñâÿçàííûõ ñ îêðóæíîñòÿìè |ζ| = r, íà ëèíèè óðîâíÿ, ñâÿçàííûå ñîêðóæíîñòÿìè |ζ+r| = 1−r, êâàçèêîí�îðìíîñòü ãðàäèåíòà êîí�îðìíîãî ðàäèóñàñîõðàíÿåòñÿ âñþäó âíóòðè îáëàñòè, çà èñêëþ÷åíèåì áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè.Ýòîò ý��åêò îòðàæàåòÒåîðåìà 3. A) �ðàäèåíò (2) êîí�îðìíîãî ðàäèóñà R(D, z) äëÿ ëþáîé çàìêíó-òîé êîíå÷íîé îáëàñòè, âêëþ÷åííîé â D = f̃(E), f̃(−1) = ∞ (ïðè÷åì C\D �âûïóêëîå ìíîæåñòâî), îñóùåñòâëÿåò êâàçèêîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå.
B) Â ÷àñòíîñòè, óòâåðæäåíèå A ñïðàâåäëèâî äëÿ ãðàäèåíòà êîí�îðìíîãî ðà-äèóñà R(f̃(Ẽr), f̃(ω)) â ñëó÷àå îáëàñòè f̃(Ẽr), Ẽr = {ω : |ω+ r| ≤ 1− r}, 0 < r < 1.Òàê êàê {ω : |ω + r| ≤ 1 − r} ⇔ {ζ : Re ζ ≥ ρ}, ρ =

1 − r

r
, ζ =

1 − ω

1 + ω
, òîóäîáíåå âåñòè ðå÷ü î ïîâåðõíîñòè êîí�îðìíîãî ðàäèóñà

R(f(P ), f(ζ)) = 2 Re ζ|f ′(ζ)|, f(ζ) = f̃

(
1 − ζ

1 + ζ

)
, (12)ïîñòðîåííîé íàä ïîëóïëîñêîñòüþ P = {ζ : Re ζ > 0} (ñîîòâåòñòâóþùèå îòîá-ðàæàþùèå �óíêöèè f(ζ) îáðàçóþò êëàññ Σ0(P )). Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâàòåîðåìû 3 ïîíàäîáèòñÿ åùå îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðèíöèïà ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåò-ðèêè.Ëåììà 2. Åñëè �óíêöèÿ ϕ(ζ) ðåãóëÿðíà â ïîëóïëîñêîñòè P è ϕ(P ) ⊂ P, òîäëÿ ïðîèçâîäíîé ϕ′ �óíêöèè ϕ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ϕ′(ζ)| ≤ Reϕ(ζ)

Re ζ
, ζ ∈ P,
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ϕ(ζ) =

aiζ + b

−cζ + id
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0,â ëþáîé òî÷êå ζ ∈ P.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå âûïóêëîñòè ãðàíè÷íîé ëè-íèè â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

Re

(
f ′′(iη)

f ′(iη)

)
≥ 0, (13)ïîýòîìó èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé

f ′′(ζ)

f ′(ζ)
= ϕ(ζ), (14)ãäå ϕ(ζ) � �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ëåììû 2.Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ïðîèçâîäíûõ êîí�îðìíîãî ðàäèóñà (12). Èìååì

Rz̄(ζ) =

√
f ′(ζ)

f ′(ζ)

(√
f ′(ζ)(ζ + ζ)

)′

ζ

=

√
f ′(ζ)√
f ′(ζ)

(
f ′′(ζ)

f ′(ζ)
Re ζ + 1

)
,

Rz̄z̄(ζ) =

√
f ′(ζ)

f ′(ζ)



 1√
f ′(ζ)

(
f ′′(ζ)

f ′(ζ)
Re ζ + 1

)


′

ζ

=

=

√
f ′(ζ)√
f ′3(ζ)



(
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

)′

− 1

2

(
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

)2

Re ζ =

√
f ′(ζ)√
f ′3(ζ)

{f(ζ), ζ}Re ζè ïîýòîìó
R|Rz̄z̄| = 2|{f(ζ), ζ}|Re2 ζ.C ó÷åòîì (14) ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â âèäå

R|Rz̄z̄| = 2

∣∣∣∣ϕ
′(ζ) − ϕ2(ζ)

2

∣∣∣∣Re2 ζ.Òàê êàê
Rz̄z(ζ) =

1

f ′(ζ)

√
f ′(ζ)

(
√
f ′(ζ)

(
f ′′(ζ)

f ′(ζ)
Re ζ + 1

))′

ζ

=

=
1

2|f ′(ζ)|

(∣∣∣∣
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

∣∣∣∣
2

Re ζ +
f ′′(ζ)

f ′(ζ)
+
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

)
,òî

R Rz̄z =

∣∣∣∣
f ′′(ζ)

f ′(ζ)
Re ζ + 1

∣∣∣∣
2

− 1.Ñ ó÷åòîì (14) èìååì
R Rz̄z(ζ) = |ϕ(ζ)Re ζ + 1|2 − 1 = |ϕ(ζ)|2 Re2 ζ + 2 Re ζ Reϕ(ζ).



176 Ë.À. ÀÊÑÅÍÒÜÅÂ, À.Í. ÀÕÌÅÒÎÂÀÂçÿâ îòíîøåíèå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷èì
∣∣∣∣
Rz̄z̄

Rz̄z

∣∣∣∣ =
2 Re ζ

∣∣∣ϕ′ − ϕ2

2

∣∣∣
|ϕ|2 Re ζ + 2 Reϕ

≤ Re ζ(2|ϕ′| + |ϕ|2)
|ϕ|2 Re ζ + 2 Reϕ

≤
Re ζ

(
2
Reϕ

Re ζ
+ |ϕ|2

)

|ϕ|2 Re ζ + 2 Reϕ
= 1.Äîñòèæåíèå çíàêà ðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâå

|ϕ′(ζ) − ϕ2(ζ)/2| ≤ |ϕ′(ζ)| + |ϕ(ζ)|2/2èìååò ìåñòî, êîãäà ϕ′(ζ) è −ϕ2(ζ)/2 èìåþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà. Ïóñòü
ϕ′(ζ)(ζ) = R1e

iθ, −ϕ2(ζ)/2 = R2e
iθ, òîãäà �óíêöèÿ ϕ′(ζ)

−ϕ2(ζ)/2
=
R1

R2
ÿâëÿåòñÿ âå-ùåñòâåííîé àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé, ïîëîæèòåëüíîé âî âñåé ïîëóïëîñêîñòè, ÷òîâîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R1/R2 ≡ 2α > 0. �åøåíèåì äè��åðåíöèàëü-íîãî óðàâíåíèÿ ϕ′(ζ)

−ϕ2(ζ)/2
= 2α áóäåò �óíêöèÿ 1/ϕ(ζ) = αζ + b. Ñðåäè âñåõ òàêèõ�óíêöèé âûáåðåì òå, êîòîðûå ïåðåâåäóò ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü íà ñåáÿ, èìåííî,

ϕ(ζ) = 1/(αζ+iβ), α, β ∈ R, α > 0. Èç (14) ïîëó÷àåì f(α, ζ) = C1(αζ+iβ)(1+α)/α+
+ C2.Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé îáëàñòè Ḡρ ⊂ D̄, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïîëîñû
{ζ : 0 ≤ Re ζ ≤ ρ} = f−1(Ḡρ), áóäåì èìåòü

k1(f(ζ), f−1(G)) = max
ζ∈f−1(G)

2 Re ζ|ϕ′ − ϕ2/2|
|ϕ|2 Re ζ + 2 Reϕ

≡ ψ(ρ, f) < 1, (15)íî
sup

f∈Σ0(P )\{f(α,ζ)}

ψ(ρ, f) = 1.Îöåíêó (15) ìîæíî êîíêðåòèçèðîâàòü, âêëþ÷èâ G â îáëàñòü f̃(r̃E) ïðè íåêî-òîðîì r̃ ∈ (0, 1).Îáëàñòè f(P ), ïîëó÷åííûå ïðåîáðàçîâàíèåì ïîëóïëîñêîñòè P ñ ïîìîùüþ�óíêöèé f(ζ) ∈ Σ0(P ), íå èñ÷åðïûâàþòñÿ êîíå÷íûìè îáëàñòÿìè ñ âûïóêëûìèãðàíèöàìè. Ïîýòîìó äëÿ îáëàñòè f(P ) íå ñóùåñòâóåò àíàëîãà êîý��èöèåíòà k2èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2.
�Âçàèìîäåéñòâèå âûäåëåííûõ êëàññîâ, ñâÿçàííûõ ñ òåîðåìàìè 1 è 3, èëëþñòðè-ðóåòÏðèìåð 2. Âîçüìåì êëàññ �óíêöèé

z = f(a, α; ζ) = (ζ + a)α, ζ ∈ P, a > 0, 0 < α < 2,è èññëåäóåì äëÿ íåãî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ãðàäèåíòà êîí�îðìíîãî ðàäèóñà.Ïðàâàÿ ïîëóïëîñêîñòü P îòîáðàæàåòñÿ ââåäåííîé �óíêöèåé íà âûïóêëóþ îá-ëàñòü ïðè 0 < α ≤ 1 è íà îáëàñòü ñ âûïóêëûì äîïîëíåíèåì äî ïîëíîé ïëîñêîñòèïðè 1 ≤ α < 2.Òàê êàê f ′(a, α; ζ) = α(ζ + a)α−1, òî R = α|ζ + a|α−1(ζ + ζ) è
Rz̄ =

1

f̄ ′
α(ζ + a)(α−1)/2

[
α− 1

2
(ζ + a)(α−3)/2 (ζ + ζ) + (ζ + a)(α−1)/2

]
=

=

(
ζ + a

ζ + a

)(α−1)/2
1

2(ζ + a)
[(α− 1)ζ + (α+ 1)ζ + 2a] = ∇R/2.
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∣∣∣∣
Rz̄z̄

Rz̄z

∣∣∣∣ =
Re ζ

Re ζ + 2a/(α+ 1)
.Ïðè a = 0 èìååì |Rz̄z̄/Rz̄z| = 1. Åñëè a 6= 0, òî

k1 = max
z∈Gρ

∣∣∣∣
Rz̄z̄

Rz̄z

∣∣∣∣ =
ρ

ρ+ 2a/(α+ 1)
,ãäå Gρ � òà ÷àñòü çàìêíóòîé îáëàñòè D, êîòîðàÿ ïðè äåéñòâèè f(a, α; ζ) ñîîòâåò-ñòâóåò ïîëîñå {0 ≤ Re ζ ≤ ρ} èëè ÷àñòè {ω : |ω| ≤ 1, |ω − r| ≥ 1 − r} çàìêíóòîãîåäèíè÷íîãî êðóãà {|ω| ≤ 1}, ïðè÷åì ρ =

2

1 − r
.Îïðåäåëèì ãðàíè÷íûå òî÷êè ãðàäèåíòà. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì

∇R(iη) =

(
a+ iη

a− iη

)(α−1)/2
(α− 1)iη + (α+ 1)(−iη) + 2a

a− iη
=

= 2

(
a+ iη

a− iη

)(α−1)2

= 2ei(α−1) arctg(η/a).Êîãäà η èçìåíÿåòñÿ îò −∞ äî +∞, òî÷êà ∇R(iη) (òî åñòü êîíåö ýòîãî âåêòîðàñ íà÷àëîì â íóëå) áóäåò äâèãàòüñÿ ïî äóãå îêðóæíîñòè ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â 0îò 2e−i(α−1)π/2 äî 2ei(α−1)π/2, íå âûõîäÿ çà ïðåäåëû äóãè îêðóæíîñòè ìåæäó ýòèìèòî÷êàìè.Òåïåðü íóæíî íàéòè îáðàçû áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè ïðè ðàçëè÷íûõ ïîä-õîäàõ ê íåé. Äëÿ ýòîãî ïîäñ÷èòàåì ïðåäåëû ∇R(reiβ) ïðè r → ∞, êîãäà �èêñèðî-âàííàÿ âåëè÷èíà β íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå (−π/2, π/2). Èìååì
lim

r→∞
∇R(reiβ) = lim

r→∞

[(
reiβ + a

re−iβ + a

)(α−1)/2
(α− 1)reiβ + (α + 1)re−iβ + 2a

a− iη

]
=

= eiβ(α−1)eiβ [(α− 1)eiβ + (α+ 1)e−iβ] = (α− 1)eiβ(α+1) + (α+ 1)eiβ(α−1) = ϕ(β).Åñëè β áóäåò èçìåíÿòüñÿ îò −π/2 äî π/2, òî òî÷êà ϕ(β) îïèøåò äóãó öèêëîèäûìåæäó êðàéíèìè òî÷êàìè 2ie−iαπ/2 (ïðè β = −π/2) è −2ieiαπ/2 (ïðè β = π/2) (ñì.ðèñ. 1).
-2ie-iαπ/2

2ie

iαπ/2

α<1 α 1= α 1>

-2ie
iαπ/2

-iαπ/2
2ie�èñ. 1�ðàíè÷íàÿ êðèâàÿ íå çàâèñèò îò a 6= 0. Åñëè a = 0, òî ïðè α < 1 îáðàçâûðîæäàåòñÿ âî âíóòðåííþþ äóãó öèêëîèäû, ïðè α > 1 îáðàç âûðîæäàåòñÿ âîâíåøíþþ äóãó öèêëîèäû. Òî÷å÷íûé îáðàç ïðè α = 1 ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ a.×àñòíûìè âèäàìè ãðàíè÷íûõ ëèíèé ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì

z = (a+ iη)α, −∞ < η < +∞, a > 0,
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z = (a+ iη)2 ⇔ {x = a2 − η2, y = 2aη} ⇔ y2 = −4a2(x− a2) (ïðè α = 2)è ãèïåðáîëû

z = (a+ iη)1/2 ⇒ a+ iη = (x+ iy)2 ⇔ a = x2 − y2, η = 2xy (ïðè α = 1/2).SummaryL.A. Aksentyev, A.N. Akhmetova. On the Gradient of the Conformal Radius of a PlaneDomain.This paper studies the quasi-
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