
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 154, êí. 2 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2012
ÓÄÊ 510.53ËÈÍÅÉÍÛÅ ÏÎ�ßÄÊÈ. ÒÅÎ�ÅÌÛ ÊÎÄÈ�ÎÂÀÍÈßÀ.Í. ÔðîëîâÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ðàññìîòðåí ðÿä 0

′ - è 0
′′ -êîäèðóþùèõ òåîðåì. Ïîëó÷åíû äâå îáùèå òåîðåìû,îáîáùàþùèå âñå èçâåñòíûå íà äàííûé ìîìåíò 0

′ - è 0
′′ -êîäèðóþùèå òåîðåìû. Èñïîëüçóÿîäíó 0

′ -êîäèðóþùóþ òåîðåìó, ïîëó÷åíî îïèñàíèå ðàíãîâ η -�óíêöèé η -ñõîæèõ ëèíåéíûõïîðÿäêîâ, íå èìåþùèõ âû÷èñëèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûå ïîðÿäêè, âû÷èñëèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, òåîðåìû êîäèðî-âàíèÿ. ÂâåäåíèåÎñíîâíûì îáúåêòîì ïîñòðîåíèÿ ëþáîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íàòó-ðàëüíûõ ÷èñåë N = {0, 1, 2, 3, . . .} . Ýòîãî âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëþáîéêîìïüþòåðíîé ìîäåëè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîäèðîâàíèÿ öåëûõ ÷èñåë Z = {. . . ,−
−2,−1, 0, 1, 2, . . .} ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîäèðîâêó âèäà {. . . , 4, 2, 0, 1, 3, . . .} . Áîëååñëîæíàÿ êîäèðîâêà ïîçâîëÿåò òàêæå çàêîäèðîâàòü ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
Q . Êàæäîå èç âûøåïðèâåäåííûõ ìíîæåñòâ èìååò åñòåñòâåííîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà,êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, òî åñòü òàêèì, ÷òî ëþáûå äâà ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ñðàâ-íèìûìè. Ïðè êîäèðîâàíèè ýòèõ ìíîæåñòâ íåòðóäíî èíäóöèðîâàòü åñòåñòâåííîåîòíîøåíèå ïîðÿäêà. Ïîñòðîåííûå ëèíåéíûå ïîðÿäêè èçîìîð�íû èñõîäíûì ïîðÿä-êàì, è ïîýòîìó èìåþò àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà. Êëàññ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ, èçîìîð�-íûõ èñõîäíîìó, íàçûâàåòñÿ òèïîì ïîðÿäêà. Òèïû ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ N , Z è Qñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷àþòñÿ ω , ζ è η .�àññìîòðåííûå ïîðÿäêè ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè. Îíè âû÷èñëèìû è, áîëåå òî-ãî, ðàçðåøèìû, òî åñòü ëþáàÿ �îðìóëà ïåðâîãî ïîðÿäêà âû÷èñëèìà. Íåòðèâèàëü-íûå ëèíåéíûå ïîðÿäêè, ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè, âïåðâûåáûëè ïîñòðîåíû Ë. Ôåéíåðîì [6, 7℄. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê, óïîðÿäî÷åííûé ïî òèïó
ζ + a0 + ζ + a1 + ζ + a2 + · · · , íàçûâàåòñÿ ñèëüíûì ζ -ïðåäñòàâëåíèåì ìíîæåñòâà
A = {a0 < a1 < a2 < · · · } . Çäåñü íàòóðàëüíîå ÷èñëî îáîçíà÷àåò òèï êîíå÷íîãîëèíåéíîãî ïîðÿäêà, ìîùíîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ýòèì ÷èñëîì.Òåîðåìà 1 [6, 7℄. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê, ÿâëÿþùèéñÿ ñèëüíûì ζ -ïðåäñòàâëå-íèåì ìíîæåñòâà A , èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà A ÿâëÿåòñÿ Σ0

3 -ìíîæåñòâîì.Çäåñü äëÿ îöåíêè àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàå-ìàÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ èåðàðõèÿ ìíîæåñòâ Σn . Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ Σn -ìíîæåñòâîì, åñëè x ∈ X ⇔ Ψ(x) , ãäå Ψ � Σn -�îðìóëà íàä âû÷èñëèìûì îò-íîøåíèåì (òî åñòü ñîäåðæèò n ïåðåìåííûõ êâàíòîðîâ, íà÷èíàÿ ñ êâàíòîðà ∃).Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ Πn -ìíîæåñòâîì, åñëè X ÿâëÿåòñÿ Σn -ìíîæåñòâîì.Åñëè X ÿâëÿåòñÿ è Σn -, è Πn -ìíîæåñòâîì, òî X íàçûâàåòñÿ ∆0
n -ìíîæåñòâîì.
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n+1 -ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ∅(n) -âû÷èñëèìûìè. Âñå âûøåïðèâå-äåííûå îïðåäåëåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ íà òüþðèíãîâûå ñòåïåíè, ñîäåðæàùèå ñîîòâåò-ñòâóþùèå ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, òüþðèíãîâàÿ ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ 0

(n) -ñòåïåíüþ,åñëè îíà ñîäåðæèò ∅(n) -ìíîæåñòâî. Äëÿ êðàòêîñòè 0
(1) è 0

(2) îáîçíà÷àþòñÿ êàê
0
′ è 0

′′ ñîîòâåòñòâåííî. Íåêîòîðûå äðóãèå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè âû-÷èñëèìîñòè áóäóò èçëàãàòüñÿ äàëåå â ðàáîòå, à ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòîé òåîðèèìîæíî íàéòè â [16℄.Êàê ìû âèäèì, èäåÿ ïîñòðîåíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà çàêëþ÷à-åòñÿ â êîäèðîâàíèè â ïîðÿäîê íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà. ßñíî, ÷òî ýòî êîäèðîâàíèåäîïóñêàåò ðåëÿòèâèçàöèþ (âïðî÷åì, êàê è âñå ïðèâåäåííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå).Ïîýòîìó êàê ñëåäñòâèå òàêîãî êîäèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò 0
′ -âû÷èñ-ëèìûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê, íå èìåþùèé âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â êà÷åñòâåèñêîìîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà äîñòàòî÷íî âçÿòü ñèëüíîå ζ -ïðåäñòàâëåíèå ëþáîãî

Σ0
4 -ìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ Σ0

3 -ìíîæåñòâîì.Ïðèâåäåííîå êîäèðîâàíèå èìååò ïðåäìåò êîäèðîâàíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìíî-æåñòâîì A = {a0 < a1 < a2 < · · · } , è îáúåêò êîäèðîâàíèÿ � ëèíåéíûé ïîðÿäîê
Ψ(A) = ζ + a0 + ζ + a1 + ζ + a2 + · · · . Ñâÿçü ïðåäìåòà è îáúåêòà êîäèðîâàíèÿîñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îðàêóëà Σ0

3 , ïîýòîìó òàêîå êîäèðîâàíèå íàçûâàåòñÿ
Σ0

3 -êîäèðîâàíèåì, à òåîðåìà Ôåéíåðà � Σ0
3 -êîäèðóþùåé òåîðåìîé.Ñëåäóþùåå êîäèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì êîäèðîâàíèÿ îäíîãî ëèíåéíîãî ïî-ðÿäêà â äðóãîé. Äàííûé ïðèìåð ñòàë ïåðâûì ïðèìåðîì òàêîãî ðîäà êîäèðîâàíèÿ.Òåîðåìà 2 [4℄. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê L èìååò 0

′ -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèåòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíûé ïîðÿäîê (η + 2 + η) ·L èìååò âû÷èñëèìîåïðåäñòàâëåíèå.Êàê íå òðóäíî âèäåòü, òåîðåìà ñâÿçûâàåò ïðåäìåò êîäèðîâàíèÿ (ëèíåéíûé ïî-ðÿäîê L) ñ îáúåêòîì êîäèðîâàíèÿ (ëèíåéíûì ïîðÿäêîì Φ(L) ∼= (η+2+η)·L). Ñâÿçüïðåäìåòà è îáúåêòà êîäèðîâàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îðàêóëà 0
′ , ïîýòîìóòàêèå òåîðåìû íîñÿò íàçâàíèå 0

′ -êîäèðóþùèõ òåîðåì, à Φ � 0
′ -êîäèðîâàíèåì.Åñëè â òåîðåìå âìåñòî îðàêóëà 0

′ èñïîëüçóåòñÿ îðàêóë 0
(n) , òî òàêèå òåîðåìûíàçûâàþòñÿ 0

(n) -êîäèðóþùèìè è âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì.Òåîðåìà 3 0
(n) -êîäèðóþùàÿ òåîðåìà. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê L èìååò 0

n -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíûé ïîðÿäîê Φn(L)èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå.Çäåñü Φn(L) ÿâëÿåòñÿ 0
(n) -êîäèðîâàíèåì. Òðåáóåì, ÷òîáû òàêèå êîäèðîâàíèÿäîïóñêàëè ðåëÿòèâèçàöèþ. Äðóãèìè ñëîâàìè, L èìååò x

n -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâ-ëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíûé ïîðÿäîê Φn(L) èìååò x-âû÷èñëèìîåïðåäñòàâëåíèå äëÿ ëþáîãî ñòåïåíè x . �àçëè÷íûå êîäèðîâàíèÿ, êàê ïîêàçûâàåòñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è ïîðîæäàþò íîâûå êîäèðîâàíèÿ.Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè Φn ÿâëÿåòñÿ 0
(n) -êîäèðîâàíèåì, à Φm � 0

(m) -êîäè-ðîâàíèåì, òî Φn ◦ Φm ÿâëÿåòñÿ 0
(n+m) -êîäèðîâàíèåì.Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Φm ÿâëÿåòñÿ 0

m -êîäèðîâàíèåì, ëèíåéíûé ïîðÿäîê
L èìååò 0

(n+m) -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíûéïîðÿäîê Φm(L) èìååò 0
(n) -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå. Òîãäà èç òîãî, ÷òî Φn ÿâëÿ-åòñÿ 0

(n) -êîäèðîâàíèåì, ñëåäóåò, ÷òî Φm(L) èìååò 0
(n) -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèåòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Φn(Φm(L)) èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå.Êàæäàÿ 0

(n) -êîäèðóþùàÿ òåîðåìà èìååò ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ (ýòè ñëåäñòâèÿáûëè çàìå÷åíû â ÷àñòíîì ñëó÷àå â ðàííåé ðàáîòå àâòîðà [18℄). Íàïîìíèì, ìíîæå-ñòâî X ÿâëÿåòñÿ n-íèçêèì, åñëè X(n) ≤T ∅(n) , 1-íèçêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿïðîñòî íèçêèì.



144 À.Í. Ô�ÎËÎÂÏðåäëîæåíèå 2. Åñëè Φn ÿâëÿåòñÿ 0
(n) -êîäèðîâàíèåì, òî êàæäûé n-íèçêèé ëèíåéíûé ïîðÿäîê, èìåþùèé âèä Φn(L) äëÿ íåêîòîðîãî L , ÿâëÿåòñÿ âû-÷èñëèìî ïðåäñòàâèìûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L0 = Φn(L) äëÿ íåêîòîðîãî L è L0 ÿâëÿåòñÿ

X -âû÷èñëèìûì, ãäå X � n-íèçêîå ìíîæåñòâî. Òàê êàê Φn ÿâëÿåòñÿ 0
(n) -êîäèðîâàíèåì è X � n-íèçêîå ìíîæåñòâî, òî L0 èìååò X -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëå-íèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L èìååò X(n) -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå, à ýòî, âñâîþ î÷åðåäü, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L èìååò ∅(n) -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå,÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî L0 èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå.Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè Φn ÿâëÿåòñÿ 0

(n) -êîäèðîâàíèåì, òî ñóùåñòâóåò (n+
+1)-íèçêèé ëèíåéíûé ïîðÿäîê, èìåþùèé âèä Φn(L) äëÿ íåêîòîðîãî L è íå ÿâëÿ-þùèéñÿ âû÷èñëèìî ïðåäñòàâèìûì. Áîëåå òîãî, ïîðÿäîê Φn(L) èìååò ïðåäñòàâ-ëåíèå â êàæäîé ∆0

2 -ñòåïåíè, íå ÿâëÿþùåéñÿ n-íèçêîé.Äîêàçàòåëüñòâî. �. Ìèëëåð [12℄ ïîñòðîèë ëèíåéíûé ïîðÿäîê A0 , èìåþùèéêîïèþ â êàæäîé òàêîé ñòåïåíè a , ÷òî 0
(n) < Ta < T 0

(n+1) . Ïóñòü L0 = Φn(A0) .Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ íå n-íèçêóþ ∆0
2 -ñòåïåíü c .Òàê êàê Φn ÿâëÿåòñÿ 0

(n) -êîäèðîâàíèåì, ïîëó÷àåì, ÷òî L0 èìååò êîïèþ â còîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A0 èìååò êîïèþ â c
(n) . Òàê êàê c � íå n-íèçêàÿ ∆0

2 -ñòåïåíü, òî 0
(n) < T c

(n) < T0
(n+1) . Òîãäà A0 èìååò êîïèþ â c

(n) , è ñëåäîâàòåëüíî,
L0 èìååò êîïèþ â c .Òàê êàê c � ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ íå n-íèçêàÿ ∆0

2 -ñòåïåíü, òî, â ÷àñòíîñòè,
L0 èìååò (n + 1)-íèçêîå ïðåäñòàâëåíèå.Êàê ìû âèäèì 0

(n) -êîäèðóþùèå òåîðåìû èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå ïðèëîæå-íèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèìûõ êîïèé n-íèçêèõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ. Â 1991 ã.Ê. Äæîêóø è �. Ñîàð [10℄ äîêàçàëè, ÷òî íå êàæäûé íèçêèé ëèíåéíûé ïîðÿäîêèìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå (â îòëè÷èå îò áóëåâûõ àëãåáð [3℄). Îäíàêî, ðàñ-ñìàòðèâàÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ïîðÿäêîâûå òèïû, óñëîâèå¾íèçêîñòè¿ ìîæåò îáåñïå÷èòü âû÷èñëèìóþ ïðåäñòàâèìîñòü ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ.Òàê �. Äîóíè è Ì. Ìîçåñ [5℄ óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ êàæäîãî íèçêîãî äèñêðåòíîãîïîðÿäêà ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ êîïèÿ (ëèíåéíûé ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ äèñêðåò-íûì, åñëè êàæäûé ýëåìåíò èìååò ïîñëåäîâàòåëÿ è ïðåäøåñòâåííèêà). Åñòåñòâåí-íî âîçíèêàåò âîïðîñ îá îïèñàíèè ïîðÿäêîâûõ òèïîâ, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå ¾íèç-êîñòè¿ äîñòàòî÷íî äëÿ âû÷èñëèìîé ïðåäñòàâèìîñòè (�. Äîóíè [2℄). Ýòîò âîïðîñìîæåò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùåí, çàìåíèâ óñëîâèå ¾íèçêîñòè¿ íà ¾n-íèçêîñòè¿. Â âèäó çàìå÷åííîé âûøå ñâÿçè 0
(n) -êîäèðóþùèõ òåîðåì è n-íèçêèõëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ, ðàññìàòðèâàÿ íèæå 0

′ - è 0
′′ -êîäèðóþùèå òåîðåìû, ìû çàòðî-íåì è âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé �. Äîóíè, è âîïðîñ, îáîáùàþùèé âîïðîñ �. Äîóíè.1. 0

′ -êîäèðóþùèå òåîðåìûÊàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ïåðâûì 0
′ -êîäèðîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ Φ(L) = (η +

+ 2 + η) . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèÿì 2 è 3 èç 0
′ -êîäèðóþùåé òåîðåìû 2 ñëåäóþòÑëåäñòâèå 1 [18℄. Êàæäûé íèçêèé ëèíåéíûé ïîðÿäîê, èìåþùèé âèä (η +2+

+ η) · L äëÿ íåêîòîðîãî L , ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî ïðåäñòàâèìûì.Ñëåäñòâèå 2 [18℄. Ñóùåñòâóåò 2-íèçêèé ëèíåéíûé ïîðÿäîê, èìåþùèé âèä
(η + 2 + η) · L äëÿ íåêîòîðîãî L è íå ÿâëÿþùèéñÿ âû÷èñëèìî ïðåäñòàâèìûì.Ëèíåéíûé ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ k -áëî÷íûì, åñëè âñå åãî áëîêè èìåþò ìîù-íîñòü íå áîëåå k . Áëîêîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî [x]L = {y | F (x, y) ∨ F (y, x)} , ãäå
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FL(x, y) ⇋ (x < Ly)& (|[x, y]L| < +∞) è [x, y]L ⇋ {z | x < Lz < Ly} . Îòíîøåíèå
FL(x, y) íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì áëîêà ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L è ïîðîæäàåò îòíî-øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè x ∼ Ly ⇋ (x = y) ∨ FL(x, y) ∨ FL(y, x) . Íå òðóäíî âèäåòü,÷òî áëîêè � ýòî êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ∼ L .Íàïðèìåð, 1-áëî÷íûìè ëèíåéíûìè ïîðÿäêàìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ëèøü ïëîòíûåïîðÿäêè. Ëèíåéíûå ïîðÿäêè, èìåþùèå âèä (η+2+η)·L äëÿ íåêîòîðîãî L , ÿâëÿþòñÿ2-áëî÷íûìè. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíèå äâà ñëåäñòâèÿ óòâåðæäàþò, ÷òî ñóùåñòâóåò2-íèçêèé 2-áëî÷íûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê, íå èìåþùèé âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ,ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé íèçêèé 2-áëî÷íûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê èìååò âû÷èñëè-ìóþ êîïèþ. ×òîáû îáîáùèòü ýòè ñëåäñòâèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k -áëî÷íîãî ïîðÿäêàâìåñòî 2-áëî÷íîãî, íåîáõîäèìî ñëåäóþùàÿ 0

′ -êîäèðóþùàÿ òåîðåìà, îáîáùàþùàÿòåîðåìó 2.Òåîðåìà 4 [18℄. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê (η +k +1+ η) ·L èìååò âû÷èñëèìîå ïðåä-ñòàâëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L èìååò 0′ -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå.Òåïåðü ñîãëàñíî ñîîòâåòñòâåííî ïðåäëîæåíèÿì 2 è 3 ìû èìååìÑëåäñòâèå 3 [18℄. Êàæäûé íèçêèé ëèíåéíûé ïîðÿäîê âèäà (η + k + 1 + η) · Läëÿ íåêîòîðîãî L èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå.Ñëåäñòâèå 4 [18℄. Ñóùåñòâóåò íåâû÷èñëèìî ïðåäñòàâèìûé 2-íèçêèé
(k + 1)-áëî÷íûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê, íå ÿâëÿþùèé k -áëî÷íûì.Ëèíåéíûé ïîðÿäîê L íàçûâàåòñÿ ñèëüíî η -ñõîæèì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ k -áëî÷-íûì äëÿ íåêîòîðîãî k . Äðóãèìè ñëîâàìè, ëèíåéíûé ïîðÿäîê ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
η -ñõîæèì, åñëè ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî âñå åãî áëîêè èìå-þò ìîùíîñòü íå áîëåå k . ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ k êàæäûé íèçêèé k -áëî÷íûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê (òî åñòü ñèëüíî η -ñõîæèé) èìååò âû÷èñëèìîå ïðåä-ñòàâëåíèå, íåîáõîäèìà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü ñïåöè�è÷åñêîé
0
′ -êîäèðóþùåé òåîðåìîé.Òåîðåìà 5 [18℄ (ñì. òàêæå [9℄). Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî η -ñõîæèì.Òîãäà L èìååò 0

′ -âû÷èñëèìóþ êîïèþ, ó êîòîðîé îòíîøåíèå áëîêà ÿâëÿåòñÿ 0
′ -âû÷èñëèìûì, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L èìååò âû÷èñëèìóþ êîïèþ.Ñëåäñòâèå 5 [18℄. Êàæäûé íèçêèé ñèëüíî η -ñõîæèé ëèíåéíûé ïîðÿäîê èçî-ìîð�åí íåêîòîðîìó âû÷èñëèìîìó ïîðÿäêó.Â ðàáîòå àâòîðà [18℄ ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïîçâîëÿþùàÿ îáîáùèòü

0
′ -êîäèðóþùèå òåîðåìû �. Äîóíè è Äæ. Íàéò.Òåîðåìà 6 [18℄. Ïóñòü τ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì ëèíåéíûì ïîðÿäêîì áåç íàè-ìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî ýëåìåíòîâ. Åñëè L ÿâëÿåòñÿ 0

′ -âû÷èñëèìûì ëèíåéíûìïîðÿäêîì, òî τ · L èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå.Íåòðóäíûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òåîðåìû 2 è 4 ÿâëÿþòñÿ ñëåä-ñòâèÿìè òåîðåìû 6. Áîëåå òîãî, èç òåîðåìû 6 âûâîäèòñÿ ðÿä ñëåäñòâèé, êîòîðûåðàíåå áûëè íåèçâåñòíûìè è òðåáîâàëè ñîáñòâåííîãî äîêàçàòåëüñòâà, íàïðèìåð, ñëå-äóþùåå ñëåäñòâèå è ìíîãèå äðóãèå (âêëþ÷àÿ ñëåäñòâèå 7 èç ñëåäóþùåãî ðàçäåëà).Ñëåäñòâèå 6. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê L èìååò 0
′ -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå òî-ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (η + 1 + η+ 2 + · · ·+ η + k + 1 + η) ·L èìååò âû÷èñëèìîåïðåäñòàâëåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî. (Òåîðåìû 2 è 4 âûâîäÿòñÿ èç òåîðåìû 6 àíàëîãè÷íûìè ðàñ-ñóæäåíèÿìè.)(⇒) Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.



146 À.Í. Ô�ÎËÎÂ(⇐) Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî òàêèõ íàáîðîâ (a1, . . . , ak+1) , ÷òî (ai, ai+1) ÿâëÿ-åòñÿ ïàðîé ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ äëÿ ëþáîãî i ≤ k , ÿâëÿåòñÿ 0
′ -âû÷èñëèìûì. ßñíî,÷òî ýòî ìíîæåñòâî íàáîðîâ ñ èíäóöèðîâàííûì ïîðÿäêîì èçîìîð�íî L .2. Îäíî ïðèìåíåíèå 0

′ -êîäèðóþùåé òåîðåìûËèíåéíûé ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ η -ñõîæèì (η -like), åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå ∑
q∈Q

f(q) äëÿ íåêîòîðîé �óíêöèè f : Q → N òàêîé, ÷òî 0 /∈ rng(f) . Ôóíêöèÿ
f íàçûâàåòñÿ η -�óíêöèåé ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L . Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè îá-ëàñòü çíà÷åíèé η -�óíêöèè η -ñõîæåãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà îãðàíè÷åíà, òî ïîðÿäîêÿâëÿåòñÿ ñèëüíî η -ñõîæèì.Äæ. �îçåíøòåéíîì [14℄ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ âû÷èñëèìîãî η -ñõîæåãî ëè-íåéíîãî ïîðÿäêà η -�óíêöèÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà èç êëàññà ∆0

3 , è ñëåäîâàòåëü-íî, åå ðàíã áóäåò èç êëàññà Σ0
3 . Ñ. Ôåëëíåð [8℄ ïîêàçàë, ÷òî åñëè f ∈ Π0

2 , òîëèíåéíûé ïîðÿäîê ∑
q∈Q

f(q) èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå. Îäíàêî íå êàæäàÿ
∆0

3 -âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ η -�óíêöèåé âû÷èñëèìîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà.Ïåðâûé ïðèìåð òàêîé �óíêöèè (ñ áåñêîíå÷íûì ðàíãîì) áûë ïîñòðîåí â ñîâìåñò-íîé ðàáîòå Ì. Ëåðìàíà è Äæ. �îçåíøòåéíà [11℄. Ïîçæå �. Äîóíè [2, òåîðåìà 4.16℄ïîñòðîèë ∆0
3 -âû÷èñëèìóþ �óíêöèþ f òàêóþ, ÷òî rng(f) = {1, 2, 3, 4} è ëèíåéíûéïîðÿäîê ∑

q∈Q

f(q) íå èìååò âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèå åùå ðàíãè ìîãóò èìåòü àíàëîãè÷íûå ïðè-ìåðû �óíêöèé, òî åñòü �óíêöèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ η -�óíêöèÿìè äëÿ âû÷èñëèìûõëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ëè äîêàçàòü óòâåðæäåíèå �. Äîóíè äëÿ
rng(f) = {1, 2} âìåñòî rng(f) = {1, 2, 3, 4}? Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, îïóáëèêîâàííàÿðàíåå àâòîðîì â êðàòêîì ñîîáùåíèè [20℄, îòâå÷àåò íà ýòè âîïðîñû.Òåîðåìà 7. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ X -âû÷èñëèìàÿ η -�óíêöèÿ ñ íåîäíîýëå-ìåíòíûì ðàíãîì. Òîãäà ñóùåñòâóåò X⊕∅′′ -âû÷èñëèìàÿ η -�óíêöèÿ g òàêàÿ, ÷òî
rng(g) = rng(f) è ∑

q∈Q

g(q) íå èìååò âû÷èñëèìîé êîïèè. Ïðè÷åì åñëè f èìååò êî-íå÷íûé ðàíã èëè õîòÿ áû degT (f) ≤ 0
′′ , òî �óíêöèÿ g ìîæåò áûòü âûáðàíà

0
′′ -âû÷èñëèìîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 6 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 6 âûòå-êàåò ñëåäóþùåå 0

′ -êîäèðîâàíèå.Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü a0 < a1 < · · · < an , a0 6= 0 è n ≥ 1 . Òîãäà ëèíåéíûéïîðÿäîê L èìååò 0
′ -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëè-íåéíûé ïîðÿäîê L′ = (a0η + a1 + a0η + · · ·+ a0η + an + a0η) ·L èìååò âû÷èñëèìîåïðåäñòàâëåíèå.Ïîíÿòíî, ÷òî ëèíåéíûé ïîðÿäîê (a0η+a1+a0η+ · · ·+a0η+an+a0η)·L ÿâëÿåòñÿ

η -ñõîæèì, è ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ η -�óíêöèÿ. Ïîñòðîèìåå âû÷èñëèìî îòíîñèòåëüíî îðàêóëà X òàêîãî, ÷òî X âû÷èñëÿåò L . Çà�èêñèðóåì
X -ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Qx}x∈L òàêóþ, ÷òî Q =

∑
x∈L

Qxÿâëÿåòñÿ X -âû÷èñëèìûì ëèíåéíûì ïîðÿäêîì, Qx � ïëîòíûì ëèíåéíûì ïîðÿäêîìáåç êîíöåâûõ òî÷åê äëÿ êàæäîãî x ∈ L . Òîãäà Q ∼= Q .Âûáåðåì n ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ (íàïðèìåð, ñ íàèìåíüøèì íàòóðàëüíûìíîìåðîì) qx
1 < Q · · · < Qqx

n èç êàæäîãî Qx . Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíê-öèþ f̃ : ïîëîæèì f̃(qx
i ) = ai äëÿ âñåõ x ∈ L è 1 ≤ i ≤ n è f̃(q) = a0 äëÿ âñåõîñòàëüíûõ q ∈ Q . Çàìåòèì, ÷òî ∑

q∈Qx

f̃(q) ∼= a0η + a1 + a0η + · · · + a0η + an + a0η .



ËÈÍÅÉÍÛÅ ÏÎ�ßÄÊÈ. ÒÅÎ�ÅÌÛ ÊÎÄÈ�ÎÂÀÍÈß 147Òàê êàê Q ∼= Q , ñóùåñòâóåò X -âû÷èñëèìûé èçîìîð�èçì ϕ : Q → Q . Ïîëîæèìòåïåðü f(q) = f̃(ϕ(q)) äëÿ âñåõ q ∈ Q . Ïîíÿòíî, ÷òî �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ X -âû÷èñëèìîé. Ïðè÷åì ∑
q∈Q

f(q) ∼=
∑

q∈Q

f̃(q) ∼=
∑

x∈L

∑
q∈Qx

f̃(q) ∼=
∑

x∈L

(a0η + a1 + a0η +

+ · · · + a0η + an + a0η) ∼= (a0η + a1 + a0η + · · · + a0η + an + a0η) · L .Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ X -âû÷èñëèìîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L ñóùå-ñòâóåò X -âû÷èñëèìàÿ η -�óíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî ∑
q∈Q

f(q) ∼= (a0η + a1 + a0η + · · · +

+ a0η + an + a0η) · L , ãäå a0 6= 0 è n ≥ 1 .Ïóñòü D = {a0 < a1 < · · · < an} , ãäå a0 6= 0 è n ≥ 1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L̃ � 0
′′ -âû÷èñëèìûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê, íå èìåþùèé 0

′ -âû÷èñëèìîé êîïèè. Òîãäà ïî äî-êàçàííîìó âûøå ñóùåñòâóåò 0
′′ -âû÷èñëèìàÿ η -�óíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî ∑

q∈Q

f(q) ∼= Lè rng(f) = D , ãäå L = (a0η + a1 + a0η + · · · + a0η + an + a0η) · L̃ . Òàê êàê L̃íå èìååò 0
′ -âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, èç ñëåäñòâèÿ 7 âûòåêàåò, ÷òî L íå èìååòâû÷èñëèìîé êîïèè.Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà D òàêîãî, ÷òî 0 /∈ D è

|D| > 1 , ñóùåñòâóåò 0
′′ -âû÷èñëèìàÿ η -�óíêöèÿ f , ÷òî ëèíåéíûé ïîðÿäîê ∑

q∈Q

f(q)íå èìååò âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðè rng(f) = D .Ïóñòü òåïåðü f � ïðîèçâîëüíàÿ η -�óíêöèÿ ñ áåñêîíå÷íûì ðàíãîì. Ïîñòðîèìíîâóþ �óíêöèþ g , èìåþùóþ òîò æå ñàìûé ðàíã, ÷òî è f , íî ∑
q∈Q

g(q) íå èìååò âû-÷èñëèìîé êîïèè. Çà�èêñèðóåì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî D ⊂ rng(f) : 0 /∈ D è |D| > 1 .Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò 0
′′ -âû÷èñëèìàÿ η -�óíêöèÿ f̃ , ïðè-÷åì rng(f̃) = D è ∑

q∈Q

f̃(q) íå èìååò âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïóñòü Q1 è
Q2 � äâà ïëîòíûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêà áåç êîíöåâûõ òî÷åê. Èìååì âû÷èñëèìûå èçî-ìîð�èçìû ϕ1 : Q → Q1 , ϕ2 : Q → Q2 è ϕ : Q → Q1 + 1 + Q2 . Çà�èêñèðóåìïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a0 èç rng(f) .Ïîñòðîèì íîâóþ �óíêöèþ g :1) ïîëîæèì g(q) = f̃(ϕ−1

1 (ϕ(q))) äëÿ ëþáîãî q ∈ Q òàêîãî, ÷òî ϕ(q) ∈ Q1 ;2) ïîëîæèì g(q) = f(ϕ−1
2 (ϕ(q))) äëÿ ëþáîãî q ∈ Q òàêîãî, ÷òî ϕ(q) ∈ Q2 ;3) ïîëîæèì, íàêîíåö, g(q) = a0 äëÿ åäèíñòâåííîãî q ∈ Q , ïðè÷åì ϕ(q) /∈ Q1è ϕ(q) /∈ Q2 .Èìååì

∑

q∈Q

g(q) ∼=
∑

q∈Q,ϕ(q)∈Q1

g(q) + a0 +
∑

q∈Q,ϕ(q)∈Q2

g(q) ∼=

∼=
∑

q∈Q1

f̃(ϕ−1
1 (q)) + a0 +

∑

q∈Q2

f(ϕ−1
2 (q)) ∼=

∑

q∈Q

f̃(q) + a0 +
∑

q∈Q

f(q).Òàê êàê ëèíåéíûé ïîðÿäîê ∑
q∈Q

f̃(q) íå èìååò âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ëè-íåéíûé ïîðÿäîê ∑
q∈Q

g(q) òàêæå íå èìååò âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Íàêîíåö,î÷åâèäíî, rng(g) = rng(f) . Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.3. 0
′′ -êîäèðóþùèå òåîðåìûÊëàññè÷åñêîé 0

′′ -êîäèðóþùåé òåîðåìîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 8 [15℄. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê L èìååò 0
′′ -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèåòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ζ · L èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå.



148 À.Í. Ô�ÎËÎÂÌîäè�èöèðóÿ èñõîäíîå äîêàçàòåëüñòâî, Ê. Ýø è Äæ. Íàéò [1℄ ïðåäëàãàþò ñëå-äóþùóþ 0
′′ -êîäèðóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 9 [1℄. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê L èìååò 0

′′ -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèåòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ω · L èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå.Îáà äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìûé ïðèîðèòåòíûé ìåòîä ñ áåñêî-íå÷íûìè íàðóøåíèÿìè, èëè ìåòîä 0
′′ -ïðèîðèòåòà. Âñå èçâåñòíûå 0

′ -êîäèðóþùèåòåîðåìû äîêàçàíû ñ ïîìîùüþ ïðèîðèòåòíîãî ìåòîäà ñ êîíå÷íûìè íàðóøåíèÿ-ìè, èëè ìåòîäà 0
′ -ïðèîðèòåòà. Ìåòîä 0

′′ -ïðèîðèòåòà ÿâíî ñëîæíåå ìåòîäà 0
′ -ïðèîðèòåòà. Èìåþùàÿñÿ êàðòèíà êàæåòñÿ ëîãè÷íîé. Îäíàêî â ýòîì ðàçäåëå ïî-ëó÷èì íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ èçâåñòíûõ 0

′′ -êîäèðóþùèõ òåîðåì ñ èñïîëüçîâàíèåìòîëüêî ëèøü ìåòîäà 0
′ -ïðèîðèòåòà, òî åñòü áîëåå ïðîñòûì ìåòîäîì.Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå îòíîøåíèÿ ñîñåäñòâà íà ëèíåéíûõ ïîðÿäêàõ.�îâîðèì, ÷òî ýëåìåíòû x è y ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè ñîñåä-ñòâà, åñëè x < Ly è äëÿ ëþáîãî z íå âåðíî x < Lz < Ly . Îòíîøåíèå ñîñåäñòâà íàëèíåéíîì ïîðÿäêå L îáîçíà÷àåòñÿ SuccL .Òåîðåìà 10. Ïóñòü τ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì ëèíåéíûì ïîðÿäêîì ñ âû÷èñëè-ìûì îòíîøåíèåì ñîñåäñòâà è âûïîëíåíî

(∀x)(∀n)(∃x′, y′)[(x < τx′ < τy′)& |[x′, y′]τ | = n] (1)èëè
(∀x)(∀n)(∃x′, y′)[(x > τx′ > τy′)& |[x′, y′]τ | = n]. (2)Òîãäà åñëè L ÿâëÿåòñÿ 0

′ -âû÷èñëèìûì ëèíåéíûì ïîðÿäêîì, òî τ · L èìååò âû-÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå, îáëàäàþùåå âû÷èñëèìûì îòíîøåíèåì ñîñåäñòâà.Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âû-ïîëíåíû îáà óñëîâèÿ (1) è (2). Áóäåì ñòðîèòü âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå ëèíåéíîãîïîðÿäêà L0 = τ · L èç áëîêîâ Li , òî åñòü L0 =
∑
i∈L

Li , ãäå Li � êîïèÿ τ . Â êàæ-äîì áëîêå íåîáõîäèìî îáúÿâëÿòü íåêîòîðûå ïàðû ýëåìåíòîâ ñîñåäíèìè è íèêîãäàíå äîáàâëÿòü ìåæäó íèìè íîâûõ ýëåìåíòîâ. Òàê êàê L ÿâëÿåòñÿ 0
′ -âû÷èñëèìûì,òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ 0

′ -âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ ïî-ðÿäêîâ {At}t∈ω , ÷òî A0 = ∅ , At ⊂ At+1 è L =
⋃
t

At . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåòðàâíîìåðíî âû÷èñëèìàÿ àïïðîêñèìàöèÿ {At,s}t,s∈ω òàêàÿ, ÷òî At = lim
s→+∞

At,s .Ñòðîèì L0 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè íà íåêîòîðîì øàãå s ïîÿâëÿåòñÿ íîâûéýëåìåíò i ∈ At,s è x < i < y � ñîñåäíèå ýëåìåíòû â At,s , òî äîáàâëÿåì â L íîâûéáëîê Li ìåæäó áëîêàìè Lx è Ly . Åñëè æå íåêîòîðûé j âûõîäèò èç At,s′ íà íåêî-òîðîì øàãå s′ , òî ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùåãî áëîêà Lj ïðèñîåäèíÿåì ê îäíîìóèç ñîñåäíèõ áëîêîâ â L , òàê êàê ýòè ýëåìåíòû ñòàíîâÿòñÿ óæå ¾ëèøíèìè¿. Åñëèñîñåäíèé òîëüêî îäèí, òî ïðèñîåäèíÿåì ê íåìó. Åñëè åñòü ñîñåäíèé è ñëåâà � La ,è ñïðàâà � Lb , òî âûáèðàåì íàèìåíüøåå èç a è b (íàèìåíüøåå êàê íàòóðàëüíîå÷èñëî) è ïðèñîåäèíÿåì ¾ëèøíèå¿ ýëåìåíòû ñòàðîãî áëîêà Lj ê áëîêó ñ âûáðàí-íûì íîìåðîì. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëèíåéíûé ïîðÿäîê L íå ïóñòîé, òàê êàê èíà÷åòåîðåìà î÷åâèäíà. Ïîýòîìó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî õîòÿ áû îäèí ñîñåäíèé áëîê èìååòñÿ.Ïðèñîåäèíåíèå ¾ëèøíèõ¿ ýëåìåíòîâ ê íåêîòîðîìó áëîêó Lp ñïðàâà èëè ñëåâàîñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ¾ëèøíèõ¿ ýëåìåíòîâ x è y ,êîòîðûå ðàñïîëîæåíû ïî ñîñåäñòâó íà äàííîì øàãå, íî êîòîðûå åùå íå îáúÿâëå-íû ñîñåäíèìè, ïîëîæèì íîâûé ¾ëèøíèé¿ ýëåìåíò z ìåæäó íèìè è îáúÿâèì ïàðû
(x, z) è (z, y) ñîñåäíèìè. Ïîñëå ýòîãî âñå ¾ëèøíèå¿ ýëåìåíòû áóäóò ïîïàðíî ñîñåä-íèìè. Â ñèëó óñëîâèé (1) è (2) âñåãäà ìîæíî ðàñøèðèòü áëîê Lp ñëåâà èëè ñïðàâàòàê, ÷òîáû ñîõðàíèòü ïîñòðîåíèå êîïèè τ ñ îáúÿâëåííûìè ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè.



ËÈÍÅÉÍÛÅ ÏÎ�ßÄÊÈ. ÒÅÎ�ÅÌÛ ÊÎÄÈ�ÎÂÀÍÈß 149Äàëåå íà êàæäîì øàãå â êàæäîì áëîêå êëàäåì íîâûå ýëåìåíòû, ñòðîÿ êîïèþ τ .Òàê êàê τ èìååò âû÷èñëèìîå îòíîøåíèå ñîñåäñòâà, òî îäíîâðåìåííî îáúÿâëÿåìñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû ýëåìåíòîâ ñîñåäíèìè.Ïóñòü s = s(t) òàêîé øàã, ÷òî äëÿ ëþáîãî s′ ≥ s At = At,s′ , òîãäà ïîñëå ýòîãîøàãà íèêàêîé áëîê Li äëÿ i ∈ At íå áóäåò ïðèñîåäèíåí ê äðóãîìó, à òîëüêî, ìîæåòáûòü, íåêîòîðûå äðóãèå áóäóò ïðèñîåäèíåíû ê íåìó ñëåâà èëè ñïðàâà, íî, êàêóæå ãîâîðèëîñü âûøå, ýòî íå ïîðòèò ïîñòðîåíèå êîïèè τ ñ âû÷èñëèìûìè ïàðàìèñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, L0
∼= τ ·L è L0 èìååò âû÷èñëèìîå îòíîøåíèåñîñåäñòâà.Îáîçíà÷èì êëàññ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ, êîòîðûå ëèáî èìåþò âû÷èñëèìûå ïðåä-ñòàâëåíèÿ, ëèáî íå èìåþò íèçêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, êàê L1 . Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè

L � íèçêèé ëèíåéíûé ïîðÿäîê è L ∈ L1 , òî L èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëå-íèå. Â ýòîì îáîçíà÷åíèè âîïðîñ �. Äîóíè [2℄, îçâó÷åííûé â ïåðâîì ðàçäåëå, òåïåðüîçíà÷àåò îïèñàòü êëàññ L1 .Òåîðåìà 11. Ïóñòü τ ÿâëÿåòñÿ 0
′ -âû÷èñëèìûì ñ 0

′ -âû÷èñëèìûì îòíîøå-íèåì ñîñåäñòâà, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1) è óñëîâèþ (2) òåîðåìû 10 è òàêîé,÷òî τ · L ∈ L1 äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L . Òîãäà åñëè ëèíåéíûé ïîðÿäîê Lèìååò 0
′′ -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå, òî τ ·L èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ ÿâëÿåòñÿ 0

′ -âû÷èñëèìûì ñ 0
′ -âû÷èñëèìûì îòíî-øåíèåì ñîñåäñòâà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1) è (2) òåîðåìû 10. È ïóñòü L ÿâëÿ-åòñÿ 0

′′ -âû÷èñëèìûì. Ïî òåîðåìå 10, ðåëÿòèâèçîâàííîé îòíîñèòåëüíî 0
′ , ëèíåé-íûé ïîðÿäîê τ · L èìååò 0

′ -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå ñ 0
′ -âû÷èñëèìûì îòíîøå-íèåì ñîñåäñòâà.Â ðàáîòå àâòîðà [19℄ è íåçàâèñèìî â ðàáîòå À. Ìîíòàëáàíà [13℄ äîêàçàíî, ÷òî ëè-íåéíûé ïîðÿäîê èìååò íèçêîå ïðåäñòàâëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí èìååò

0
′ -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå, îáëàäàþùåå 0

′ -âû÷èñëèìûì îòíîøåíèåì ñîñåäñòâà.(Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñïåöè�è÷åñêàÿ 0
′ -êîäèðóþùàÿ òåî-ðåìà.)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê τ · L èìååò íèçêîå ïðåäñòàâëåíèå. Òàê êàê

τ · L ∈ L1 , òî τ · L èìååò âû÷èñëèìóþ êîïèþ. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Èç òåîðåìû 11 ñëåäóåò öåëûé ðÿä ñëåäñòâèé (òåîðåìû 8 è 9 òàêæå ÿâëÿþòñÿñëåäñòâèÿìè òåîðåìû 11). Ïîêàæåì òîëüêî íåêîòîðûå èç íèõ.Ñëåäñòâèå 8. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê L èìååò 0
′′ -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèåòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (ζ + 1 + ζ) · L èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå.Ñëåäñòâèå 9. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê L èìååò 0
′′ -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèåòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (ω∗ + η + ζ) · L èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì îäíîâðåìåííîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 8 è 9, ñëåä-ñòâèé 8 è 9.Äëÿ ëþáîãî L ëèíåéíûå ïîðÿäêè ζ·L , ω·L , (ζ+1+ζ)·L è (ω∗+η+ζ)·L ÿâëÿþòñÿ0-êâàçèäèñêðåòíûìè. (Ëèíåéíûé ïîðÿäîê R íàçûâàåòñÿ 0-êâàçèäèñêðåòíûì, åñëèëèáî [x]R ∼= ζ , ëèáî [x]R ∼= ω , ëèáî [x]R ∼= ω∗ äëÿ ëþáîãî x .)Â ðàáîòå [17℄ äîêàçàíî, ÷òî êàæäûé 0-êâàçèäèñêðåòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîêñîäåðæèòñÿ â êëàññå L1 . È ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 11 åñëè L ÿâëÿåòñÿ 0

′′ -âû÷èñëèìûì, òî ζ · L , ω · L , (ζ + 1 + ζ) · L è (ω∗ + η + ζ) · L èìåþò âû÷èñëèìûåêîïèè. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äàííîå äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ðàáîòó àâòîðà ñîâ-ìåñòíî ñ Ï. Àëàåâûì è Äæ. Ò¼ðáåðîì [17℄, à òàêæå íà òåîðåìó 10, äîêàçàòåëüñòâà



150 À.Í. Ô�ÎËÎÂêîòîðûõ èñïîëüçóþò ëèøü ìåòîä ïðèîðèòåòà ñ êîíå÷íûìè íàðóøåíèÿìè. À èñõîä-íîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 8 è 9 èñïîëüçóåò ìåòîä ïðèîðèòåòà ñ áåñêîíå÷íûìèíàðóøåíèÿìè.Åñòåñòâåííûìè ìîäè�èêàöèÿìè äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 10 è 11 äîêàçûâàåòñÿ ñëå-äóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 12. Ïóñòü τ ÿâëÿåòñÿ 0
′ -âû÷èñëèìûì k -áëî÷íûì ëèíåéíûì ïîðÿä-êîì ñ 0

′ -âû÷èñëèìûì îòíîøåíèåì ñîñåäñòâà è âûïîëíåíî
(∀x)(∃y)[(y > τx)& |[y]τ | = k] (3)èëè

(∀x)(∃y)[(y < τx)& |[y]τ | = k)]. (4)Ïóñòü τ ·L ∈ L1 äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L . Òîãäà åñëè ëèíåéíûé ïîðÿäîê Lèìååò 0
′′ -âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå, òî τ ·L èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå.Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåêîòîðûå íîâûå 0

′′ -êîäèðîâàíèÿ, íàïðèìåð,òàêèå, êàê ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå, è ìíîãèå äðóãèå.Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü k > n . Òîãäà ëèíåéíûé ïîðÿäîê L èìååò 0
′′ -âû÷èñ-ëèìîå ïðåäñòàâëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (· · ·+ η + k + 1 + η + k + 1 + η +

+ n + 1 + η + k + 1 + η + k + 1 + η + · · · ) · L èìååò âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû � 10-01-00399è 12-01-97008), ãðàíòà äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-5383.2012.1,à òàêæå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô ÌÊ-611.2011.1.SummaryA.N. Frolov. Linear Orderings. Coding Theorems.In this paper, we onsider 0
′ - and 0

′′ -oding theorems. We obtain two general theoremswhih generalize all 0
′ - and 0

′′ -oding theorems known at this moment. Using one 0
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