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ÓÄÊ 539.120.61:535.326ÄÈÑÏÅ�ÑÈÎÍÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÄËßÔÎÒÎÍÍÛÕ Ê�ÈÑÒÀËËÎÂ Â �ÀÌÊÀÕ ÌÅÒÎÄÀÌÀÒ�ÈÖ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ È ÌÅÒÎÄÀ ÏËÎÑÊÈÕ ÂÎËÍ�.Õ. �àéíóòäèíîâ, Å.Â. Çàéöåâà, Â.À. Òîêàðåâà, Ì.À. ÕàìàäååâÀííîòàöèÿÈññëåäîâàíà ïðîáëåìà ðàñ÷åòà äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ �îòîííûõ êðèñòàë-ëîâ. �àññìîòðåíà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ýòîì ìåòîäà ìàòðèö ïåðåíîñà è ìåòîäàïëîñêèõ âîëí. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîäû, êîòîðûå ðàíåå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïîëó÷åíèÿ çîí-íûõ äèàãðàìì, ïðèìåíèìû è äëÿ ðàñ÷åòà äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: �îòîííûå êðèñòàëëû, äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ, çîííûå äèà-ãðàììû. ÂâåäåíèåÈññëåäîâàíèå �îòîííûõ êðèñòàëëîâ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéâåñüìà àêòóàëüíóþ çàäà÷ó. Øèðîêèé ñïåêòð ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé îáóñëîâ-ëåí íåîáû÷íûìè îïòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè �îòîííûõ êðèñòàëëîâ [1, 2℄. Ýòî ñâÿçàíîñ òåì, ÷òî õàðàêòåðíûé ðàçìåð ÿ÷åéêè �îòîííîãî êðèñòàëëà ïîðÿäêà äëèíû âîëíûâèäèìîãî èçëó÷åíèÿ. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ â ñïåêòðàõ ïðîïóñêàíèÿ ïîäîáíûõ ñðåä(êîòîðûå èíîãäà íàçûâàþò ïåðèîäè÷åñêèìè �îòîííûìè ñòðóêòóðàìè [3℄) ïîÿâëÿ-þòñÿ ñïåêòðàëüíûå îáëàñòè, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà â ïîäàâ-ëåíî âî âñåõ èëè â íåêîòîðûõ èçáðàííûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïîìèìî ìàññû ïðàêòè÷å-ñêèõ ïðèëîæåíèé àêòèâíî èññëåäóåòñÿ êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà (ÊÝÄ) àòîìîâ,íàõîäÿùèõñÿ â �îòîííûõ êðèñòàëëàõ, ïîñêîëüêó ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü êîíòðî-ëèðîâàòü ñïîíòàííîå èçëó÷åíèå íàõîäÿùèõñÿ â íèõ àòîìîâ [4℄. Ýòî îòêðûâàåò ïóòüê ñîçäàíèþ íèçêîïîðîãîâûõ ëàçåðíûõ èçëó÷àòåëåé äëÿ âèäèìîãî è áëèæíåãî èí-�ðàêðàñíîãî äèàïàçîíîâ.Êëþ÷åâîé îñîáåííîñòüþ �îòîííûõ êðèñòàëëîâ ÿâëÿåòñÿ îòëè÷èå äèñïåðñèîí-íûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ �îòîíà îò ñëó÷àÿ âàêóóìà. Ïîä äèñïåðñèîííûìè ñîîòíîøå-íèÿìè â �îòîííûõ êðèñòàëëàõ ïîíèìàåòñÿ ñâÿçü ýíåðãèè �îòîíà ω ñ åãî èìïóëü-ñîì k (çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñèñòåìà åäèíèö ~ = c = 1 , â êîòî-ðîé ýíåðãèÿ �îòîíà òîæäåñòâåííà ðàâíà åãî ÷àñòîòå, à èìïóëüñ � âîëíîâîìó âåê-òîðó). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàïðåùåííûõ çîí îáû÷íî ïîëüçóþòñÿ ïðèâåäåííûìè çîí-íûìè ñõåìàìè èëè äèñïåðñèîííûìè äèàãðàììàìè (çîííûìè äèàãðàììàìè), â êîòî-ðûõ êàê îäíîìåðíûå, òàê è ìíîãîìåðíûå äèñïåðñèîííûå çàâèñèìîñòè ðàñïîëàãàþòíà ïëîñêîì ðèñóíêå ïóòåì ïåðåáîðà çíà÷åíèé êîîðäèíàò âîëíîâîãî âåêòîðà âäîëüòðàåêòîðèè, îãðàíè÷èâàþùåé íåïðèâîäèìóþ çîíó Áðèëëþýíà. Ïðè ýòîì âñå ýíåð-ãåòè÷åñêèå çîíû ðàçìåùåíû â ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà. Ýòà ïðîöåäóðà ïîëíîñòüþçàèìñòâîâàíà èç �èçèêè òâåðäîãî òåëà [5℄. Ýòî, êîíå÷íî, ëèøàåò íàñ íàãëÿäíî-ñòè ïðè èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùå-ãî áîëüøèì ýíåðãèÿì. Ïîäîáíîå îãðàíè÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì íåäîñòàò-êîì äèñïåðñèîííûõ äèàãðàìì, ïîòîìó ÷òî ïîëó÷àåìûå äàííûå íå äàþò ïîëíîé



ÄÈÑÏÅ�ÑÈÎÍÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÄËß ÔÎÒÎÍÍÛÕ Ê�ÈÑÒÀËËÎÂ. . . 73èí�îðìàöèè îá èññëåäóåìîé ñòðóêòóðå. Òàêîé ïðîáëåìû íå âîçíèêàåò ïðè íåïî-ñðåäñòâåííîì àíàëèçå ñàìèõ äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé, à ïîòîìó èõ èñïîëüçîâà-íèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå öåëåñîîáðàçíûì ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íîãî ðîäà òåîðåòè÷åñêèõçàäà÷, ïîñêîëüêó â ÊÝÄ ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ èíòåãðèðîâàíèåì âû-ðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ ýíåðãèþ �îòîíà ω , ïî èìïóëüñó k äî áîëüøèõ çíà÷åíèé.Íà ÿçûêå çîííûõ ñõåì [5℄ äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàñøè-ðåííóþ çîííóþ ñõåìó. Õîòÿ òàêàÿ ñõåìà íå î÷åíü óäîáíà äëÿ àíàëèçà çàïðåùåííûõçîí â �îòîííîì êðèñòàëëå, îíà ïîçâîëÿåò àäåêâàòíî îòðàçèòü äèñïåðñèîííûå ñâîé-ñòâà �îòîíà ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ. Àâòîðû ðàííèõ ðàáîò êîíöåíòðèðîâàëè ñâîåâíèìàíèå íà âëèÿíèè çàïðåùåííûõ çîí ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ è ïîýòîìó èñïîëüçî-âàëè óïðîùåííûå ìîäåëè äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé (â ÷àñòíîñòè, ïðèáëèæåíèåý��åêòèâíîé ìàññû [3, 4℄), êîòîðûå êîððåêòíî îïèñûâàëè ïîâåäåíèå äèñïåðñèèíà ãðàíèöå çàïðåùåííûõ çîí, îäíàêî ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ äàâàëè íå�èçè÷íûåðåøåíèÿ, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ñêàçûâàëîñü íà ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ. Â ðàáîòå [6℄âïåðâûå áûëî ñäåëàíî çàìå÷àíèå, ÷òî ó÷åò áîëüøèõ ýíåðãèé ìîæåò èìåòü çíà÷åíèåïðè ðàñ÷åòå ÊÝÄ âåëè÷èí. Òàì æå áûëè ïðèâåäåíû äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿâ îäíîìåðíîì ñëó÷àå â âèäå ðàñøèðåííîé ñõåìû. Îäíàêî íåïîñðåäñòâåííîå ïîëó-÷åíèå è èñïîëüçîâàíèå äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé â òàêîé �îðìå äëÿ ðåøåíèÿÊÝÄ çàäà÷ â ëèòåðàòóðå íå âñòðå÷àþòñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüèÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿðàçíûõ �îòîííûõ êðèñòàëëîâ â ðàìêàõ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿàíàëèçà çîííûõ äèàãðàìì.1. Äèñïåðñèîííûå äèàãðàììû è äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿÎäíîçíà÷íûå îòâåòû íà âîïðîñû î òîì, êàêîé âèä èìååò ýëåêòðîìàãíèòíàÿâîëíà â �îòîííîì êðèñòàëëå è ÷åì îíà îòëè÷àåòñÿ îò òàêîâîé â îäíîðîäíûõ ñðåäàõ,ìîæíî ïîëó÷èòü, ðåøèâ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäû. Îäíàêî,êàê ýòî èçâåñòíî èç �èçèêè òâåðäîãî òåëà, èìïóëüñ ÷àñòèöû, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ êî-òîðîé â ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäå îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé Áëîõà, îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþäî âåêòîðà g � ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà îáðàòíîé ðåøåòêè [5℄. Ïîýòîìó âñåãäà âîç-ìîæíî, à ÷àñòî è óäîáíî, âûáðàòü èìïóëüñ k , ñòîÿùèé â èíäåêñå �óíêöèè Áëîõà,òàê, ÷òîáû êîíåö åãî îêàçûâàëñÿ ëåæàùèì âíóòðè ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà. Ïðîöå-äóðà ïðèâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà k ê ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà è ïîëó÷èëàíàçâàíèå ñõåìû ïðèâåäåííûõ çîí. Òàêîé âàðèàíò çîííîé ñõåìû óäîáåí òåì, ÷òîçäåñü íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ïîëíûõ çàïðåùåííûõ çîí ïðîÿâëÿåòñÿ àâòîìàòè÷å-ñêè. Îñîáåííî ýòî ïðåèìóùåñòâî àêòóàëüíî äëÿ äâóõ- è òðåõìåðíûõ �îòîííûõêðèñòàëëîâ, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ ðåøåíèå çàäà÷è ñèëüíî óñëîæíÿåòñÿ. È åñëè äèñ-ïåðñèîííûå äèàãðàììû äëÿ äâóìåðíûõ êðèñòàëëîâ åùå ìîæíî ïðèâåñòè â âèäåïîâåðõíîñòåé, òî äëÿ òðåõìåðíûõ êðèñòàëëîâ çîííûå äèàãðàììû � åäèíñòâåííûéñïîñîá ñêîëü-íèáóäü íàãëÿäíî èçîáðàçèòü äèñïåðñèþ ãðà�è÷åñêè. Äëÿ ýòîãî îãðà-íè÷èâàþòñÿ çíà÷åíèÿìè ëèøü âäîëü ãðàíèöû íåïðèâîäèìîé çîíû.Îäíàêî êîãäà íàñ èíòåðåñóåò çàâèñèìîñòü ýíåðãèè �îòîíà îò åãî èìïóëüñà, î÷å-âèäíî, ïðèâåäåííàÿ ñõåìà íå ïîäõîäèò. Ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì îïòè÷åñêîì êîíòðà-ñòå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðÿìóþ ω = k/n , ÷òîñîîòâåòñòâóåò ðàñøèðåííîé çîííîé ñõåìå, â êîòîðîé ðàçëè÷íûå ýíåðãåòè÷åñêèå çî-íû ðàçìåùåíû â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå â ðàçëè÷íûõ çîíàõ Áðèëëþýíà. Ïîýòîìóåñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ñâÿçü ýíåðãèè ñ èìïóëüñîì �èçè÷åñêè îòðàæåíà ëó÷øåâ âèäå ðàñøèðåííîé ñõåìû. Êðîìå òîãî, åñëè â êàêîé-íèáóäü çîíå ðàçëîæèòü áëî-õîâñêîå ðåøåíèå â ðÿä, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íàèáîëüøóþ ýíåðãèþ ïåðåíîñèòêîìïîíåíòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåêóùåé çîíå Áðèëëþýíà.



74 �.Õ. �ÀÉÍÓÒÄÈÍÎÂ È Ä�.Ñóùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþùèì õàðàêòåð ÷èñëåííîãîðàñ÷åòà äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé, ÿâëÿåòñÿ èõ ðàçìåðíîñòü. ×åì áîëüøå ðàç-ìåðíîñòü, òåì áîëåå ñëîæíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à. Çíàíèå òî÷íîãî òðåõìåðíîãî ðåøå-íèÿ äëÿ ðåàëüíûõ êðèñòàëëîâ äàåò ìàêñèìàëüíî ïîëíóþ èí�îðìàöèþ î ñâîéñòâàõèçëó÷åíèÿ â ñðåäå, â ñâÿçè ñ ÷åì ðåøåíèå îäíîìåðíûõ çàäà÷ ìîæåò ïîêàçàòüñÿíåàêòóàëüíûì. Îäíàêî äëÿ ðÿäà ïðîáëåì òàêàÿ èí�îðìàòèâíîñòü ìîæåò áûòü èç-áûòî÷íà â óùåðá ïðîñòîòå ðàñ÷åòà, ïîýòîìó â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿþòñÿ áî-ëåå ïðîñòûå ìîäåëè, îïèðàþùèåñÿ íà îäíîìåðíûé ñëó÷àé. �å÷ü èäåò, íàïðèìåð,îá èñïîëüçîâàíèè èçîòðîïíûõ äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé [4℄ èëè ïñåâäîîäíîìåð-íîé ìîäåëè �îòîííîãî êðèñòàëëà [7℄.2. Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿäëÿ îäíîìåðíûõ �îòîííûõ êðèñòàëëîâÄëÿ ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷ ïðåêðàñíî ïîäõîäèò ìåòîä ìàòðèö ïåðåíîñà[1, 2, 8℄, â ðàìêàõ êîòîðîãî ïîëå è ýëåìåíòû �îòîííîãî êðèñòàëëà ïðåäñòàâëÿ-þòñÿ â âèäå ñòîëáöîâ è îïåðàòîðîâ. �àññìàòðèâàåòñÿ ïàäåíèå ïëîñêîé ëèíåéíî-ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû E+
0 exp[i(kw

0 r−ωt)] íà ìíîãîñëîéíóþ ñðåäó, ñîñòîÿùóþ èç Nñëîåâ ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ïîêàçàòåëÿìè ïðåëîìëåíèÿ. ×òîáû ó÷åñòü îáå ïîëÿðèçàöèèñâåòà, ïîëå â êðèñòàëëå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûé âåêòîð
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,ãäå j îáîçíà÷àåò íîìåð ñëîÿ, çíàê ¾±¿ � íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ, à èíäåêñû1 è 2 � íàïðàâëåíèå ïîëÿðèçàöèè âîëíû. Ïîëÿ â òî÷êàõ zj è zj + ζ âíóòðè j -ãîñëîÿ ñâÿçàíû ìàòðèöåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ Φj ñîîòíîøåíèåì
Ej(zj + ς) = Φj(ς) · Ej(zj),ãäå

Φj =









exp(2iπnjdj/λ) 0 0 0
0 exp(−2iπnjdj/λ) 0 0
0 0 exp(2iπnjdj/λ) 0
0 0 0 exp(−2iπnjdj/λ)









.Íà ãðàíèöå ñëîÿ èçìåíåíèå âîëíû îïèñûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöåé Mijâ âèäå:
Ei(zij + 0) = Mij · Ej(zij − 0),ãäå

Mij =









1/tij rij/tij 0 0
rij/tij 1/tij 0 0

0 0 1/tij rij/tij
0 0 rij/tij 1/tij









,

tij è rij � êîý��èöèåíòû Ôðåíåëÿ äëÿ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïîëÿ, ïàäàþùåãîèç i-ãî ñëîÿ, ÷åðåç ij -þ ãðàíèöó ðàçäåëà. Òîãäà ïîëíàÿ ìàòðèöà ðàñïðîñòðàíåíèÿ÷åðåç ìíîãîñëîéíóþ ñðåäó èìååò âèä:
T = M(N+1)N ΦN · · ·M10,
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�èñ. 1. Ñïåêòðû ïðîïóñêàíèÿ �îòîííîãî êðèñòàëëà, ñîñòîÿùåãî èç 7 îïòè÷åñêèõ ÿ÷ååê.Êàæäàÿ èç ÿ÷ååê ñîñòîèò èç ìàòåðèàëîâ ñ n1 = 2 , n2 = 1.5 è òîëùèíàìè ñëîåâ d1 =

= 75 íì, d2 = 100 íì. Ñïåêòðû ðàññ÷èòàíû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèèé óãëîâ ïàäåíèÿñâåòà θ = 0, π/8, π/6, π/4 (1, 2, 3, 4 ñîîòâåòñòâåííî)

�èñ. 2. Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ �îòîííîãî êðèñòàëëà, ñîñòîÿùåãî èç ìàòåðèàëîâñ n1 = 2 , n2 = 1.5 è òîëùèíàìè ñëîåâ d1 = 75 íì, d2 = 100 íì ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèèñâåòàãäå Φm = Φm(dm) . Ñîîòâåòñòâóþùèé êîý��èöèåíò ïðîïóñêàíèÿ ìíîãîñëîéíîéñðåäû çàïèøåòñÿ â âèäå
t =

t21 + t22
2

,ãäå
t1 =

∣

∣

∣

∣

T11T22−T 12T21

T22

∣

∣

∣

∣

, t2 =

∣

∣

∣

∣

T33T44 − T34T44

T44

∣

∣

∣

∣

.Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòðèö ïåðåíîñà ìîæíî ïîñòðîèòü ñïåêòð ïðîïóñêàíèÿîäíîìåðíîãî �îòîííîãî êðèñòàëëà ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ êîëè÷åñòâà îïòè÷å-ñêèõ ñëîåâ, èõ ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ è òîëùèíû, à òàêæå äëÿ ðàçëè÷íûõ óã-ëîâ ïàäåíèÿ ñâåòà íà êðèñòàëë (ðèñ. 1). Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïëîñ-êîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âíóòðè îäíîìåðíîãî �îòîííîãî êðèñòàëëà ïîä



76 �.Õ. �ÀÉÍÓÒÄÈÍÎÂ È Ä�.óãëàì θ ê îñè z , ñîñòîÿùåãî èç ÷åðåäóþùèõñÿ ñëîåâ òîëùèíîé a è b è ñ äèýëåê-òðè÷åñêèìè ïðîíèöàåìîñòÿìè ε1 è ε2 , ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèö M è èìåþò âèä [2℄:
cos (kzd) = cos (k1a) · cos (k2b) −

1

2

(√

ε1

ε2
+

√

ε2

ε1

)

· sin (k1a) · sin (k2b) ,ãäå ki =
√

εiω2 − k2
x , kx � ïðîåêöèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà íà ïëîñêîñòü ñëîåâ, ñî-õðàíÿþùàÿñÿ ïðè ïðîõîæäåíèè âîëíû ÷åðåç ãðàíèöû ðàçäåëà ñëîåâ, d = a + b �ïåðèîä �îòîííîãî êðèñòàëëà. Äàííîå òîæäåñòâî ïðè íåïîñðåäñòâåííîì âû÷èñëå-íèè ïðèâîäèò ê ïðèâåäåííîé çîííîé ñõåìå. ×òîáû ïîëó÷èòü ðàñøèðåííóþ çîííóþñõåìó, òðåáóåòñÿ àêêóðàòíî ïðîèçâîäèòü ñäâèã è îòðàæåíèå ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîéçîíû. Ýòî ñâÿçàíî ñ ïåðèîäè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé.Äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ ðåçóëüòàò ïðèâåäåí íà ðèñ. 2. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäàìàòðèö ïåðåíîñà ìîæíî ïîëó÷èòü äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñêîëü óãîäíîáîëüøèõ çíà÷åíèé ýíåðãèé äëÿ îäíîìåðíûõ êðèñòàëëîâ ñ ëþáûìè ïàðàìåòðàìè.3. Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿäëÿ ìíîãîìåðíûõ �îòîííûõ êðèñòàëëîâÂ ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé áîëüøå åäèíèöû,ïîëó÷èòü âûðàæåíèå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå íå óäàåòñÿ. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðî-âîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ïî ïëîñêèì âîëíàì[1, 2℄. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñðå-äû, ÿâëÿþùåéñÿ äëÿ �îòîííîãî êðèñòàëëà ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé êîîðäèíàò èïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, â ðÿä Ôóðüå (õîòÿâ çàâèñèìîñòè îò ñèììåòðèè çàäà÷è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äðóãîé áàçèñ). �åøå-íèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ïëîñêèõâîëí ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîý��èöèåíòàìè. Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷à-þòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ýòèõ êîý��èöèåíòîâ. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿäâóìåðíîãî ñëó÷àÿ íàãëÿäíî ïðåäñòàâèìû â âèäå òðåõìåðíîãî ãðà�èêà ïîâåðõíî-ñòè (ðèñ. 3), ãäå ïî îñè z îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû, ïî îñÿì x è y � çíà÷åíèÿêîìïîíåíò âîëíîâîãî âåêòîðà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíûõ ðåçóëüòàòîâ çäåñü òàêæå, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, íåîáõîäèìî àêêóðàòíî ñäâèãàòü è îòðàæàòü ïî-âåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì âåòâÿì ðåøåíèé. Â ðåçóëüòàòå äâóìåðíûåäèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ áóäóò ãðà�è÷åñêè ïðåäñòàâëÿòü êîíóñ ñ ðàçðåçàìè,ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîëíûì è íåïîëíûì çàïðåùåííûì çîíàì.Äàííûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü íàãëÿäíûì è õîðîøîðåàëèçóåìûì äëÿ äâóìåðíûõ �îòîííûõ êðèñòàëëîâ ñ ðàçëè÷íîé òîïîëîãèåé.Îí ïîçâîëÿåò ñîïîñòàâèòü çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà è ýíåðãèè â �îðìå ðàç-ðûâíîé �óíêöèè, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííóþ çàâèñèìîñòüïðè äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ñâîéñòâ �îòîííûõ êðèñòàëëîâ. Êðîìå òîãî, ïî-ëó÷åííûå äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî ïðèâåñòè è ê îáùåïðèíÿòîìó âèäóäèñïåðñèîííûõ äèàãðàìì (ðèñ. 4), óäîáíûõ ïðè èçó÷åíèè çàïðåùåííûõ çîí â �î-òîííûõ êðèñòàëëàõ.Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé òîëüêî äëÿ íåñêîëü-êèõ ïåðâûõ çîí. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ â îáëàñòè áîëüøèõ ýíåðãèé òðåáóåòñÿïðîâîäèòü ðàñ÷åòû ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò ðåøåíèé. Êðîìå òîãî,òî÷íîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ îñîáåííîñòåé ãðà�èêà íà ãðàíèöå íåïðèâîäèìîé çîíûÁðèëëþýíà çàâèñèò îò ÷èñëà ó÷òåííûõ êîìïîíåíò (íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåí íàèáîëååïðîñòîé ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûé ñëó÷àé). Ïåðåõîä ê òðåõìåðíîìó ñëó÷àþ õàðàêòå-ðèçóåòñÿ êîëè÷åñòâåííûì óñëîæíåíèåì çàäà÷è è òåì, ÷òî â çàäà÷àõ î çîííîé ñòðóê-òóðå òðåõìåðíûõ �îòîííûõ êðèñòàëëîâ, ñîñòîÿùèõ, íàïðèìåð, èç ñ�åð, ñóùåñòâåí-íî ëó÷øóþ òî÷íîñòü äàåò ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ñ�åðè÷åñêèì âîëíàì, ïîñêîëüêó
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�èñ. 3. Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äâóìåðíîãî �îòîííîãî êðèñòàëëà, ñîñòîÿùåãîèç êâàäðàòíûõ ñòîëáöîâ øèðèíîé h = 100 íì ñ ε1 = 4 , íàõîäÿùèõñÿ â ñðåäå ñ ε1 = 2, 25 ,ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòîëáöàìè H = 75 íì, TE-ïîëÿðèçàöèÿ

à) á)�èñ. 4. Äèñïåðñèîííûå äèàãðàììû äëÿ äâóìåðíîãî �îòîííîãî êðèñòàëëà ñ h = 100 íì,
H = 75 íì ïðè ðàçëè÷íîì îïòè÷åñêîì êîíòðàñòå: à) 1.33; á) 1.6. Ïðè óâåëè÷åíèè îïòè÷å-ñêîãî êîíòðàñòà âîçíèêàåò ïîëíàÿ �îòîííàÿ çàïðåùåííàÿ çîíàòàêîé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííûì äëÿ êðèñòàëëîâ äàííîé êîí�èãóðàöèè.Îäíàêî ñàì àëãîðèòì ðàñ÷åòà îñòàåòñÿ òàêèì æå, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî íå óäà-åòñÿ ñêîëü-íèáóäü íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ãðà�è÷åñêè,êàê ýòî äåëàåòñÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå, êðîìå êàê ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííûõ çîííûõñõåì.
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