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yu (x, y) = 0, k = 1, 2,ïåðâîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ Àëëåðà, à âòîðîå � óðàâíåíèÿ Áóñ-ñèíåñêà �Ëÿâà. Â ïðÿìîóãîëüíèêå D = {x, y ∈ (0, 1)} èññëåäóþòñÿ çàäà÷è îá îòûñêàíèèðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ïî çàäàííûì ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèÿì,êàæäîå èç êîòîðûõ ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé çíà÷åíèÿ èñêîìîé �óíêöèè â òî÷êàõ, ëåæàùèõíà ãðàíèöå D è âíóòðè ýòîé îáëàñòè. Â òåðìèíàõ êîý��èöèåíòîâ óêàçàííûõ ñîîòíîøå-íèé âûâåäåíû óñëîâèÿ, äîñòàòî÷íûå äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñ�îðìóëèðîâàííûõçàäà÷.Íà÷àëî ñèñòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé çàäà÷ ñî ñìåùåíèÿìè â ãðàíè÷íûõ óñëî-âèÿõ áûëî ïîëîæåíî ïóáëèêàöèÿìè [1�3℄. Â [1,2℄ îáñóæäàåìûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿïîÿâèëèñü â ðåçóëüòàòå òåîðåòè÷åñêîãî îáîáùåíèÿ çàäà÷è Òðèêîìè, à â [3℄ � íàîñíîâå ìîäåëè çàäà÷è, ñâÿçàííîé ñ ýëåêòðîííûì ðàññåÿíèåì. Âàæíóþ ðîëü â ïðè-âëå÷åíèè èíòåðåñà ê èçó÷åíèþ ïîäîáíûõ çàäà÷ ñûãðàëà ñòàòüÿ [4℄, ãäå ýòè çàäà÷èõàðàêòåðèçîâàëèñü êàê êà÷åñòâåííî íîâûå è âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè ñîâðåìåí-íûõ ïðîáëåì �èçèêè. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñëîæèëîñü èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùå-åñÿ íàïðàâëåíèå òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé òàêèõ çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâóðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Íàèáîëåå áëèçêîé ê òåìå íàñòîÿùåé ñòà-òüè ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [5℄, â êîòîðîé äëÿ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûñîêîãîïîðÿäêà èçó÷åíà çàäà÷à ñ àíàëîãîì óñëîâèÿ À.À. Ñàìàðñêîãî.Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå âàðèàíòû óðàâíåíèÿ èç [5℄:
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t ϕ ≡ ∂kϕ/∂tk ïðè k = 1, 2, . . . , à D0

t � îïåðà-òîð òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òàê, (1) ñîäåðæèò â ñåáå óðàâíåíèå Àëëåðà,



Î ÇÀÄÀ×ÀÕ ÑÎ ÑÌÅÙÅÍÈßÌÈ Â ��ÀÍÈ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈßÕ. . . 77îïèñûâàþùåå ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ âëàãè êîðíÿìè ðàñòåíèé [3℄, à (2) � óðàâíåíèåÁóññèíåñêà �Ëÿâà, ìîäåëèðóþùåå ïðîäîëüíûå âîëíû â òîíêîì óïðóãîì ñòåðæíåñ ó÷åòîì ý��åêòîâ ïîïåðå÷íîé èíåðöèè [4℄. Â îòëè÷èå îò [5℄, â íàñòîÿùåé ðàáîòåðå÷ü èäåò î çàäà÷àõ, â êîòîðûõ óñëîâèÿ ñìåùåíèÿ ñîäåðæàò êàê ãðàíè÷íûå, òàê èâíóòðåííèå òî÷êè îáëàñòè.1. Çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (1)Äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå è âíóòðè îáëàñòè D = {(x, y ∈ (0, 1))} , ââåäåìîáîçíà÷åíèÿ
b1 = (x, 0), b2 = (0, x), b3 = (x, x), b4 = (1−x, 0), b5 = (0, 1−x), b6 = (1−x, 1−x).Òî÷êè, ïîëó÷àåìûå èç bk çàìåíîé x íà y , îáîçíà÷èì ÷åðåç ck .Çàäà÷à 1. Òðåáóåòñÿ íàéòè �óíêöèþ u (x, y) ∈ C2,1 (D)

⋂

C0,0
(

D
) , ÿâëÿþùó-þñÿ â D ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) è óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:

α10 (x)u (b1) + α01 (x) u (b2) + α11 (x)u (b3) + α1

10 (1 − x)u (b4)+

+ α1

01
(1 − x)u (b5) + α1

11
(1 − x)u (b6) = ψ1 (x) , x ∈ [0, 1] ,

β10 (y)u (c1) + β01 (y)u (c2) + β11 (y)u (c3) + β1

10
(1 − y)u (c4)+

+ β1

01 (1 − y)u (c5) + β1

11 (1 − y)u (c6) = ψ2 (x) , y ∈ [0, 1] , (3)
γ10 (x)u (b1) + γ01 (x) u (b2) + γ11 (x) u (b3) + γ1

10 (1 − x)u (b4)+

+ γ1

01
(1 − x) u (b5) + γ1

11
(1 − x)u (b6) = ψ3 (x) , x ∈ [0, 1] .Ïðè ýòîì íà îòðåçêàõ ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ αij , α

1

ij , βij , β
1

ij , γij , γ
1

ij ∈ C.Äàííóþ çàäà÷ó áóäåì èññëåäîâàòü ïóòåì åå ðåäóêöèè ê îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîéçàäà÷å �óðñà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
u (0, y) = ϕ (y) , ux (0, y) = ϕ1 (y) , u (x, 0) = ψ (x) , (4)ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ èñïîëüçóåìûìè â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ �îð-ìóëàìè:

u (x, y) = ϕ (y) +

x
∫

x0

h (α, y) dα, (5)
h (x, y) = R (x, y0, x, y)ψ

′ (x) +R (x0, y, x, y)ϕ1 (y) −M (x, y0, x, y)ψ (x)−

−M (x0, y, x, y)ϕ (y) +M (x0, y0, x, y)ψ (x0) −R (x0, y0, x, y)ψ
′ (x) +

+

y
∫

y0

[P (x0, β, x, y)ϕ (β) −N (x0, β, x, y)ϕ1 (β)] dβ +

x
∫

x0

Q (α, y0, x, y)ψ (α) dα. (6)Çäåñü R � �óíêöèÿ �èìàíà, à
M = Rx − bR, N = Ry − aR,
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P = Rxy − (aR)x − (bR)y + cR, Q = Rxx − (bR)x + dR.Ôîðìóëû (5), (6) âçÿòû èç [7℄, çäåñü îíè ïðèâåäåíû äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ.Ýòè æå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðè ïðîèçâîëüíûõ ϕ , ϕ1 , ψ êàê îáùååïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1). Â ñàìîì äåëå, âçÿâ ëþáîå ðåøåíèå u (x, y) ,ìû âñåãäà ìîæåì âû÷èñëèòü ïðàâûå ÷àñòè (4), à çàòåì ïîäñòàâèòü èõ â (5), (6).Äëÿ ðåàëèçàöèè óêàçàííîé âûøå ðåäóêöèè ââåäåì âåêòîð Φ (x) =

= [u (b1) , u (b2) , u (b3)] è áóäåì èñïîëüçîâàòü óñëîâèÿ (3), ïîëàãàÿ âî âòîðîì èçíèõ y = x . Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê âåêòîðíî-ìàòðè÷íîìó ëèíåéíîìó àëãåáðàè÷å-ñêîìó óðàâíåíèþ, ñîäåðæàùåìó â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ Φ (x) è Φ (1 − x) :
A (x)Φ (x) +B (1 − x)Φ (1 − x) = Ψ (x) , (7)ãäå Ψ (x) � èçâåñòíûé âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ïðàâûõ ÷àñòåé óñëîâèé (3). Ýëåìåí-òàìè ìàòðèö A, B ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû èç óñëîâèé (3) ïðè çíà÷åíèÿõ èñêîìîé�óíêöèè â òî÷êàõ ñ èíäåêñàìè k = 1, 2, 3 è k = 4, 5, 6 ñîîòâåòñòâåííî.Åñëè
∆(x, 1 − x) = det

[

A (x) B (1 − x)
B (x) A (1 − x)

]

6= 0, (8)òî (7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, çàïèñûâàåìîå ñ ïîìîùüþ ëþáîé èç �îðìóë
Φ (x) =

det

[

Ψ (x) B (1 − x)
Ψ (1 − x) A (1 − x)

]

∆(x, 1 − x)
, (9)

Φ (1 − x) =

det

[

A (x) Ψ (x)
B (x) Ψ (1 − x)

]

∆(x, 1 − x)
. (10)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (9) è (10) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �àêòè÷åñêè îäíó è òó æå�îðìóëó: ïðè ïåðåñòàíîâêå ìåñòàìè àðãóìåíòîâ x è 1−x â ïðàâîé ÷àñòè (10), ìûïîëó÷àåì (9). Èç íåïðåðûâíîñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ

ϕ (0) = ψ (0) , (11)êîòîðîå ìû áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì.Îñòàëîñü îïðåäåëèòü ϕ1 (y) . Ïîäñòàâëÿåì â (5) çíà÷åíèå y = x :
u (x, x) = ϕ (x) +

x
∫

0

h (α, x) dα.Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî u (x, x) , ϕ (x) , ψ (x) óæå èçâåñòíû, ïðèõîäèì ñ ó÷åòîì (6) êóðàâíåíèþ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà
ϕ1 (x)

x
∫

0

R (0, x, α, x) dα−

x
∫

0





x
∫

0

N (0, β, α, x) dα



ϕ1 (β) dβ = u (x, x) − ϕ (x)−

−

x
∫

0

[ R (α, 0, α, y)ψ′ (α) −M (α, 0, α, y)ψ (α) −M (0, x, α, x)ϕ (x)+

+M (0, 0, α, x)ψ (0) −R (0, 0, α, x)ψ′ (α) +

x
∫

0

P (0, β, α, x)ϕ (β) ] dβdα,



Î ÇÀÄÀ×ÀÕ ÑÎ ÑÌÅÙÅÍÈßÌÈ Â ��ÀÍÈ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈßÕ. . . 79ãäå íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ ϕ1 (x) . Õîðîøî èçâåñòíî [10℄, ÷òî îíî îäíîçíà÷íî ðàçðå-øèìî.Òàêèì îáðàçîì, âåðíàÒåîðåìà 1. Çàäà÷à 1 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (8), (11) îäíîçíà÷íî ðàçðå-øèìà. 2. Çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (2)Çäåñü â óñëîâèÿõ ñìåùåíèÿ, êðîìå óæå ââåäåííûõ âûøå bk , ck , ó÷àñòâóþò òî÷-êè (x, 1 − x) , (1 − x, x) .Çàäà÷à 2. Íàéòè �óíêöèþ u (x, y) ∈ C2,2 (D)
⋂

C0,0
(

D
) , ÿâëÿþùóþñÿ â Dðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2) è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

α10 (x)u (x, 1 − x) + α01 (x) u (1 − x, x)+

+ α1

01 (x) ux (b2) + α1

10 (x) uy (b1) = ψ1 (x) , x ∈ [0, 1] ,

β10 (y)u (y, 1 − y) + β01 (y)u (1 − y, y)+

β1

01
(y)ux (c2) + β1

10
(y)uy (c1) = ψ2 (y) , y ∈ [0, 1] , (12)

γ10 (x)u (x, 1 − x) + γ01 (x) u (1 − x, x)+

+ γ1

01 (x) ux (b2) + γ1

10 (x) uy (b1) = ψ3 (x) , x ∈ [0, 1] ,

δ10 (y)u (y, 1 − y) + δ01 (y)u (1 − y, y)+

+ δ101 (y)ux (c2) + δ110 (y)uy (c1) = ψ4 (y) , y ∈ [0, 1] .�àññóæäàåì ïî ñõåìå ï. 1. �îëü �îðìóë (5), (6) çäåñü èãðàþò
u (x, y) = ϕ (y) + ψ (x) − ϕ (0) +

x
∫

0

y
∫

0

h (α, β, α, β) dβdα, (13)
h (x, y, x, y) = ψ′

1 (x)R (x, 0) + ϕ′

1 (y)R (0, y) − ϕ′

1 (0)R (0, 0) − ϕ1 (y)P (0, y)−

− ψ′ (x)P (x, 0) + ϕ1 (0)P (0, 0) − ϕ′ (y)N (0, y) − ψ1 (x)N (x, 0)+

+ ψ1 (0)N (0, 0) + ϕ (y)N (0, y) + ψ (x) T (x, 0) − ψ (0)T (0, 0)−

−

y
∫

0

[ϕ (β)F1 (0, β) − ϕ1 (β)Q (0, β)] dβ −

x
∫

0

[ψ (α)F2 (α, 0) − ψ1 (α)K (α, 0)] dβ,(â êà÷åñòâå âòîðîé ïàðû àðãóìåíòîâ âûñòóïàþò x, y) , ãäå
N = Rx − a12R, P = Ry − a21R, K = Nx + a02R, Q = Py + a20R,

T = Rxy − (a21R)x − (a12R)y + a11R, F1 = Ty + (a20R)x − a10R,

F2 = Tx + (a02R)y − a01R,



80 Å.À. ÓÒÊÈÍÀà �óíêöèè ϕ (y) , ϕ1 (y) , ψ (x) , ψ1 (x) åñòü ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ �óðñà:
u (0, y) = ϕ (y) , ux (0, y) = ϕ1 (y) ,

u (x, 0) = ψ (x) , uy (x, 0) = ψ1 (x) .
(14)Íàéäåì óêàçàííûå çíà÷åíèÿ.Ïîëàãàÿ âî âòîðîì è ÷åòâåðòîì óðàâíåíèè (12) y = x , ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðà-è÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ (142) , (144) , à òàêæå u (x, 1 − x) , u (1 − x, x) .Åå ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóë Êðàìåðà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

detA 6= 0, (15)ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû A åñòü êîý��èöèåíòû èç (12). Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå â (13)âìåñòî àðãóìåíòîâ (x, y) íàáîðû (x, 1 − x) , (1 − x, x) , ïîëó÷èì ñèñòåìó èíòå-ãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ (141) , (143) , êîòîðàÿ ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ
Φ (x) = [ϕ (x) , ψ (x)] ïðèìåò âèä âåêòîðíî-ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

A1 (x) Φ (1 − x) +A2 (x) Φ (x) +

1−x
∫

0

A3 (ξ) Φ (ξ) dξ +

x
∫

0

A4 (ξ)Φ (ξ) dξ = Ψ (x) ,ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èçâåñòíà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû u (0, 0) :
Ak =

∥

∥dk
ij

∥

∥ (k = 1, 2, 3, 4, i, j = 1, 2), d1

11 = 1 −

x
∫

0

N (0, 1 − x, ξ, 1 − x) dξ, d1

12 = 0,

d1

21
= 0, d1

22
= 1 −

x
∫

0

P (1 − x, 0, 1 − x, η) dη +

x
∫

0

P (0, 0, 0, η) dη, d2

11
= 0,

d2

12 = 1 −

1−x
∫

0

P (x, 0, x, η) dη +

1−x
∫

0

P (0, 0, 0, η) dη,

d2

21
= 1 −

1−x
∫

0

N (0, 1 − x, ξ, 1 − x) dη, d2

22
= 0,

d3

11 =

x
∫

0

(Ny (ξ, 0, ξ, η) +N (0, η, ξ, η) − (1 − x− η)F1 (0, β))dξ, d3

12 = 0, d3

21 = 0,

d3

22 =

x
∫

0

(P (ξ, 0, ξ, η) + T (ξ, 0, ξ, η) − (x− ξ)F2 (ξ, 0, x, β))dη,

d4

11 = 0, d4

12 =

1−x
∫

0

(P (ξ, 0, ξ, η) + T (ξ, 0, ξ, η) − (x− ξ)F2 (ξ, 0, x, β))dη,

d4

21
=

1−x
∫

0

(Ny (ξ, 0, ξ, η) +N (0, η, ξ, η) − (x− η)F1 (0, β))dξ, d4

22
= 0.Îáû÷íî èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ èçó÷àþòñÿ â âèäå, ðàçðåøåííîì îòíîñèòåëüíîèñêîìîé �óíêöèè. Äëÿ ýòîãî áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû

detA2 (x) 6= 0 (16)
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Φ (x) = A−1

2
(x) Ψ (x) −A−1

2
(x)A1 (x)Φ (1 − x)−

−A−1

2
(x)

1−x
∫

0

A3 (ξ) Φ (ξ) dξ −A−1

2
(x)

x
∫

0

A4 (ξ)Φ (ξ) dξèëè, â îïåðàòîðíîì âèäå (ñ ïîíÿòíûì îáîçíà÷åíèåì K ),
Φ −KΦ = A−1

2
Ψ0. (17)Íîðìó ìàòðèö îïðåäåëèì ïî �îðìóëå [8, . 410℄

‖A‖ = max
i

∑

j

max
D

|aij | .Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà ∥

∥A−1

2
Ai

∥

∥ < M (i = 1, 3, 4) , ãäå M > 0 � íåêîòîðàÿïîñòîÿííàÿ. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî îïåðàòîð K íåïðåðûâåí íà ìíîæåñòâå çàäàí-íûõ íà D íåïðåðûâíûõ âåêòîð-�óíêöèé. Ïóñòü ϕ1, ϕ2 � íåïðåðûâíûå âåêòîð-�óíêöèè. Òîãäà
‖Kϕ1 −Kϕ2‖ < 3Mx ‖ϕ1 − ϕ2‖ < 3M ‖ϕ1 − ϕ2‖ .Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ = ε/(3M) òàêîå, ÷òî èç óñëîâèÿ

‖ω1 − ω2‖ < δ ñëåäóåò ‖Kω1 −Kω2‖ < ε . Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà K äîêàçàíà.Ïîêàæåì, ÷òî íåêîòîðàÿ ñòåïåíü K ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì. Äåé-ñòâèòåëüíî,
∥

∥K2ϕ1 −K2ϕ2

∥

∥ < (3M)
2 1

2!
‖ϕ1 − ϕ2‖ , . . . ,

‖Knϕ1 −Knϕ2‖ < (3M)n 1

n!
‖ϕ1 − ϕ2‖ .Ïðè íåêîòîðîì n Èìååì

(3M)n

n!
< 1,ñëåäîâàòåëüíî, Kn ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îïåðàòîðîì. Èçâåñòíî [9, ñ. 82℄, åñëè K� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ òàêîå, ÷òîíåêîòîðàÿ ñòåïåíü K ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì, òî óðàâíåíèå

ω −Kω = 0èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (â íàøåì ñëó÷àå � íóëåâîå). Íî òîãäà (17) èìååò åäèí-ñòâåííîå ðåøåíèå â êëàññå íåïðåðûâíûõ âåêòîðíûõ �óíêöèé.Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ðåäóêöèè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷èê çàäà÷å �óðñà (2), (14), ÿâëÿþùåéñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé. Â ñëó÷àå, êîãäà
a00 (0, 0) 6= 0, (18)

u (0, 0) îïðåäåëÿåòñÿ èç �îðìóëû (2), òî åñòü ðåäóêöèÿ îêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîé.Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 2. Çàäà÷à 2 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (15), (16), (18) îäíîçíà÷íî ðàç-ðåøèìà.



82 Å.À. ÓÒÊÈÍÀSummaryE.A. Utkina. On problems with displaement in boundary onditions for two partialdi�erential equations.In the present paper the system
2

∑

i=0

k
∑

j=0

aij (x, y)D
i
xD

j
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