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ÓÄÊ 517.958:621.372.8ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÒÅÎ�ÈÈÄÈÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÂÎËÍÎÂÎÄÎÂÅ.Ì. Êàð÷åâñêèéÀííîòàöèÿÏðåäëîæåíû íîâûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèýëåêòðè÷åñêèõ âîëíîâî-äîâ, íà îñíîâå êîòîðûõ äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåííûõ âîëí, èçó÷åíû êà÷åñòâåííûåñâîéñòâà ñïåêòðà. Ïîñòðîåíû è òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíû íîâûå ý��åêòèâíûå ÷èñëåííûåìåòîäû ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è, äèýëåêòðè÷åñêèå âîëíîâîäû, ÷èñëåííûå ìå-òîäû, èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå äàåòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íà êà�åäðå ïðèêëàäíîé ìà-òåìàòèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà â îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ è÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèýëåêòðè-÷åñêèõ âîëíîâîäîâ. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ çàäà÷àì î ñîáñòâåííûõ âîëíàõâîëíîâîäîâ, íàõîäÿùèõñÿ â îäíîðîäíîé îêðóæàþùåé ñðåäå.�àáîòà ñîñòîèò èç ïÿòè ðàçäåëîâ. Ïåðâûé ðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ êà÷åñòâåí-íûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé îáùèõ çàäà÷ î ñîáñòâåííûõ âîëíàõ âîëíîâîäîâ ñ ïîñòîÿííûìïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ ïóòåì ñâåäåíèÿ èõ ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ êíåëèíåéíûì ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì äëÿ �ðåäãîëüìîâûõ ãîëîìîð�íûõ îïåðàòîð-�óíêöèé. Âî âòîðîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé îáùèõçàäà÷ î ñîáñòâåííûõ âîëíàõ âîëíîâîäîâ ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ èðàçìûòîé ãðàíèöåé. Îíè ñâîäÿòñÿ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïî îáëàñòè êíåëèíåéíûì ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì äëÿ �ðåäãîëüìîâûõ ãîëîìîð�íûõ îïåðàòîð-�óíêöèé. Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è êà÷åñòâåí-íûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé çàäà÷ î ïîâåðõíîñòíûõ ñîáñòâåííûõ âîëíàõ ïóòåì ñâåäåíèÿèõ ìåòîäîì òî÷íûõ íåëîêàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ê ïàðàìåòðè÷åñêèì çàäà÷àìíà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ ñ íåëè-íåéíûì âõîæäåíèåì ñïåêòðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿñâîéñòâà îïåðàòîðà äâóìåðíîãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ê êîòîðî-ìó ñâîäèòñÿ çàäà÷à î ñîáñòâåííûõ âîëíàõ öèëèíäðè÷åñêîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî âîë-íîâîäà â ïëîñêî-ñëîèñòîé îêðóæàþùåé ñðåäå. Ïÿòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ðàçðàáîòêåè òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñïåêòðàëüíîéòåîðèè öèëèíäðè÷åñêèõ äèýëåêòðè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ.1. Îáùèå çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ âîëíàõ âîëíîâîäîâñ ïîñòîÿííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ1.1. Ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à â ïðèáëèæåíèè ñëàáîíàïðàâëÿþùåãî âîëíî-âîäà. �àññìîòðèì ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó î ñîáñòâåííûõ âîëíàõ ñëàáîíàïðàâëÿþùåãî
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�èñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîãî âîëíîâîäà âîäíîðîäíîé îêðóæàþùåé ñðåäåâîëíîâîäà [1℄. Íåíóëåâàÿ �óíêöèÿ u ∈ U íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé çàäà-÷è, îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ β ∈ Λ , åñëè
∆u + χ+

2u = 0, x ∈ Ω, (1)
∆u + χ2

∞
u = 0, x ∈ Ω∞, (2)

u+ = u−,
∂u+

∂ν
=

∂u−

∂ν
, x ∈ Γ, (3)

u(r, ϕ) =

∞∑

l=−∞

alH
(1)
l (χ∞r) exp(ilϕ), |x| ≥ R0. (4)Çäåñü ∆ � äâóìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà; Ω � îáëàñòü íà ïëîñêîñòè R

2 , îãðàíè-÷åííàÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûì êîíòóðîì Γ , öåëèêîì ëåæàùàÿ âêðóãå ðàäèóñà R0 (ñì. ðèñ. 1), Ω∞ = R
2\Ω ; U � ìíîæåñòâî �óíêöèé, íåïðåðûâíûõè íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ â Ω è Ω∞ , äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöè-ðóåìûõ â Ω è Ω∞ ;

χ+/∞ =
√

k2n2
+/∞ − β2,ãäå k2 = ω2ε0µ0 , ω > 0 � çàäàííàÿ êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáà-íèé; ε0 , è µ0 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè ñâîáîäíîãî ïðîñòðàí-ñòâà ñîîòâåòñòâåííî; n+ è n∞ � ïîñòîÿííûå ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ âîëíîâîäàè îêðóæàþùåé ñðåäû ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì òàêèå, ÷òî 0 < n∞ < n+ ; H

(1)
l (z) ��óíêöèè Õàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà l ; ñèìâîëîì Λ îáîçíà÷åíî ïåðåñå÷åíèåðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé �óíêöèé lnχ+(β) è lnχ∞(β) .Òåîðåìà 1 (ñì. [1℄). Íà ïåðåñå÷åíèè Λ

(1)
0 ãëàâíûõ (¾�èçè÷åñêèõ¿) ëèñòîâ ïî-âåðõíîñòåé Λ+ è Λ∞ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1)�(4) ìîãóò ïðèíàäëåæàòüëèøü ìíîæåñòâó

G = {β ∈ R : kn∞ < |β| < kn+} .Âåùåñòâåííûì β ∈ G ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòíûå âîëíû (u ýêñïîíåíöèàëüíîóáûâàåò ïðè |x| → ∞). Òåîðåìà 1 îáîáùàåò õîðîøî èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ëîêàëè-çàöèè ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ âîëí ñëàáîíàïðàâëÿþùåãî äèýëåêòðè÷åñêîãî âîëíîâîäàêðóãîâîãî ñå÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ýëåìåíòàðíîãî àíàëèçà õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ [2℄.



ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È. . . 115Â ñòàòüå [1℄ çàäà÷à (1)�(4) ñâåäåíà ê íåëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ ñè-ñòåìû ñëàáîñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïî êîíòóðó Γ íà îñíîâå ïðåä-ñòàâëåíèÿ �óíêöèè u â îáëàñòÿõ Ω è Ω∞ â âèäå ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ ñíåïðåðûâíûìè ïî �åëüäåðó ïëîòíîñòÿìè è ÿäðàìè â âèäå óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîò-âåòñòâóþùèì ¾ïàðöèàëüíûì¿ óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ (óñëîâèÿì âèäà (4), ñì., íàïðè-ìåð, [3℄) �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé �åëüìãîëüöà (1) è (2). Ïîñòðîåííàÿñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òðàêòóåòñÿ êàê îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå âèäà
A(β)w ≡ (I + B(β))w = 0 (5)â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå W = C1,α × C0,α . Îïåðàòîð B(β) âïîëíå íåïðåðûâåíïðè ëþáûõ β ∈ Λ [1℄.Ñâåäåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà, âîçíèêàþùåé â ðå-çóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ è ñîäåðæàùåé íåïðåðûâíîîáðàòèìûå îïåðàòîðû L : C0,α → C1,α âèäà

Lp = −
1

2π

2π∫

0

ln

∣∣∣∣sin
t − τ

2

∣∣∣∣ p(τ)dτ, t ∈ [0, 2π], (6)ê �ðåäãîëüìîâîìó îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ (5) ïðîâåäåíî íà îñíîâå èçâåñòíîéïðîöåäóðû ðåãóëÿðèçàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ Á.�. �àáäóëõàåâà [4℄.Òåîðåìà 2 (ñì. [1℄). �åãóëÿðíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) , îïðå-äåëåííîé â (5), íåïóñòî, à èìåííî Λ
(1)
0 \ (D ∪ G) ⊂ ρ(A) . Õàðàêòåðèñòè÷åñêîåìíîæåñòâî îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) ìîæåò ñîñòîÿòü ëèøü èç èçîëèðîâàííûõòî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) .Êàæäîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå β îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) íåïðåðûâíî çà-âèñèò îò ïàðàìåòðîâ (ω, n+, n∞) ∈ R+

3 . Êðîìå òîãî, ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåò-ðîâ (ω, n+, n∞) ∈ R+
3 õàðàêòåðèñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) ìî-ãóò ïîÿâëÿòüñÿ è èñ÷åçàòü òîëüêî íà ãðàíèöå Λ , òî åñòü â òî÷êàõ ±kn+, ±kn∞è íà áåñêîíå÷íîñòè.Çäåñü R+ = {ω ∈ R : ω > 0} , D � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ìíèìîéîñè è ïðèìûêàþùåãî ê íåé, íå ïåðåñåêàþùåãîñÿ ñ G èíòåðâàëà âåùåñòâåííîéîñè {β ∈ R : |β| < kn∞} .Òåîðåìà 2 îáîáùàåò õîðîøî èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î çàâèñèìîñòè ïîñòîÿííûõðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîáñòâåííûõ âîëí ñëàáîíàïðàâëÿþùåãî äèýëåêòðè÷åñêîãî âîë-íîâîäà êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ îò ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ âîëíîâîäà, îêðóæàþùåéñðåäû è ÷àñòîòû ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ýëåìåí-òàðíîãî àíàëèçà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû �îõáåðãà �Êðåéíà[5℄ îá èçîëèðîâàííîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ çíà÷åíèé �ðåäãîëüìîâîé ãîëîìîð�íîéîïåðàòîð-�óíêöèè A(β) ïðè íàëè÷èè â îáëàñòè åå ãîëîìîð�íîñòè õîòÿ áû îäíîéðåãóëÿðíîé òî÷êè è òåîðåìû Ñ. Ñòåéíáåðãà [6℄ î ïîâåäåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõçíà÷åíèé β òàêîé îïåðàòîð-�óíêöèè â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ âåùåñòâåííîãîïàðàìåòðà ω â ñëó÷àå, åñëè îïåðàòîð-�óíêöèÿ A(β, ω) ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíî íåïðå-ðûâíîé �óíêöèåé ïàðàìåòðîâ β è ω . Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà Ñ. Ñòåéíáåðãà ñïðàâåä-ëèâà äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà îïåðàòîð-�óíêöèÿ èìååò âèä A(β, ω) = I+B(β, ω) ,ãäå B(β, ω) � âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð.Â ñòàòüå [1℄ èçó÷åíû ñâîéñòâà îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) è äîêàçàíû óòâåðæäå-íèÿ îòíîñèòåëüíî ñïåêòðàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ (1)�(4) è (5). Âî-ïåðâûõ,



116 Å.Ì. ÊÀ�×ÅÂÑÊÈÉóñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè w ∈ W ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé îïåðàòîð-�óíê-öèè A(β) , îòâå÷àþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ β0 ∈ Λ
(1)
0 \D , òî �óíêöèÿ u ,ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòÿìè, îïðåäåëÿåìûìèâåêòîðîì w , ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó U è ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé çàäà-÷è (1)�(4), îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ β0 . Âî-âòîðûõ, ëþáàÿ ñîáñòâåííàÿ�óíêöèÿ u ∈ U çàäà÷è (1)�(4), îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ β0 ∈ Λ

(1)
0 \ D ,ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ ñ íåïðåðûâíûìè ïî�åëüäåðó ïëîòíîñòÿìè; ïðè ýòîì �óíêöèÿ w , âû÷èñëåííàÿ ïî ÿâíûì �îðìóëàìïî ýòèì ïëîòíîñòÿì, ïðèíàäëåæèò W è ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) , îòâå÷àþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ β0 .1.2. Âåêòîðíàÿ çàäà÷à â ïîëíîé ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêå.�àññìîòðèì îáùóþ âåêòîðíóþ çàäà÷ó î ñîáñòâåííûõ âîëíàõ âîëíîâîäà â ïîëíîéýëåêòðîäèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêå [7℄. Íåíóëåâîé âåêòîð {E, H} ∈ U6 íàçûâàåòñÿñîáñòâåííûì âåêòîðîì çàäà÷è, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ β ∈ Λ , åñëè

rotβ E =iωµ0H, rotβ H = − iωε0n
2E, x ∈ R

2 \ Γ, (7)
ν × E+ = ν × E−, x ∈ Γ, (8)
ν × H+ = ν × H−, x ∈ Γ, (9)

[
E
H

]
=

∞∑

l=−∞

[
Al

Bl

]
H

(1)
l (χ∞r) exp (ilϕ) , |x| ≥ R0. (10)Çäåñü ñèìâîëîì rotβ îáîçíà÷åíà âåêòîðíàÿ îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç îáû÷-íîé îïåðàöèè rot çàìåíîé ïðîèçâîäíîé ïî x3 óìíîæåíèåì íà iβ ; n � êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿ, ðàâíàÿ n+ â Ω è n∞ â Ω∞ .Òåîðåìà 3 [7℄. Ìíèìàÿ è âåùåñòâåííàÿ îñè ëèñòà Λ

(1)
0 , çà èñêëþ÷åíèåì ìíî-æåñòâà G , íå ñîäåðæàò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (7)�(10).Âåùåñòâåííûì β ∈ G ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòíûå âîëíû. Êîìïëåêñíûì çíà-÷åíèÿì β ∈ C

(1)
0 îòâå÷àþò êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå âîëíû. Ñèìâîëîì C

(1)
0 îáî-çíà÷åíà ÷àñòü ëèñòà Λ

(1)
0 áåç ìíèìîé è âåùåñòâåííîé îñåé. Òåîðåìà 3 îáîáùàåòèçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ëîêàëèçàöèè ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ âîëí äèýëåêòðè÷åñêîãîâîëíîâîäà êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-íûõ â âåêòîðíîì ñëó÷àå.Â ñòàòüå [7℄ çàäà÷à (7)�(10) ñâåäåíà ê íåëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ ñè-ñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïî êîíòóðó Γ . Ïðè ýòîì èñïîëüçî-âàíû âûðàæåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {E, H} çàäà÷è (7)�(10) ÷åðåç ïîòåíöèàëü-íûå �óíêöèè E3 , H3 , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì (1), (2), è ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ�óíêöèé â âèäå ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ ñ íåïðåðûâíûìè ïî �åëüäåðó ïëîòíî-ñòÿìè è ÿäðàìè â âèäå �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé �åëìãîëüöà (1) è (2),óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèì ¾ïàðöèàëüíûì¿ óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ.Âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ â óñëîâèÿõ ñîïðÿæåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò �óíê-öèè E3 è H3 íà êîíòóðå Γ , êàñàòåëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà óðàâ-íåíèé ñîäåðæèò ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð S : C0,α → C0,α , îïðåäåëÿ-åìûé ðàâåíñòâîì

Sp =
1

2π

2π∫

0

ctg
τ − t

2
p(τ) dτ +

i

2π

2π∫

0

p(τ) dτ, t ∈ [0, 2π]. (11)



ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È. . . 117Ýòîò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, êàê èçâåñòíî, íåïðåðûâíî îáðàòèì (ñì.,íàïðèìåð, [8℄). Ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òðàêòóåòñÿ êàê îïå-ðàòîðíîå óðàâíåíèå âèäà
A(β)w ≡ (I + B(β))w = 0 (12)â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå W = (C0,α)4 . Óñòàíîâëåíî [7℄, ÷òî îïåðàòîð B(β) âïîëíåíåïðåðûâåí ïðè ëþáûõ β ∈ Λ .Òåîðåìà 4 [7℄. �åãóëÿðíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) , îïðåäåëåííîéâ (12), íåïóñòî, à èìåííî

Λ
(1)
0 \

(
D ∪ G ∪ C

(1)
0

)
⊂ ρ(A).Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) ìîæåò ñîñòîÿòüëèøü èç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿ-ìè îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) . Êàæäîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå β îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ (ω, n+, n∞) ∈ R+

3 . Êðîìå òî-ãî, ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðîâ (ω, n+, n∞) ∈ R+
3 õàðàêòåðèñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿîïåðàòîð-�óíêöèè A(β) ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ è èñ÷åçàòü òîëüêî íà ãðàíèöå Λ , òîåñòü â òî÷êàõ ±kn+, ±kn∞ è íà áåñêîíå÷íîñòè.Òåîðåìà 4 îáîáùàåò èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î çàâèñèìîñòè ïîñòîÿííûõ ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ ñîáñòâåííûõ âîëí äèýëåêòðè÷åñêîãî âîëíîâîäà êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ îò ïî-êàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ âîëíîâîäà, îêðóæàþùåé ñðåäû è ÷àñòîòû ýëåêòðîìàãíèò-íûõ êîëåáàíèé, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå àíàëèçà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â âåêòîðíîì ñëó÷àå. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ýòîéòåîðåìû â [7℄ èçó÷åíû ñâîéñòâà îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) è óñòàíîâëåíà ñïåêòðàëü-íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷ (12) è (7)�(10).2. Îáùèå çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ âîëíàõâîëíîâîäîâ ñ ðàçìûòîé ãðàíèöåé2.1. Ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à â ïðèáëèæåíèè ñëàáîíàïðàâëÿþùåãî âîëíî-âîäà. �àññìîòðèì ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó â ïðèáëèæåíèè ñëàáîíàïðàâëÿþùåãî âîëíî-âîäà [9℄. Íåíóëåâàÿ �óíêöèÿ u ∈ C2(R2) íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé ýòîéçàäà÷è, îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ β ∈ Λ , åñëè

[
∆ +

(
k2n2 − β2

)]
u = 0, x ∈ R

2, (13)
u(r, ϕ) =

∞∑

l=−∞

alH
(1)
l (χ∞r) exp(ilϕ), |x| ≥ R0. (14)Çäåñü n � âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

n = n∞ = const, x /∈ Ω,

n+ = max
x∈Ω

n(x) > n∞ > 0;ñèìâîëîì Λ îáîçíà÷åíà ïîâåðõíîñòü �èìàíà �óíêöèè lnχ∞(β) .Âñþäó âî âòîðîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âîëíîâîä èìååò ðàçìûòóþ ãðàíè-öó, à èìåííî, ÷òî n ∈ C2(R2) . Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ â ï. 2.2ïðè ðåøåíèè âåêòîðíîé çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ âîëíàõ. �åçóëüòàòû ï. 2.1 ñïðàâåä-ëèâû äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ [10℄: n ∈ C1(Ω) , ãðàíèöà Γ îáëàñòè Ω � ëèïøèöåâàêðèâàÿ, íà Γ �óíêöèÿ u ∈ U óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ (3). Îäíàêîâ öåëÿõ åäèíñòâà èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ïðåäïîëîæåíèå n ∈ C2(R2) äåëàåòñÿ è âï. 2.1.



118 Å.Ì. ÊÀ�×ÅÂÑÊÈÉÒåîðåìà 5 [9℄. Íà ãëàâíîì (¾�èçè÷åñêîì¿) ëèñòå Λ
(1)
0 ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-ñòè Λ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (13), (14) ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ëèøü ìíî-æåñòâó G .Â ñòàòüå [9℄ çàäà÷à (13), (14) ñâåäåíà ê íåëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿèíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî îáëàñòè Ω íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè u â âè-äå èíòåãðàëà ïî îáëàñòè Ω  ÿäðîì â âèäå �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ�åëìãîëüöà (2), óäîâëåòâîðÿþùåãî ¾ïàðöèàëüíûì¿ óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ. Ïîñòðî-åííîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå òðàêòóåòñÿ êàê îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå âèäà

A(β)v ≡ (I − B(β))v = 0 (15)â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) . Ïðè ëþáûõ β ∈ Λ îïåðàòîð B(β) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðå-ðûâíûì, ïðè β ∈ G � ñàìîñîïðÿæåííûì è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì [9℄.Â ñòàòüå [9℄ äîêàçàíî, ÷òî åñëè u ∈ C2(R2) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåéçàäà÷è (13), (14), îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ β0 ∈ Λ , òî �óíêöèÿ v , âû-÷èñëåííàÿ ïî ÿâíîé �îðìóëå ïî u , ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(Ω) è ÿâëÿåòñÿñîáñòâåííîé �óíêöèåé îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) , îòâå÷àþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêî-ìó çíà÷åíèþ β0 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè v ∈ L2(Ω) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíê-öèåé îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) , îòâå÷àþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ β0 ∈ Λ ,òî �óíêöèÿ u , ïîñòðîåííàÿ ïî v ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåä-ñòàâëåíèÿ, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C2(R2) è ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåéçàäà÷è (13), (14), îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ β0 .Òåîðåìà 6 [9℄. �åãóëÿðíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) , îïðåäåëåí-íîé â (15), íåïóñòî, à èìåííî Λ
(1)
0 \ G ⊂ ρ(A) . Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâîîïåðàòîð-�óíêöèè A(β) ìîæåò ñîñòîÿòü ëèøü èç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, ÿâëÿ-þùèõñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) . Êàæäîå õà-ðàêòåðèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå β îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) íåïðåðûâíî çàâèñèò îòïàðàìåòðîâ (ω, n∞) ∈ R+

2 . Êðîìå òîãî, ñ èçìåíåíèåì (ω, n∞) ∈ R+
2 õàðàê-òåðèñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ è èñ÷åçàòüòîëüêî íà ãðàíèöå ïîâåðõíîñòè Λ , òî åñòü â òî÷êàõ ±kn∞ è íà áåñêîíå÷íîñòè.Òåîðåìà 7 [9℄. Çàäà÷à (13), (14) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ïðîñòîå ïîëîæè-òåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå β , ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó G ; åìó îòâå÷àåòïîëîæèòåëüíàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ.2.2. Âåêòîðíàÿ çàäà÷à â ïîëíîé ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêå.�àññìîòðèì îáùóþ âåêòîðíóþ çàäà÷ó î ñîáñòâåííûõ âîëíàõ âîëíîâîäà ñ ðàç-ìûòîé ãðàíèöåé â ïîëíîé ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêå [11℄. Íåíóëåâîé âåê-òîð {E, H} ∈

[
C2(R2)

]6 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì çàäà÷è, îòâå÷àþùèìñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ β ∈ Λ , åñëè
rotβE =iωµ0H, rotβH = − iωε0n

2E, x ∈ R
2, (16)

[
E
H

]
=

∞∑

l=−∞

[
Al

Bl

]
H

(1)
l (χ∞r) exp (ilϕ) , |x| ≥ R0. (17)Òåîðåìà 8 [11℄. Ìíèìàÿ è âåùåñòâåííàÿ îñè ëèñòà Λ

(1)
0 , çà èñêëþ÷åíèåììíîæåñòâà G , íå ñîäåðæàò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (16), (17).Â ñòàòüå [11℄ çàäà÷à (16), (17) ñâåäåíà ê íåëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿèíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî îáëàñòè Ω ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî Ê. Ìþëëåðîì



ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È. . . 119(C. M�uller) ìåòîäà ñâåäåíèÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è äè�ðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëííà íåîäíîðîäíîì òåëå ñ ðàçìûòîé ãðàíèöåé ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëü-ìà âòîðîãî ðîäà ïî îáëàñòè íåîäíîðîäíîñòè. Ïîñòðîåííîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèåòðàêòóåòñÿ êàê îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå âèäà
A(β)F ≡ (I − B(β))F = 0 (18)â ïðîñòðàíñòâå [L2(Ω)]3 . Ïðè ëþáûõ β ∈ Λ îïåðàòîð B(β) âïîëíå íåïðåðûâåí [11℄.Â ñòàòüå [11℄ äîêàçàíî, ÷òî åñëè âåêòîð {E, H} ∈ [C2(R2)]6 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-íûì âåêòîðîì çàäà÷è (16), (17), îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ β0 ∈ Λ ,òî F = E ∈ [L2(Ω)]3 åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) , îòâå÷à-þùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ β0 . Åñëè F ∈ [L2(Ω)]3 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-íûì âåêòîðîì îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) , îòâå÷àþùèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó çíà÷å-íèþ β0 ∈ Λ , è ýòî ÷èñëî β0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è (13), (14), òîâåêòîð {E, H} , ïîñòðîåííûé ïî F ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåä-ñòàâëåíèÿ, ïðèíàäëåæèò [C2(R2)]6 è ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì çàäà÷è (16),(17), îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ β0 .Òåîðåìà 9 [11℄. �åãóëÿðíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) , îïðåäåëåí-íîé â (18), íåïóñòî, à èìåííî Λ

(1)
0 \

(
G ∪ C

(1)
0

)
⊂ ρ(A) . Õàðàêòåðèñòè÷åñêîåìíîæåñòâî îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) ìîæåò ñîñòîÿòü ëèøü èç èçîëèðîâàííûõòî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) .Êàæäîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå β îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) íåïðåðûâíî çà-âèñèò îò ïàðàìåòðîâ (ω, n∞) ∈ R+

2 . Êðîìå òîãî, ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåò-ðîâ (ω, n∞) ∈ R+
2 õàðàêòåðèñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îïåðàòîð-�óíêöèè A(β) ìî-ãóò ïîÿâëÿòüñÿ è èñ÷åçàòü òîëüêî íà ãðàíèöå ïîâåðõíîñòè Λ , òî åñòü â òî÷-êàõ ±kn∞ è íà áåñêîíå÷íîñòè.3. Çàäà÷è î ïîâåðõíîñòíûõ ñîáñòâåííûõ âîëíàõ3.1. Ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à â ïðèáëèæåíèè ñëàáîíàïðàâëÿþùåãî âîëíî-âîäà. �àññìîòðèì ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó î ïîâåðõíîñòíûõ ñîáñòâåííûõ âîëíàõ ñëàáî-íàïðàâëÿþùåãî âîëíîâîäà â âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå [12℄: íàéòè âñå òàêèå ïàðû÷èñåë (β2, k2) ∈ Λ , ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå �óíêöèè u ∈ W 1

2 (R2) ,óäîâëåòâîðÿþùèå äëÿ ëþáîé �óíêöèè v ∈ W 1
2 (R2) òîæäåñòâó

∫

R2

(∇u · ∇v + β2uv)dx = k2

∫

R2

n2uvdx. (19)Çäåñü Λ =
{
(β2, k2) : β2/n2

+ < k2 < β2/n2
∞

, β2 > 0
} ; n � âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ,ïðèíàäëåæàùàÿ ïðîñòðàíñòâó C(Ω) , òàêàÿ, ÷òî n = n∞ > 0 â Ω∞ ,

min
x∈Ω

n(x) ≥ n∞, n+ = max
x∈Ω

n(x) > n∞.Îáëàñòü Ω ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíîé, êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîì-ïîíåíòà åå ãðàíèöû Γ ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé êðèâîé.Â ñòàòüå [12℄ çàäà÷à (19) ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ñâåäåíà ê ïàðàìåòðè÷åñêîé çà-äà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â êðóãå ΩR ⊃ Ω , êîòîðàÿ �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì: íàéòè âñå (β2, k2) ∈ Λ , ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå �óíêöèè u ∈
∈ W 1

2 (ΩR) , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ
A(β2, k2)u = k2Bu, (20)
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�èñ. 2. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ñîáñòâåííûõ âîëí ñëàáîíàïðàâëÿþ-ùåãî âîëíîâîäà ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ, èçìåíÿþùèìñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè (íàïðèìåðå âîëíîâîäà êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ)ãäå A(β2, k2) è B � îãðàíè÷åííûå ëèíåéíûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû, äåéñòâó-þùèå â ïðîñòðàíñòâå W 1
2 (ΩR) ; êðîìå òîãî, A(β2, k2) � íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîðäëÿ ëþáûõ (β2, k2) ∈ Λ , à B � âïîëíå íåïðåðûâíûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð.Ñâåäåíèå çàäà÷è (19) ê çàäà÷å (20) îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè òî÷íîãî íåëîêàëüíîãîóñëîâèÿ íà ãðàíèöå ΓR îáëàñòè ΩR ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ΓRè ÿâíîé �îðìóëû äëÿ ìåòàãàðìîíè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ ñ ΓRâ R

2 \ ΩR .Â ñòàòüå [12℄ äîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáîì β2 > 0 çàäà÷à (20) èìååò ïî êðàéíåé ìåðåîäíî ðåøåíèå, à ÷èñëî âñåõ åå ðåøåíèé óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì β2 è ñòðåìèòñÿê áåñêîíå÷íîñòè ïðè β2 → ∞ . Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ β2 ñóùåñòâóåòêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé (β2, k2
l (β2); ul(β

2)) çàäà÷è (20). Ýòî ÷èñëî îïðåäåëÿåòñÿðåøåíèÿìè β2
l âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿîãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ (óðàâíåíèÿ îòñå÷êè).Â ñòàòüå [12℄, êðîìå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî �óíêöèè k2 = k2

l (β2) , îïðåäåëåííûåíà (β2
l ,∞) , ïðè âñåõ l ≥ 1 ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûìè, âîçðàñòàþùèìè,è k2

l (β2)/β2 → n−2
+ ïðè β2 → ∞ .Ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ñòàòüè [12℄ îáîáùàþò õîðîøî èçâåñòíûå ñâîé-ñòâà ïîâåðõíîñòíûõ ñîáñòâåííûõ âîëí ñëàáîíàïðàâëÿþùåãî öèëèíäðè÷åñêîãî äè-ýëåêòðè÷åñêîãî âîëíîâîäà êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ (ñì. ðèñ. 2), ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿïåðåìåííûõ.3.2. Âåêòîðíàÿ çàäà÷à â âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå. �àññìîòðèì âåêòîð-íóþ çàäà÷ó î ïîâåðõíîñòíûõ ñîáñòâåííûõ âîëíàõ â âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå [13℄:íàéòè âñå òàêèå (β, k) ∈ Λ , ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå âåêòîðû H ∈

∈ [W 1
2 (R2)]3 , óäîâëåòâîðÿþùèå äëÿ ëþáîãî âåêòîðà H

′

∈ [W 1
2 (R2)]3 òîæäåñòâó

∫

R2

(
1

n2
rotβ H · rotβ H′ +

1

n2
∞

divβ H divβ H′

)
dx = k2

∫

R2

H · H′ dx. (21)Çäåñü Λ = {(β, k) : β/n+ < k < β/n∞, β > 0} , ñèìâîëîì divβ îáîçíà÷åíà âåêòîð-íàÿ îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç îáû÷íîé îïåðàöèè div çàìåíîé ïðîèçâîäíîéïî x3 óìíîæåíèåì íà iβ .Íà îñíîâå ìåòîäà òî÷íûõ íåëîêàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷à (19) ýêâè-âàëåíòíûì îáðàçîì ñâîäèòñÿ ê ïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ



ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È. . . 121â êðóãå ΩR , êîòîðàÿ �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [13℄: íàéòè âñå (β, σ) ∈
∈ R+

2 , ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå âåêòîðû H ∈ [W 1
2 (ΩR)]3 , óäîâëåòâîðÿ-þùèå óðàâíåíèþ

A(β, σ)H = −σ2BH, (22)ãäå σ =
√

β2 − k2n2
∞

� ïîïåðå÷íîå âîëíîâîå ÷èñëî, A(β, σ) è B � îãðàíè÷åííûåëèíåéíûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå [W 1
2 (ΩR)]3 ,êðîìå òîãî, B � êîìïàêòíûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð.Â ñòàòüå [13℄ äîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáîì β > 0 çàäà÷à (22) èìååò ïî êðàéíåéìåðå äâà ðåøåíèÿ: (β, σ1(β); H1(β)) è (β, σ2(β); H2(β)) . ×èñëî âñåõ ðåøåíèé óâå-ëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì β è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè β → ∞ . Äëÿ êàæäîãîêîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ β ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé (β, σl(β); Hl(β)) çàäà-÷è (22). Ýòî ÷èñëî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè òî÷åê îòñå÷êè βl , êâàäðàòû êîòîðûõÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ îòñå÷êè, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ëèíåéíóþ çàäà÷óíà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.Êðîìå òîãî, â ñòàòüå [13℄ äîêàçàíî, ÷òî �óíêöèè σ = σl(β) , îïðåäåëåííûåíà (βl, ∞) , ïðè âñåõ l ≥ 1 ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûìè, íåóáûâàþùèìè,è σl(β)/β →

√
1 − (n∞/n+)2 ïðè β → ∞ .Ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ñòàòüè [13℄ îáîáùàþò õîðîøî èçâåñòíûå ñâîé-ñòâà ïîâåðõíîñòíûõ ñîáñòâåííûõ âîëí öèëèíäðè÷åñêîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî âîëíî-âîäà êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîì-ëåíèÿ (ñì. ðèñ. 3), ïîëó÷åííûå â âåêòîðíîì ñëó÷àå íà îñíîâå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿïåðåìåííûõ.4. Çàäà÷à î ñîáñòâåííûõ âîëíàõ öèëèíäðè÷åñêîãîäèýëåêòðè÷åñêîãî âîëíîâîäà â ïëîñêî-ñëîèñòîé ñðåäå�àññìîòðèì çàäà÷ó î ñîáñòâåííûõ âîëíàõ öèëèíäðè÷åñêîãî äèýëåêòðè÷åñêîãîâîëíîâîäà â ïëîñêî-ñëîèñòîé ñðåäå [14℄. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîêàçàòåëü ïðåëîìëå-íèÿ n ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé �óíêöèåé, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåòîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω òàêàÿ, ÷òî n(x) = n∞(x2) ïðè x ∈ Ω∞ = R

2 \ Ω , ãäå�óíêöèÿ n∞(x2) çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû x2 :
n∞(x2) =






n1, x ∈ Ω1 = {x : ∞ < x1 < ∞, x2 > d},

n2, x ∈ Ω2 = {x : ∞ < x1 < ∞, 0 < x2 < d},

n3, x ∈ Ω3 = {x : ∞ < x1 < ∞, x2 < 0}.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ω ⊂ Ω2 , è n ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé â îáëà-ñòè Ω2 . Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âîëíîâîä èìååò ðàçìûòóþ ãðà-íèöó. Íåíóëåâîé âåêòîð {E, H} ∈ U6 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì çàäà÷è,îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ β ∈ Λ̂
(1)
0 , åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

rotβ E = iωµ0H, x ∈ R
2 \ (Γ1 ∪ Γ2) , (23)

rotβ H = −iωε0n
2E, x ∈ R

2 \ (Γ1 ∪ Γ2) , (24)
ν × E+ = ν × E−, ν × H+ = ν × H−, x ∈ Γj , j = 1, 2. (25)Çäåñü Λ̂

(1)
0 = {β ∈ Λ

(1)
0 : Imβ = 0, |β| > kn2} � ìíîæåñòâî, ïðèíàäëåæàùååâåùåñòâåííîé îñè ãëàâíîãî (¾�èçè÷åñêîãî¿) ëèñòà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè �óíê-öèè ln

√
k2n2

2 − β2 ; n+ > n2 ≥ n3 ≥ n1 > 0 ; ÷åðåç Γ1 è Γ2 îáîçíà÷åíû ãðàíèöûîáëàñòè Ω2 ; U � ìíîæåñòâî �óíêöèé, íåïðåðûâíûõ è íåïðåðûâíî äè��åðåíöè-ðóåìûõ â Ω1 , Ω2 è Ω3 , äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ â Ω1 , Ω2 è Ω3 ,
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�èñ. 3. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ñîáñòâåííûõ âîëí âîëíîâîäà ñ ïî-êàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ, èçìåíÿþùèìñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè (íà ïðèìåðå âîëíîâîäàêðóãîâîãî ñå÷åíèÿ ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ)ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèõ ïðè |x| → ∞ ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ, íå ïàðàëëåëü-íîìó ïðÿìûì Γj , è îãðàíè÷åííûõ ïðè |x| → ∞ ïî íàïðàâëåíèÿì, ïàðàëëåëüíûìïðÿìûì Γj .Â ðàáîòå [14℄ çàäà÷à (23)�(25) ñâåäåíà ê íåëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿäâóìåðíîãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ ñîá-ñòâåííûõ âåêòîðîâ â âèäå èíòåãðàëîâ ïî îáëàñòè Ω ñ ÿäðàìè, âûðàæàþùèìèñÿ÷åðåç èçâåñòíóþ òåíçîðíóþ �óíêöèþ �ðèíà äëÿ ïîëÿðèçàöèîííîãî ïîòåíöèàëà.Ïîñòðîåííîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îïåðàòîðíîì âèäå
A(β)F = 0 (26)â ïðîñòðàíñòâå [L2(Ω)]3 . Äëÿ âñåõ β ∈ Λ̂

(1)
0 ÿäðî îïåðàòîðà A(β) ñèëüíî ñèíãóëÿð-íî [14℄.Â ðàáîòå [14℄ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî β ∈ Λ̂

(1)
0 îïåðàòîð A(β) �ðåäãîëüìîâ.Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà îáùèõ ðåçóëüòàòàõ òåîðèè ìíîãîìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõèíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîñòðîåííîé â ðàáîòàõ Ñ.�. Ìèõëèíà (ñì., íàïðèìåð,[15℄).Â ñëó÷àå, êîãäà ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âîëíîâîäà ñîâïàäàåò ñ ïîêàçàòåëåìïðåëîìëåíèÿ òîãî ñëîÿ, â êîòîðîì îí íàõîäèòñÿ, íàïðàâëÿþùàÿ ñòðóêòóðà ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ïëàíàðíûé äèýëåêòðè÷åñêèé âîëíîâîä. Ñâîéñòâà ïîñòîÿííûõ ðàñ-ïðîñòðàíåíèÿ è ñîáñòâåííûõ âîëí òàêîãî âîëíîâîäà õîðîøî èçó÷åíû (ñì., íàïðè-ìåð, [16℄).5. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñïåêòðàëüíîé òåîðèèäèýëåêòðè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ5.1. Ìåòîä �àëåðêèíà ðåøåíèÿ îáùèõ çàäà÷ î ñîáñòâåííûõ âîëíàõ.Â ýòîì ïóíêòå ïðåäëàãàåòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ ìåòîä �àëåðêèíà ðåøåíèÿ íåëèíåé-íûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ñèíãó-ëÿðíûå èíòåãðàëû ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ ÿäðà (6) è ÿäðîì �èëüáåðòà(11). Ïðè èññëåäîâàíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ýòè ñèñòåìû óäîáíî òðàêòîâàòü êàêîïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ (5) è (12) â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ W 1

2 ×L2 è (L2)
4ñîîòâåòñòâåííî. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ èñïîëüçóþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè,êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè, îòâå÷àþùèìè èçâåñòíûì ñîáñòâåí-íûì çíà÷åíèÿì, óêàçàííûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Â ñîîòâåòñòâèèñ ìåòîäîì �àëåðêèíà ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ βn ïîñòîÿííûõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ β
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�èñ. 4. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ êîìïëåêñíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ñîáñòâåííûõ âîëí âîë-íîâîäîâ êðóãîâîãî è êâàäðàòíîãî ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèéîïðåäåëÿþòñÿ êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíå÷íîìåðíûõîïåðàòîðîâ An(β) : Hn → Hn , ãäå n � êîëè÷åñòâî áàçèñíûõ �óíêöèé.Â ñòàòüå [17℄ îáîñíîâàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà �àëåðêèíà ðåøåíèÿ çàäà÷è (5), à âðàáîòå [18℄ � çàäà÷è (12), à èìåííî: äîêàçàíî, ÷òî åñëè β0 ∈ σ(A) (ñèìâîëîì σ(A)îáîçíà÷åíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî îïåðàòîðà A), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü βn ∈ σ(An) , ÷òî βn → β0 . Åñëè {βn} � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü òî÷åê èç Λ òàêàÿ, ÷òî βn ∈ σ(An) , βn → β0 ∈ Λ ïðè n ∈ ∞ , òî β0 ∈ σ(A)ïðè n ∈ ∞ . Åñëè {βn} � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç Λ è {xn} � íåêî-òîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ (‖xn‖ = 1) òàêèõ, ÷òî èìåþòìåñòî ñîîòíîøåíèÿ βn ∈ σ(An), An(βn)xn = 0, βn → β0 ∈ Λ, xn → x0 ïðè n ∈ ∞ ,òî β0 ∈ σ(A) è A(β0)x0 = 0 , ‖x0‖ = 1 . Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà �àëåðêè-íà îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû �.Ì. Âàéíèêêî, Î.Î. Êàðìà î ïðîåêöèîííûõ ìåòîäàõðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ �ðåäãîëüìîâûõ îïåðàòîðîâ [19℄.Â ðàáîòå [20℄ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîèñêà ñîáñòâåí-íûõ âåêòîðîâ çàäà÷è (12), îòâå÷àþùèõ êîìïëåêñíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì β ∈

∈ C
(1)
0 . Äëÿ âîëíîâîäà êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíû ñòî÷íûìè ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, è ñ ðåçóëü-òàòàìè ðàáîòû Ò. ßáëîíñêîãî [21℄, â êîòîðîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â èñõîäíîé äè�-�åðåíöèàëüíîé ïîñòàíîâêå ïðèìåíÿëñÿ ñïåöèàëüíûé ïðîåêöèîííî-èòåðàöèîííûéìåòîä.�åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé [20℄ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4 ñëåâà. Íà ýòîì ðèñóíêå ïî-ñòðîåíû äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé � çàâèñè-ìîñòè âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòè ïàðàìåòðà β̃ = β/(kn∞) îò V = kR

√
n2

+ − n2
∞ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè (n2

+ − n2
∞

)/(2n2
∞

) = 30 . Çäåñü R � ðàäèóñ âîëíîâî-äà. Íåïðåðûâíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå êàê êîðíèõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (âåðõíèé ãðà�èê � Im β̃ , íèæíèé � Re β̃ ). Êðó-æî÷êàìè íà ðèñ. 4 ñëåâà îòìå÷åíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïî ìåòîäó �àëåðêèíà,êîòîðûå ñ ãðà�è÷åñêîé òî÷íîñòüþ ñîâïàëè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû Ò. ßáëîíñêîãî.Ïîìèìî êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ âîëí âîëíîâîäà êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ,äëÿ äåìîíñòðàöèè ý��åêòèâíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà â ðàáîòå [20℄ ðàçûñêèâà-ëèñü òàêæå êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå âîëíû äèýëåêòðè÷åñêîãî âîëíîâîäà êâàäðàò-íîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé 2R (íà ðèñ. 4 ñëåâà êâàäðàòèêàìèîòìå÷åíû çíà÷åíèÿ Im β̃ è Re β̃) . Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëàñü àïïðîêñèìàöèÿ êâàä-ðàòà ãëàäêèìè êðèâûìè. Â [20℄ èññëåäîâàëàñü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðè
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�èñ. 5. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ äåâÿòè ñîáñòâåííûõ âîëí è ëèíèè óðîâíÿ êâàäðàòîâñîáñòâåííûõ �óíêöèé âîëíîâîäà, ñîñòîÿùåãî èç òðåõ ñòåðæíåé êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿèñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ êðèâûõ. Íà ðèñ. 4 ñïðàâà íåïðåðûâíûìè ëèíèÿìè ïî-ñòðîåíû äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ñîáñòâåííûõ âîëí âîëíîâîäàêâàäðàòíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé 2a), ïîëó÷åííûå ìåòîäîì�àëåðêèíà â ñòàòüå [22℄. Êâàäðàòèêàìè íà ýòîì ðèñóíêå îáîçíà÷åíû ðåçóëüòàòû�èçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ.5.2. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ïîâåðõíîñòíûõñîáñòâåííûõ âîëíàõ. Â ñòàòüå [23℄ îïèñàí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðåøå-íèÿ çàäà÷è (20). Èñïîëüçîâàíû ïðîñòåéøèå ïðîñòðàíñòâà ëàãðàíæåâûõ êîíå÷íûõýëåìåíòîâ, óäîáíûå äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà. Ïðåäëîæåí ïðîñòîéìåòîä àïïðîêñèìàöèè òî÷íîãî íåëîêàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, âûïèñàííîãî âÿâíîì âèäå íà îñíîâå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñâîéñòâàñïåêòðà êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò ñâîéñòâàìñïåêòðà èñõîäíîé äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõýêñïåðèìåíòîâ ðåøåíèÿ ðÿäà êîíêðåòíûõ çàäà÷ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèýëåêòðè-÷åñêèõ âîëíîâîäîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíû ñ èçâåñòíûìè òî÷íûìèðåøåíèÿìè è ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè äðóãèìè àâòîðàìè. Èññëåäîâàíà ñêîðîñòüñõîäèìîñòè ìåòîäà â çàâèñèìîñòè îò òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿè ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà ýëåìåíòîâ.



ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È. . . 125Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, äåìîíñòðèðóþùåãî âîçìîæíîñòè ìåòîäà [23℄, ïðèâåäåì ðå-çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ íîâîé âîëíîâåäóùåé ñòðóêòóðû. Îáëàñòü Ω ñîñòîÿëà èçòðåõ êàñàþùèõñÿ äðóã äðóãà êðóãîâ  öåíòðàìè â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðå-óãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè ρ . Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n(x) = n+ ïðè x ∈ Ω . �àäèóñ
R îêðóæíîñòè ΓR áûë âûáðàí ðàâíûì 1.3ρ . Íà ðèñ. 5 â ëåâîì âåðõíåì óãëó ïîñòðî-åíû äèñïåðñèîííûå êðèâûå, ïîêàçûâàþùèå çàâèñèìîñòü U = ρk

√
n+

2 − (β/k)2 îò
V = ρk

√
n+

2 − n2
∞
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