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ÓÄÊ 519.6 Î ÍÎ�ÌÀËÜÍÎÉ ÔÎ�ÌÅÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÀÒ�ÈÖÛÞ.À. Àëüïèí, Â.Ñ. ÀëüïèíàÀííîòàöèÿÎïðåäåëÿåòñÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû, îñíîâàííàÿ íà ïîíÿòèÿõñîâìåñòèìîñòè è öåëîñòè ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâóþùåé öåïè Ìàðêîâà. Â ñðàâíåíèè ñ êëàñ-ñè÷åñêîé íîðìàëüíîé �îðìîé îíà ñîäåðæèò áîëüøå èí�îðìàöèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ àñèìï-òîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîÿíèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà, íîðìàëüíàÿ �îðìà, öåïü Ìàðêîâà.1. Ââåäåíèå è íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿÊëàññè�èêàöèÿ ñîñòîÿíèé öåïè Ìàðêîâà, ââåäåííàÿ Êîëìîãîðîâûì [1℄ äëÿ àíà-ëèçà àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé, îñíîâàíà íà ïîíÿòèÿõî âîçâðàòíûõ è íåâîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèÿõ, êëàññàõ ñîîáùàþùèõñÿ ñîñòîÿíèé è èõöèêëè÷åñêèõ ïîäêëàññàõ. Â ñëó÷àå êîíå÷íîé öåïè ýòè ïîíÿòèÿ ïðèâîäÿò ê íîðìàëü-íûì �îðìàì ðàçëîæèìîé è íåðàçëîæèìîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû. Â íàñòîÿùåéðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ êëàññè�èêàöèÿ ñîñòîÿíèé è íîðìàëüíûå �îðìû ñòîõàñòè÷å-ñêîé ìàòðèöû, îñíîâàííûå íà ïîíÿòèÿõ ñîâìåñòèìîñòè è öåëîñòè ñîñòîÿíèé. Ýòàêëàññè�èêàöèÿ, êàê è êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ, èñïîëüçóåò ëèøü êîìáèíàòîðíûå ñâîé-ñòâà ìàòðèöû, íî äà¼ò áîëüøå èí�îðìàöèè î òîì, êîãäà äâà ñîñòîÿíèÿ êîíå÷íîéöåïè Ìàðêîâà àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû êàê íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà.Íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèÿ è �àêòû, ïðèâîäèìûå íèæå, áîëååèëè ìåíåå îáùåèçâåñòíû, íî äëÿ íèõ òðóäíî óêàçàòü îäèí èñòî÷íèê. Ïîìèìî îñíî-âîïîëàãàþùåé ñòàòüè [1℄ óêàæåì ëèøü êíèãè [2�4℄, èç êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòüèí�îðìàöèþ î ñïåêòðàõ, íîðìàëüíûõ �îðìàõ è ãðà�àõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö,êíèãó [5℄ ïî ìàòðè÷íîé òåîðèè öåïåé Ìàðêîâà, ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå òåîðèè ñì.â [6℄.Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà P = (pij) íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè ñóììûýëåìåíòîâ êàæäîé èç ñòðîê ðàâíû åäèíèöå. Â òåîðèè êîíå÷íûõ îäíîðîäíûõ öåïåéÌàðêîâà ÷èñëî pij ïîíèìàåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà öåïè èç ñîñòîÿíèÿ i â ñî-ñòîÿíèå j çà îäèí òàêò âðåìåíè (çà îäèí øàã). Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà çà k øàãîâäàþòñÿ ìàòðèöåé P k = (p

(k)
ij ). Ïîñêîëüêó ìû íå �èêñèðóåì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå(èëè íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé), à èññëåäóåì ñîâîêóïíîñòüïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé, òî áóäåì ãîâîðèòü íå î ìàðêîâñêîé öåïè, à î ìàðêîâñêîéñèñòåìå, îïðåäåëÿåìîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé.�ðà�îì íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû P = (pij) ïîðÿäêà n íàçûâàþò îðèåíòèðî-âàííûé ãðà� ñ âåðøèíàìè 1, . . . , n , â êîòîðîì äóãà âåä¼ò èç âåðøèíû i â âåðøèíó

j (êîðîòêî: i → j ), åñëè pij > 0 . Ïóòü i1 . . . ikik+1 äëèíû k íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì,åñëè íè îäíà åãî âåðøèíà íå ïîâòîðÿåòñÿ, êðîìå, ìîæåò áûòü, ïåðâîé è ïîñëåäíåé.Ïðè i1 = ik+1 ïðîñòîé ïóòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì êîíòóðîì. Îñíîâíîå ñîîòíîøå-íèå, ñâÿçûâàþùåå íåîòðèöàòåëüíóþ ìàòðèöó P = (pij) ñ å¼ ãðà�îì, çàêëþ÷àåòñÿâ ñëåäóþùåì.



Î ÍÎ�ÌÀËÜÍÎÉ ÔÎ�ÌÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÀÒ�ÈÖÛ 61Ïðåäëîæåíèå 1. Ýëåìåíò p
(k)
ij ìàòðèöû P k ïîëîæèòåëåí òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà â ãðà�å ìàòðèöû P ñóùåñòâóåò ïóòü äëèíû k èç âåðøèíû i â âåð-øèíó j .�îâîðÿò, ÷òî âåðøèíà j äîñòèæèìà èç âåðøèíû i , åñëè i = j èëè ñóùåñòâóåò

(i, j)-ïóòü. Ïðè i 6= j âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ïðîñòîé (i, j)-ïóòü, äëèíà êîòîðîãîíå áîëüøå ÷åì n − 1 . Î äâóõ âåðøèíàõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ äîñòèæèìà èç äðó-ãîé, ãîâîðÿò, ÷òî îíè ñîîáùàþòñÿ. Åñëè ëþáûå äâå âåðøèíû ñîîáùàþòñÿ, òî ãðà�íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì.Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìàòðèöó ñìåæíîñòè ãðà�à ìàòðèöû P . Ìàòðèöó B ìîæíîîïðåäåëèòü è êàê ïîðòðåò ìàòðèöû A . Òàê íàçûâàåòñÿ (0,1)-ìàòðèöà, ïîëó÷à-åìàÿ èç A çàìåíîé íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà åäèíèöû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî B �ìàòðèöà íàä äâóõýëåìåíòíîé áóëåâîé àëãåáðîé. Ìû íå ââîäèì ñïåöèàëüíûõ îáî-çíà÷åíèé äëÿ îïåðàöèé áóëåâîé àëãåáðû, òàê êàê èõ èñïîëüçîâàíèå áóäåò ÿñíî èçêîíòåêñòà. Íàïðèìåð, ñèìâîë I è â áóëåâñêîì ñëó÷àå îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàò-ðèöó. Ïîðòðåòû íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö çàìå÷àòåëüíû òåì, ÷òî ïîðòðåò ñóììû(ïðîèçâåäåíèÿ) ìàòðèö ðàâåí ñóììå (ïðîèçâåäåíèþ) èõ ïîðòðåòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,÷òîáû âû÷èñëèòü ïîðòðåò ìàòðèöû, îáðàçîâàííîé ïóò¼ì ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿíåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö, ñ íåñðàâíåííî ìåíüøèìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìèìîæíî âìåñòî ñàìèõ ìàòðèö îïåðèðîâàòü ñ èõ ïîðòðåòàìè. Íàïðèìåð, ïðåäëîæå-íèå 1 ìîæíî äîïîëíèòü ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì:
p
(k)
ij > 0 ⇔ b

(k)
ij = 1.Òàêèì îáðàçîì, ìàðêîâñêàÿ ñèñòåìà îïðåäåëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé,íî åñëè äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü âîçìîæíîñòü èëè íåâîçìîæíîñòü ïåðåõîäà çà k øà-ãîâ èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j , òî ñèñòåìà ñ íóæíîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè îïðå-äåëÿåòñÿ îðãðà�îì (ïðè ýòîì ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ âåðøèíàìèãðà�à) èëè, êîãäà íóæåí àíàëèòè÷åñêèé èíñòðóìåíò, � áóëåâîé ìàòðèöåé (èíîãäàâ ýòîé ñèòóàöèè ãîâîðÿò î òîïîëîãè÷åñêîé öåïè Ìàðêîâà).Ñîñòîÿíèå ìàðêîâñêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì, åñëè îíî äîñòèæèìîèç ëþáîãî äîñòèæèìîãî èç íåãî ñîñòîÿíèÿ. Èç âîçâðàòíîãî ñîñòîÿíèÿ äîñòèæèìûëèøü âîçâðàòíûå, èç ëþáîãî íåâîçâðàòíîãî ñîñòîÿíèÿ äîñòèæèìî íåêîòîðîå âîç-âðàòíîå ñîñòîÿíèå.Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè äóãè èç åãî ñîñòîÿíèé âå-äóò ëèøü â ñîñòîÿíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî S îïðåäåëÿåò êîì-ïîíåíòó ñèñòåìû, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñàìîñòîÿòåëüíóþ ñèñòåìó.Ìàòðèöà ïåðåõîäà ýòîé ñèñòåìû åñòü ãëàâíàÿ ïîäìàòðèöà ìàòðèöû P , ñòîÿùàÿ íàïåðåñå÷åíèè ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè èç S . Ñëîâî ¾êîìïîíåíòà¿ áóäåò îáîçíà-÷àòü è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé è îïðåäåëÿåìóþ èì ñèñòåìó. Êîìïîíåíòàíàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé, åñëè îíà ñîäåðæèò ñîáñòâåííóþ êîìïîíåíòó. ßñíî, ÷òîëþáàÿ êîìïîíåíòà ñîäåðæèò íåðàçëîæèìóþ êîìïîíåíòó. Îòìåòèì åù¼, ÷òî íåðàç-ëîæèìàÿ êîìïîíåíòà ñîñòîèò èç ñîîáùàþùèõñÿ âîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèé è âñÿêîåâîçâðàòíîå ñîñòîÿíèå ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé íåðàçëîæèìîé êîìïîíåíòå. �àçëè÷-íûå íåðàçëîæèìûå êîìïîíåíòû íå ïåðåñåêàþòñÿ.Íåîòðèöàòåëüíóþ ìàòðèöó P íàçûâàþò ðàçëîæèìîé, åñëè íåêîòîðàÿ ïåðåñòà-íîâêà ðÿäîâ (ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ, ñîåäèíÿþùåå ïåðåñòàíîâêó ñòðîê ñ òàêîéæå ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ) ïðèâîäèò P ê áëî÷íî-òðåóãîëüíîìó âèäó

(

P1 0
P21 P2

)

, (1)ãäå P1, P2 � êâàäðàòíûå ìàòðèöû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî P � íåðàç-ëîæèìàÿ ìàòðèöà. Èçâåñòíî, ÷òî íåðàçëîæèìîñòü ìàòðèöû ðàâíîñèëüíà ñèëüíîéñâÿçíîñòè å¼ ãðà�à.



62 Þ.À. ÀËÜÏÈÍ, Â.Ñ. ÀËÜÏÈÍÀÏðèìåíèòåëüíî ê ìàðêîâñêèì ñèñòåìàì ïåðåñòàíîâêà ðÿäîâ îòðàæàåò ïåðåíó-ìåðàöèþ ñîñòîÿíèé: ïåðåñòàíîâêà i-é è j -é ñòðîê, à òàêæå i-ãî è j -ãî ñòîëáöîâñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ñîñòîÿíèå j ïîëó÷àåò â íîâîé íóìåðàöèè íîìåð i . �ðà�äàííîé ìàòðèöû è ãðà� ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé ïåðåñòàíîâêîé ðÿäîâ, èçîìîð�íû.Íîâàÿ ìàòðèöà è å¼ ãðà� çàäàþò òó æå ìàðêîâñêóþ ñèñòåìó, íî ñ äðóãîé íóìåðà-öèåé ñîñòîÿíèé. Ñèòóàöèÿ çäåñü àíàëîãè÷íà òîé, ÷òî èìååò ìåñòî äëÿ ëèíåéíîãîîïåðàòîðà è åãî ìàòðèö â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ ïðîñòðàíñòâà. ¾Ïðàâèëüíàÿ¿ íóìåðà-öèÿ ñîñòîÿíèé îòðàæàåò âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó ñèñòåìû è ïðèâîäèò ê ìàòðèöàìíîðìàëüíîé (â òîì èëè èíîì ñìûñëå) �îðìû.Åñëè ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà P ðàçëîæèìà, òî ïåðåñòàíîâêîé ðÿäîâ îíà ïðè-âîäèòñÿ ê áëî÷íî-òðåóãîëüíîé íîðìàëüíîé �îðìå










P1 . . .
Ph

Ph+1,1 . . . Ph+1,h Ph+1,h+1











. (2)Çäåñü áëîêè P1, . . . , Ph � íåðàçëîæèìûå ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû, îòâå÷àþùèåíåðàçëîæèìûì êîìïîíåíòàì, ìàòðèöû Ph+1,1, . . . , Ph+1,h ñîäåðæàò âåðîÿòíîñòè ïå-ðåõîäà èç íåâîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèé â íåðàçëîæèìûå êîìïîíåíòû, ìàòðèöà Ph+1,h+1çàäà¼ò ïåðåõîäû âíóòðè ìíîæåñòâà íåâîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèé.Ïóñòü òåïåðü P � íåðàçëîæèìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà è ρ � å¼ ñïåêòðàëü-íûé ðàäèóñ. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà [2, ñ. 355℄ ìàêñèìàëüíûå ïî ìîäóëþñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû P îáðàçóþò ñèñòåìó
ρ, ρε, . . . , ρεd−1, ε = e2πi/d. (3)×èñëî d ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàêñèìàëüíîãî ìîäóëÿ íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì èì-ïðèìèòèâíîñòè ìàòðèöû P . Åñëè d = 1 , òî ìàòðèöà P ïðèìèòèâíà, ýòî çíà÷èò,÷òî ïðè íåêîòîðîì k ìàòðèöà P k íå ñîäåðæèò íóëåé. Ôðîáåíèóñ îòêðûë ñâÿçüìåæäó èíäåêñîì èìïðèìèòèâíîñòè è ðàñïîëîæåíèåì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ: íåðàç-ëîæèìàÿ ìàòðèöà P ñ èíäåêñîì èìïðèìèòèâíîñòè d > 1 ïîäõîäÿùåé ïåðåñòàíîâ-êîé ðÿäîâ ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó













0 P12 0 . . . 0
0 0 P23 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 Pd−1,d

Pd1 0 0 0 0













(4)ñ êâàäðàòíûìè äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè. Ìàòðèöà (4) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé �îð-ìîé Ôðîáåíèóñà íåîòðèöàòåëüíîé íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû.Ê �îðìàì (2) è (4) íåçàâèñèìî îò àðãóìåíòîâ Ôðîáåíèóñà ïðèâîäèò êëàññè�è-êàöèÿ Êîëìîãîðîâà ñîñòîÿíèé öåïè Ìàðêîâà, îñíîâàííàÿ íà ïîíÿòèÿõ âîçâðàòíîãîè íåâîçâðàòíîãî ñîñòîÿíèé, êëàññîâ ñîîáùàþùèõñÿ ñîñòîÿíèé è äàëüíåéøåãî ðàç-áèåíèÿ ýòèõ êëàññîâ íà öèêëè÷åñêèå ïîäêëàññû. Ýòà êëàññè�èêàöèÿ íå îáðàùàåòñÿê ñïåêòðàëüíûì ñâîéñòâàì ìàòðèöû, à îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèåì íåíóëåâûõýëåìåíòîâ â ìàòðèöå ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé, òî åñòü, �àêòè÷åñêè, ãðà�îì ìàò-ðèöû.Îáà ïîäõîäà ê �îðìå (4) ñâÿçûâàåò òåîðåìà �îìàíîâñêîãî [5, ñ. 102℄, óòâåðæäà-þùàÿ (â èíûõ òåðìèíàõ), ÷òî èíäåêñ èìïðèìèòèâíîñòè íåðàçëîæèìîé ìàòðèöûðàâåí íàèáîëüøåìó îáùåìó äåëèòåëþ äëèí êîíòóðîâ å¼ ãðà�à. Ýòî ÷èñëî áóäåì



Î ÍÎ�ÌÀËÜÍÎÉ ÔÎ�ÌÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÀÒ�ÈÖÛ 63íàçûâàòü èíäåêñîì ãðà�à. �àäè êðàòêîñòè áóäåì ãîâîðèòü îá èíäåêñå ìàòðèöûèëè ñèñòåìû, èìåÿ ââèäó èíäåêñ ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðà�à.Âñëåäñòâèå òåîðåìû �îìàíîâñêîãî �îðìà Ôðîáåíèóñà íåðàçëîæèìîé ìàòðèöûîïðåäåëÿåòñÿ â ÷èñòî êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ � êàê áëî÷íî-öèêëè÷åñêàÿ ìàòðèöàâèäà (4), ãäå d � èíäåêñ ãðà�à ìàòðèöû.Íàïîìíèì, ÷òî öåïü Ìàðêîâà ñ ìàòðèöåé P = (pij) ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåéíàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ñîñòîÿíèé i, j ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿâåðîÿòíîñòü, íå çàâèñÿùàÿ îò i :
lim

k→∞

p
(k)
ij = pj . (5)Ìàòðèöó ýðãîäè÷åñêîé öåïè (èíîãäà è ñàìó öåïü) íàçûâàþò ðåãóëÿðíîé. Íàäî çà-ìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ýðãîäè÷íîñòè è ðåãóëÿðíîñòè ó ðàçíûõ àâòîðîâ ðàçëè÷íî.Â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ (íàïðèìåð, â [6℄) äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðå-äåëüíûå âåðîÿòíîñòè pj áûëè ïîëîæèòåëüíûìè. Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè íåîáõî-äèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðåãóëÿðíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîñòü. Â äðóãèõðàáîòàõ (íàïðèìåð, â [5℄) ïðè îïðåäåëåíèè ýðãîäè÷åñêîãî ñâîéñòâà äîïóñêàþòñÿ íó-ëåâûå ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè. Ìû ïðèíÿëè ýòî áîëåå øèðîêîå îïðåäåëåíèå. Îäíîèç ðàííèõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè [5, ñ. 66℄ ãëàñèò:Ïðåäëîæåíèå 2. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà P ðåãóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà íåêîòîðàÿ å¼ ñòåïåíü P k ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíûé ñòîëáåö.Â ðàáîòå Äîáðóøèíà [7℄ áûë ââåä¼í êîý��èöèåíò ýðãîäè÷íîñòè α(P ) =

= min
i1,i2

∑

j

min(pi1j , pi2j) è âûÿñíèëîñü, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðåäûäóùåå óñëîâèå ìîæíîçàìåíèòü íà áîëåå ñëàáîå: ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà P = (pij) ðåãóëÿðíà òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè íåêîòîðîì ïîêàçàòåëå k

α(P k) = min
i1,i2

∑

j

min(p
(k)
i1j , p

(k)
i2j) > 0.Ïåðå�îðìóëèðóåì ýòîò êðèòåðèé íà ÿçûêå ãðà�à ìàòðèöû.Ïðåäëîæåíèå 3. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà P ðåãóëÿðíà â òî÷íîñòè òîãäà,êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k , ÷òî â ãðà�å P èç ëþáûõ äâóõ âåðøèí ìîæíîïåðåéòè â îäíó è òó æå âåðøèíó ïóòÿìè äëèíû k .2. Ñîâìåñòèìîñòü ñîñòîÿíèé. Öåëûå ñîñòîÿíèÿÈçâåñòíî åù¼ îäíî îïðåäåëåíèå ýðãîäè÷íîñòè, ýêâèâàëåíòíîå ïðåäûäóùåìó:öåïü Ìàðêîâà ñ n ñîñòîÿíèÿìè è ìàòðèöåé ïåðåõîäà P íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé,åñëè äëÿ ëþáûõ ñîñòîÿíèé i1, i2

lim
k→∞

(p
(k)
i1j − p

(k)
i2j) = 0, j = 1, . . . , n. (6)�àññìîòðèì ìàðêîâñêóþ ñèñòåìó îáùåãî âèäà. Íàçîâ¼ì ñîñòîÿíèÿ i1 , i2 àñèìï-òîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6).Èç êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé(ñì.,íàïðèìåð, [6, ãë. VIII℄) 
 î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî äâà âîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèÿàñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìóöèêëè÷åñêîìó ïîäêëàññó. Íî åñëè õîòÿ áû îäíî èç ñîñòîÿíèé íåâîçâðàòíî, òî, âîîá-ùå ãîâîðÿ, â òåðìèíàõ òðàäèöèîííîé êëàññè�èêàöèè âîïðîñ îá èõ àñèìïòîòè÷åñêîéýêâèâàëåíòíîñòè ðåøèòü íåâîçìîæíî. Ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ ìàðêîâñêèõ ñè-ñòåì, ó êîòîðûõ ãðà�û ñîâïàäàþò, íî â ïåðâîé ñèñòåìå íåêîòîðûå ñîñòîÿíèÿ i1



64 Þ.À. ÀËÜÏÈÍ, Â.Ñ. ÀËÜÏÈÍÀè i2 , îäíî èç êîòîðûõ âîçâðàòíî, à äðóãîå íåâîçâðàòíî, àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâà-ëåíòíû, à âî âòîðîé � íåýêâèâàëåíòíû. Àíàëîãè÷íûé ïðèìåð ëåãêî ïðèâåñòè è äëÿïàðû íåâîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèé.Îïèøåì êëàññè�èêàöèþ ñîñòîÿíèé ìàðêîâñêîé ñèñòåìû, îòëè÷àþùóþñÿ îòòðàäèöèîííîé òåì, ÷òî îíà äà¼ò � ïî-ïðåæíåìó â òåðìèíàõ ãðà�à ìàòðèöû �íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè êàê ïàðûâîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèé, òàê è ñîñòîÿíèé, ëèøü îäíî èç êîòîðûõ âîçâðàòíî. Ïåð-âûå øàãè â ðàçâèâàåìîì çäåñü íàïðàâëåíèè áûëè ñäåëàíû, ïî-âèäèìîìó, â çàìåòêå[8℄, îäíàêî ïîíÿòèÿ öåëîãî ñîñòîÿíèÿ è öåëîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû íå áûëèñ�îðìóëèðîâàíû è çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íîðìàëüíîé �îðìû íà èõ îñíîâå íå ñòàâè-ëà
ü. Ïîíÿòèå ñîâìåñòèìîñòè, îïðåäåëÿåìîå íèæå, èñïîëüçîâàëîñü â [9℄ äëÿ íîâîãîâûâîäà �îðìû Ôðîáåíèóñà íåðàçëîæèìîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû.Ââåä¼ì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ñîñòîÿíèÿ i1 è i2 ìàðêîâñêîé ñèñòåìû ñ ìàòðè-öåé P ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîâìåñòèìû, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ïîêàçàòåëü k ,÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j îäíîâðåìåííî p
(k)
i1j > 0 è p

(k)
i2j > 0. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñîñòîÿíèÿ

i1 è i2 ñîâìåñòèìû, åñëè èç ýòèõ ñîñòîÿíèé ñèíõðîííî, òî åñòü ïóòÿìè îäèíàêîâîéäëèíû, äîñòèæèìî íåêîòîðîå îáùåå ñîñòîÿíèå. Æåëàÿ óêàçàòü äëèíó ïóòåé, áó-äåì ïèñàòü, ÷òî ñîñòîÿíèÿ k -ñîâìåñòèìû. Íàçîâ¼ì ñîñòîÿíèå ñèñòåìû öåëûì, åñëèëþáûå ñèíõðîííî äîñòèæèìûå èç íåãî ñîñòîÿíèÿ ñîâìåñòèìû.Áèíàðíîå îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé, î÷åâèäíî, ðå�-ëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî, íî â îáùåì ñëó÷àå íå òðàíçèòèâíî. Îäíàêî ñèñòåìû,íà ñîñòîÿíèÿõ êîòîðûõ ñîâìåñòèìîñòü òðàíçèòèâíà (çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåìýêâèâàëåíòíîñòè), èãðàþò ãëàâíóþ ðîëü è â îáùåì ñëó÷àå.�àçáèåíèå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè ñóùå-ñòâóåò òàêàÿ íóìåðàöèÿ êëàññîâ ðàçáèåíèÿ: S1, S2, . . . , Sm , ÷òî âñå äóãè ñ íà÷àëîìâ S1 âåäóò â S2 , äóãè ñ íà÷àëîì â S2 âåäóò â S3 è òàê äàëåå, íàêîíåö, èç Smâñå äóãè âåäóò â S1 . Íàçîâ¼ì ìàðêîâñêóþ ñèñòåìó öåëîé, åñëè îòíîøåíèå ñîâìå-ñòèìîñòè íà å¼ ñîñòîÿíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, êëàññû êîòîðîé îáðàçóþòöèêëè÷åñêîå ðàçáèåíèå. Ñòîõàñòè÷åñêóþ ìàòðèöó öåëîé ñèñòåìû áóäåì íàçûâàòüöåëîé. Ïîäðîáíåå öåëûå ìàòðèöû ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å.Âàæíåéøèé ïðèìåð öåëîé ñèñòåìû � íåðàçëîæèìàÿ ìàðêîâñêàÿ ñèñòåìà, ñîîò-âåòñòâåííî, íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà � ïðèìåð öåëîé ìàòðèöû. �àçáèåíèå ìíîæåñòâàñîñòîÿíèé íà öèêëè÷åñêèå ïîäêëàññû ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, öèêëè÷åñêèì. Ïðè ýòîì,êàê íåòðóäíî âèäåòü, ñîñòîÿíèÿ ñîâìåñòèìû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îíè ïðèíàä-ëåæàò îäíîìó öèêëè÷åñêîìó ïîäêëàññó, òî åñòü êëàññû ñîâìåñòèìîñòè ñîâïàäàþòñ öèêëè÷åñêèìè ïîäêëàññàìè.Â öåëîé ñèñòåìå ïóòè îäèíàêîâîé äëèíû, èìåþùèå îäíî íà÷àëî, âåäóò â îäèíêëàññ ñîâìåñòèìîñòè, ïîýòîìó âñå ñîñòîÿíèÿ öåëîé ìàðêîâñêîé ñèñòåìû � öåëûå.Â ÷àñòíîñòè, öåëûìè ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ íåðàçëîæèìûõ êîìïîíåíò ìàðêîâ-ñêîé ñèñòåìû. À ïîñêîëüêó ëþáîå âîçâðàòíîå ñîñòîÿíèå ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîéíåðàçëîæèìîé êîìïîíåíòå, òî âñå âîçâðàòíûå ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé ñèñòåìû �öåëûå.Â ñèëó ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ íåöåëîå ñîñòîÿíèå íåâîçâðàòíî, ïîýòîìó èç íåãîäîñòèæèìî âîçâðàòíîå ñîñòîÿíèå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè íåöåëûå ñîñòîÿíèÿ îáëàäà-þò áîëåå ñèëüíûì ñâîéñòâîì:Ïðåäëîæåíèå 4. Èç íåöåëîãî ñîñòîÿíèÿ ñèíõðîííî äîñòèæèìû äâà íåñîâ-ìåñòèìûõ âîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèÿ. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ k -äîñòèæèìû ïðè ëþáîì
k ≥ ν =

1

2
n(n − 1).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i � íåöåëîå ñîñòîÿíèå, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþòñÿ ïóòèîäèíàêîâîé äëèíû, âåäóùèå èç i â íåêîòîðûå íåñîâìåñòèìûå ñîñòîÿíèÿ p è q .



Î ÍÎ�ÌÀËÜÍÎÉ ÔÎ�ÌÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÀÒ�ÈÖÛ 65Åñëè îáà îíè âîçâðàòíûå, òî äîêàçûâàåìîå óæå èìååòñÿ. Åñëè íåò, òî âîñïîëüçó-åìñÿ ïðîñòûì �àêòîì: èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ åñòü ïóòü äëèíû n − 1 â íåêîòîðîåâîçâðàòíîå ñîñòîÿíèå. Ïðîäîëæèì èìåþùèåñÿ ïóòè ñ íà÷àëîì â i ïóòÿìè äëèíû
n−1 èç p è q â íåêîòîðûå âîçâðàòíûå ñîñòîÿíèÿ u è v ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ñîñòî-ÿíèÿ ñèíõðîííî äîñòèæèìû èç i è íåñîâìåñòèìû (ñîâìåñòèìîñòü ïðîòèâîðå÷èëàáû íåñîâìåñòèìîñòè p è q ). Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ äîêàçàíî.Òåïåðü ïóñòü äàíû ïóòè íàèìåíüøåé äëèíû k0 , âåäóùèå èç íåöåëîãî ñîñòîÿíèÿ
i â íåñîâìåñòèìûå âîçâðàòíûå ñîñòîÿíèÿ: ii1 . . . ik0−1u è ij1 . . . jk0−1v. Òîãäà â ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð ðàçëè÷íûõ âåðøèí (i1, j1), . . . , (u, v) íå äîëæíî áûòü ñîâïà-äàþùèõ ïàð, à òàêæå ïàð, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ýëåìåíòîâ. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå äàííûå ïóòè áûëî áû ëåãêî ïåðåñòðîèòü â ïóòè èç i â òå æå ñîñòîÿíèÿ uè v îäèíàêîâîé äëèíû, ìåíüøåé, ÷åì k0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî k0 íå áîëüøå, ÷åìêîëè÷åñòâî ν = (1/2)n(n − 1) íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ñîñòîÿíèé. Ïóòè äëèíû k0 ,âåäóùèå èç i â íåñîâìåñòèìûå âîçâðàòíûå ñîñòîÿíèÿ, ìîæíî ïðîäîëæèòü ëþáû-ìè ïóòÿìè îäèíàêîâîé äëèíû. Ýòè ïðîäîëæåíèÿ ëåæàò â ìíîæåñòâå âîçâðàòíûõñîñòîÿíèé è çàêàí÷èâàþòñÿ íåñîâìåñòèìûìè ñîñòîÿíèÿìè.Àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 4 äîêàçûâàåòñÿÏðåäëîæåíèå 5. Åñëè äâà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñîâìåñòèìû, òî îíè k -ñî-âìåñòèìû ïðè ëþáîì k ≥ ν .Èç ïðåäëîæåíèé 3 è 5 âûòåêàåòÑëåäñòâèå 1. �åãóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè òàêèå ñèñòåìû, ó êîòî-ðûõ ëþáûå äâà ñîñòîÿíèÿ ñîâìåñòèìû.Ëåììà 1. Öåëûå ñîñòîÿíèÿ îáðàçóþò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i � öåëîå è i → j . Åñëè ñîñòîÿíèÿ p è q k -äîñòèæèìûèç j , òî îíè (k+1)-äîñòèæèìû èç i è ïîýòîìó ñîâìåñòèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, j òàêæåöåëîå.Ëåììà 2. Äëÿ ìàðêîâñêîé ñèñòåìû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè íà ñîñòîÿíèÿõ ñèñòåìû òðàíçèòèâíî;
2) ñèñòåìà öåëàÿ èëè ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì öåëûõ ñèñòåì;
3) âñå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû öåëûå.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî èç 1) ñëåäóåò 2). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåñîâìåñòèìîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè è îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå ìíî-æåñòâà ñîñòîÿíèé íà êëàññû. Êëàññû ñîâìåñòèìîñòè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-ñòâàìè.à) Äóãè ñ íà÷àëîì â îäíîì êëàññå âåäóò â îäèí è òîò æå êëàññ.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñîñòîÿíèÿ i1 è i2 ïðèíàäëåæàò êëàññó L . Â ñèëó èõñîâìåñòèìîñòè åñòü äóãè, âåäóùèå èç i1 è i2 â íåêîòîðûé êëàññ M. Íî ïîñêîëüêóèç öåëîãî ñîñòîÿíèÿ âñå äóãè âåäóò â îäèí êëàññ ñîâìåñòèìîñòè, òî âñå äóãè èç i1âåäóò â M è âñå äóãè èç i2 âåäóò â M .á) Äóãè, âåäóùèå â îäèí êëàññ, èìåþò è íà÷àëî â îäíîì êëàññå.Â ñàìîì äåëå, ïóñòü i1 è i2 ñîâìåñòèìû, l1 → i1, l2 → i2, . Òîãäà, î÷åâèäíî, l1è l2 òàêæå ñîâìåñòèìû, òî åñòü ëåæàò â îäíîì êëàññå.Â ñèëó ñâîéñòâà à) íà ìíîæåñòâå êëàññîâ ñîâìåñòèìîñòè öåëûõ ñîñòîÿíèé êîð-ðåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå, ïðè êîòîðîì L 7→ M , åñëè äóãè èç êëàññà Lâåäóò â êëàññ M . Èç ñâîéñòâà á) ñëåäóåò, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå � ïåðåñòàíîâêà íàìíîæåñòâå êëàññîâ. Êàê èçâåñòíî, ïåðåñòàíîâêà, çàäàííàÿ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå,ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ, äðóãèìè ñëîâàìè, ãðà� ïåðåñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ



66 Þ.À. ÀËÜÏÈÍ, Â.Ñ. ÀËÜÏÈÍÀîáúåäèíåíèåì íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ êîíòóðîâ. Ýòî è çíà÷èò, ÷òî âûïîëíåíîóñëîâèå 2).Êàê óñòàíîâëåíî âûøå, ñîñòîÿíèÿ öåëîé ñèñòåìû � öåëûå, ïîýòîìó 2) âëå÷¼ò 3).Ïðîâåðèì, ÷òî èç 3) ñëåäóåò 1). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñîñòîÿíèÿ i1, i2, i3 òà-êîâû, ÷òî i1 ñîâìåñòèìî ñ i2 , à i2 ñîâìåñòèìî ñ i3 . Äîêàæåì, ÷òî ñîâìåñòèìû i1è i3 . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5 èç âåðøèí i1 è i2 ν -äîñòèæèìà íåêîòîðàÿ âåðøè-íà j1 , à èç âåðøèí i2 è i3 ν -äîñòèæèìà íåêîòîðàÿ âåðøèíà j2 . Âåðøèíû j1 è j2ñîâìåñòèìû, ïîñêîëüêó îíè ñèíõðîííî äîñòèæèìû èç öåëîé âåðøèíû i2 . Íî òî-ãäà âåðøèíû i1 è i3 , èç êîòîðûõ ñèíõðîííî äîñòèæèìû ñîâìåñòèìûå âåðøèíû
j1 è j2 , òàêæå ñîâìåñòèìû. Òðàíçèòèâíîñòü äîêàçàíà è äîêàçàòåëüñòâî ëåììûçàêîí÷åíî.Òåîðåìà 1. Ëþáàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà P ëèáî ÿâëÿåòñÿ öåëîé, ëèáîïåðåñòàíîâêîé ðÿäîâ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê áëî÷íî-òðåóãîëüíîìó âèäó











Q1 . . .
Ql

Ql+1,1 . . . Ql+1,l Ql+1











, (7)ãäå Q1, . . . , Ql � öåëûå ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû, îíè îòâå÷àþò öåëûì êîìïîíåí-òàì ìàðêîâñêîé ñèñòåìû, îïðåäåëÿåìîé ìàòðèöåé P ; ìàòðèöû Ql+1,1, . . . , Ql+1,lñîäåðæàò âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç íåöåëûõ ñîñòîÿíèé â öåëûå êîìïîíåíòû;ìàòðèöà Ql+1 çàäà¼ò ïåðåõîäû âíóòðè ìíîæåñòâà íåöåëûõ ñîñòîÿíèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1 ìíîæåñòâî öåëûõ ñîñòîÿíèé îáðàçóåò êîìïî-íåíòó. Â ñèëó ëåììû 2 ýòà êîìïîíåíòà ñîñòîèò èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ öåëûõ êîìïî-íåíò. Ïóñòü W1, . . . , Wl � öåëûå êîìïîíåíòû, W � ìíîæåñòâî íåöåëûõ ñîñòîÿíèé.Òîãäà ïðè íóìåðàöèè ñîñòîÿíèé, ñîãëàñîâàííîé ñ óêàçàííûìè êëàññàìè, ìàòðèöàñèñòåìû ïîëó÷àåò æåëàåìûé áëî÷íî-òðåóãîëüíûé âèä (7).Ìàòðèöó (7) íàçîâ¼ì íîðìàëüíîé �îðìîé íåöåëîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû.Ïîêàæåì, êàê ïîñòðîèòü íîðìàëüíóþ �îðìó (7), èñïîëüçóÿ áóëåâ ïîðòðåò Bñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû P . Îïðåäåëèì ìàòðèöó ñîâìåñòèìîñòè C = (cij) áè-íàðíîãî îòíîøåíèÿ ñîâìåñòèìîñòè êàê áóëåâó ìàòðèöó, äëÿ êîòîðîé cij = 1 òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîñòîÿíèÿ i è j ñîâìåñòèìû. ×òîáû âûâåñòè �îðìóëó äëÿ C ,âûðàçèì óñëîâèå ñîâìåñòèìîñòè íà ÿçûêå ìàòðèöû B è èñïîëüçóåì ïðåäëîæåíèå 5.Òîãäà ïîëó÷èì: ñîñòîÿíèÿ i è j ñîâìåñòèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòðîêè iè j ìàòðèöû Bν ñîäåðæàò åäèíèöû â îáùåì ñòîëáöå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöàñîâìåñòèìîñòè âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé
C = Bν(Bν)T . (8)Ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ñîâìåñòèìîñòè ëåãêî óñòàíîâèòü, âñå ëè ñîñòîÿíèÿ ñè-ñòåìû öåëûå. Ñîãëàñíî ëåììå 2 ýòî èìååò ìåñòî, åñëè îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòèòðàíçèòèâíî. Èç òåîðèè áèíàðíûõ îòíîøåíèé èçâåñòíî [10, ñ. 40℄, ÷òî ðå�ëåêñèâ-íîå îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áóëåâà ìàòðèöà îòíîøåíèÿèäåìïîòåíòíà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé.Ïðåäëîæåíèå 6. Âñå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû öåëûå â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

C2 = C.Åñëè ïðîâåðêà íà òðàíçèòèâíîñòü âûäåðæàíà, òî êëàññû ñîâìåñòèìîñòè îïðåäå-ëÿþòñÿ ñòðîêàìè C : êëàññ, ñîäåðæàùèé ñîñòîÿíèå i , åñòü ìíîæåñòâî {j | cij = 1}.



Î ÍÎ�ÌÀËÜÍÎÉ ÔÎ�ÌÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÀÒ�ÈÖÛ 67Êîãäà êëàññû ñîâìåñòèìîñòè èçâåñòíû, îïðåäåëåíèå öåëûõ êîìïîíåíò è ïîñòðîå-íèå (â ýòîì ñëó÷àå � áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé) íîðìàëüíîé �îðìû (7) íå ïðåäñòàâëÿåòòðóäíîñòè.Åñëè îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè íåòðàíçèòèâíî, òî ñóùåñòâóåò ñïîñîá íàéòè öå-ëûå ñîñòîÿíèÿ. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4 ñîñòîÿíèå i � öåëîå, åñëè ν -äîñòèæèìûåèç i ñîñòîÿíèÿ ñîâìåñòèìû. Ïðèäàäèì ýòîìó êðèòåðèþ �îðìàëüíî-ìàòðè÷íûé õà-ðàêòåð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(i) = (duv(i)) áóëåâó ìàòðèöó áèíàðíîãî îòíîøåíèÿíà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé ¾áûòü ν -äîñòèæèìûìè èç ñîñòîÿíèÿ i¿. Î÷åâèäíî, ÷òî
duv(i) = b

(ν)
iu b

(ν)
iv . Òåïåðü, èñïîëüçóÿ àäàìàðîâî (ïîýëåìåíòíîå) óìíîæåíèå ìàòðèö,óñëîâèå öåëîñòè ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê:Ïðåäëîæåíèå 7. Ñîñòîÿíèå i � öåëîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D(i)◦C =

= D(i).Ïîñëå òîãî, êàê ìíîæåñòâî öåëûõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëåíî, ñòðîêè è ñòîëáöû ìàò-ðèöû ñèñòåìû, îòâå÷àþùèå íåöåëûì ñîñòîÿíèÿì, ìîæíî âû÷åðêíóòü è, îïåðèðóÿ ñîñòàâøåéñÿ ìàòðèöåé, ïðîâåñòè âû÷èñëåíèå áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ÷àñòè íîðìàëü-íîé �îðìû (7) ïî îïèñàííîé âûøå ñõåìå. Êàê âèäíî, âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðî-åíèåì íîðìàëüíîé �îðìû (7) ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû P , ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþáóëåâà ïîðòðåòà P è ïðîèçâîäíûõ îò íåãî ìàòðèö.3. Öåëûå ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöûÊàê âèäíî èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à, ïðè ïîñòðîåíèè íîðìàëüíîé �îðìû (7)èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå öåëîãî ñîñòîÿíèÿ, áîëåå îáùåå, ÷åì ïîíÿòèå âîçâðàòíîãî ñî-ñòîÿíèÿ, è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîíÿòèå öåëîé ìàòðèöû, îáîáùàþùåå ïîíÿòèå íåðàç-ëîæèìîé ìàòðèöû. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ öåëîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû ñóùåñòâóåòàíàëîã �îðìû Ôðîáåíèóñà.�àññìîòðèì öåëóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ ìàòðèöåé P ïåðåõîäíûõ âåðî-ÿòíîñòåé è ÷èñëîì m êëàññîâ ñîâìåñòèìîñòè. Ïóñòü S1, S2, . . . , Sm � íóìåðàöèÿêëàññîâ ñîâìåñòèìîñòè, îïèñàííàÿ â îïðåäåëåíèè öèêëè÷åñêîãî ðàçáèåíèÿ. Åñëèïåðåíóìåðîâàòü ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû: âíà÷àëå ñîñòîÿíèÿ èç S1 , çàòåì èç S2 è òàêäàëåå, à çàòåì ñîîòâåòñòâåííî ïåðåñòàâèòü ðÿäû ìàòðèöû ñèñòåìû, òî îíà ïðèîá-ðåò¼ò áëî÷íî-öèêëè÷åñêóþ �îðìó












0 Q12 0 . . . 0
0 0 Q23 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 Qm−1,m

Qm1 0 0 0 0













. (9)Ïðè âîçâåäåíèè ìàòðèöû (9) â ñòåïåíü m ïîëó÷èì áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàò-ðèöó G = diag(G1, G2, . . . , Gm) , ãäå
G1 = Q12Q23 · · ·Qm1, G2 = Q23 · · ·Qm1Q12, . . . , Gm = Qm1Q12 · · ·Qm−1,m. (10)Ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû (10) óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöû ìàðêîâñêèõñèñòåì, êîòîðûå âîçíèêàþò, åñëè èñõîäíóþ ñèñòåìó íàáëþäàòü â ìîìåíòû mk ,

k = 1, 2, . . . Íàçîâ¼ì ýòè ñèñòåìû òåìïîðàëüíûìè êîìïîíåíòàìè èñõîäíîé ñèñòå-ìû. Ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé òåìïîðàëüíûõ êîìïîíåíò � ýòî êëàññû ñîâìåñòèìîñòè.Åñëè i, j ∈ St , òî âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà òåìïîðàëüíîé êîìïîíåíòû ñ ìàòðèöåéïåðåõîäà Gt èç i â j çà k øàãîâ ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èñõîäíîé ñèñòåìûñ ìàòðèöåé (9) èç i â j çà mk øàãîâ. Ïåðåâîäÿ ýòîò î÷åâèäíûé ìàòðè÷íûé �àêòíà ÿçûê ãðà�îâ, ïîëó÷àåì:



68 Þ.À. ÀËÜÏÈÍ, Â.Ñ. ÀËÜÏÈÍÀËåììà 3. Ïóñòü ñîñòîÿíèÿ i, j ïðèíàäëåæàò îäíîé òåìïîðàëüíîé êîìïî-íåíòå. Òîãäà (i, j)-ïóòü äëèíû k â ãðà�å êîìïîíåíòû ñóùåñòâóåò òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðà�å èñõîäíîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò (i, j)-ïóòü äëèíû mk.Ëåììà 4. Ìàòðèöû òåìïîðàëüíûõ êîìïîíåíò ðåãóëÿðíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 5 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k â ïðîèç-âîëüíî âçÿòîì êëàññå St ëþáûå äâà ñîñòîÿíèÿ mk -ñîâìåñòèìû, à èç ëåììû 3 ñëå-äóåò, ÷òî ýòè ñîñòîÿíèÿ k -ñîâìåñòèìû êàê ñîñòîÿíèÿ òåìïîðàëüíîé êîìïîíåíòû.Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî Gt � ðåãóëÿðíàÿ ìàòðèöà.Ëåììà 5. Èíäåêñ ãðà�à öåëîé ñèñòåìû ðàâåí ÷èñëó êëàññîâ ñîâìåñòèìîñòè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m = 1 , òî åñòü ìàòðèöà P ñèñòåìû ðåãóëÿðíà. Äîêà-æåì, ÷òî èíäåêñ ãðà�à ðåãóëÿðíîé ìàòðèöû òàêæå ðàâåí 1. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2ñóùåñòâóåò ïîêàçàòåëü k , ïðè êîòîðîì â ìàòðèöå P k ïîÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûéñòîëáåö, ïóñòü ñ íîìåðîì i . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òîãäà è â P k+1 ñòîëáåö ñ íîìå-ðîì i ïîëîæèòåëåí. Â ÷àñòíîñòè, èìååì p
(k)
ii > 0 è p

(k+1)
ii > 0 . Ýòè íåðàâåíñòâàîçíà÷àþò, ÷òî ÷åðåç âåðøèíó i ïðîõîäÿò êîíòóðû äëèíû k è k+1 . Ñëåäîâàòåëüíî,íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äëèí êîíòóðîâ, òî åñòü èíäåêñ ãðà�à ìàòðèöû P, ðà-âåí 1.Òåïåðü ïóñòü m > 1 . Â ñèëó ëåììû 3 â ãðà�å òåìïîðàëüíîé êîìïîíåíòû êîíòóðäëèíû k ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà â ãðà�å ñèñòåìû åñòü êîíòóð äëèíû

mk . Çíà÷èò, åñëè k0 � èíäåêñ êîìïîíåíòû, K0 � èíäåêñ ñèñòåìû, òî K0 = mk0 .Â ëåììå 4 äîêàçàíî, ÷òî êîìïîíåíòû ðåãóëÿðíû, çíà÷èò, k0 = 1 , ñëåäîâàòåëüíî,
K0 = m.�åçþìèðóÿ ñêàçàííîå âûøå, ïîëó÷àåì äëÿ öåëîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû àíà-ëîã �îðìû Ôðîáåíèóñà (4).Òåîðåìà 2. Öåëàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà P ñ èíäåêñîì m ÿâëÿåòñÿ ïðè
m = 1 ðåãóëÿðíîé ìàòðèöåé, à ïðè m > 1 íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé ðÿäîâ ïðè-âîäèòñÿ ê âèäó (9).Ìàòðèöó (9) íàçîâ¼ì íîðìàëüíîé �îðìîé öåëîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû ñ èí-äåêñîì m .Åñëè ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà P íåðàçëîæèìà, òî å¼ íîðìàëüíàÿ �îðìà (9), êàêöåëîé ìàòðèöû, ñîâïàäàåò ñ íîðìàëüíîé �îðìîé Ôðîáåíèóñà. Â ýòîì ñëó÷àå ìàò-ðèöû (10) ïðèìèòèâíû. �àññìîòðèì, êàê ñîîòíîñÿòñÿ öåëîñòü è íåðàçëîæèìîñòüâ îáùåì ñëó÷àå.Òåîðåìà 3. Öåëàÿ ñèñòåìà ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ íåðàçëîæèìóþ êîì-ïîíåíòó. Êàæäûé êëàññ ñîâìåñòèìîñòè ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé öèêëè÷åñêèéïîäêëàññ ýòîé êîìïîíåíòû.Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ñèñòåìà ñîäåðæèò íåêîòîðóþ íåðàçëîæèìóþ êîì-ïîíåíòó. Êàæäûé öèêëè÷åñêèé ïîäêëàññ ýòîé êîìïîíåíòû, áóäó÷è ìíîæåñòâîì ïî-ïàðíî ñîâìåñòèìûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êëàññåñîâìåñòèìîñòè. Íåâîçìîæíî, ÷òîáû â êëàññå ñîâìåñòèìîñòè ëåæàëè äâà öèêëè÷å-ñêèõ ïîäêëàññà îäíîé êîìïîíåíòû, ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèÿ èç ðàçëè÷íûõ öèêëè÷å-ñêèõ ïîäêëàññîâ íåñîâìåñòèìû. �àâíî íåâîçìîæíî, ÷òîáû öåëàÿ ñèñòåìà ñîäåðæà-ëà äâå íåðàçëîæèìûõ êîìïîíåíòû, âåäü òîãäà îêàæåòñÿ, ÷òî â îäíîì êëàññå ñîâ-ìåñòèìîñòè ëåæàò ñîñòîÿíèÿ èç ðàçëè÷íûõ íåðàçëîæèìûõ êîìïîíåíò. Íî òàêèåñîñòîÿíèÿ, êîíå÷íî, íåñîâìåñòèìû.Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 ìîæíî îòðàçèòü â ñòðîåíèè ìàòðèöû (9). Åñëè íóìå-ðîâàòü ñîñòîÿíèÿ êàæäîãî êëàññà ñîâìåñòèìîñòè, íà÷èíàÿ ñ ïðèíàäëåæàùèõ



Î ÍÎ�ÌÀËÜÍÎÉ ÔÎ�ÌÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÀÒ�ÈÖÛ 69öèêëè÷åñêîìó ïîäêëàññó, òî âåðõíèé ëåâûé óãîë â êàæäîì ñòîõàñòè÷åñêîì áëîêå�îðìû (9), îòâå÷àþùèé ñîñòîÿíèÿì öèêëè÷åñêèõ ïîäêëàññîâ, áóäåò áëîêîì �îðìûÔðîáåíèóñà íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòû öåëîé ñèñòåìû.Òåîðåìà 3 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé õàðàêòåðèñòèêå öåëîé ñèñòåìû.Ïðåäëîæåíèå 8. Âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íîäëÿ òîãî, ÷òîáû ìàðêîâñêàÿ ñèñòåìà áûëà öåëîé:
1) îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè ñîñòîÿíèé òðàíçèòèâíî;
2) ñèñòåìà ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ íåðàçëîæèìóþ êîìïîíåíòó.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïåðâîå óñëîâèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñå ñî-ñòîÿíèÿ öåëîé ñèñòåìû � öåëûå, è ëåììû 2. Âòîðîå äîêàçàíî òåîðåìîé 3.Äîñòàòî÷íîñòü. Ñîãëàñíî ëåììå 2 óñëîâèå 1) îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿöåëîé ëèáî äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ öåëûõ êîìïîíåíò. Ïîñêîëüêóêàæäàÿ öåëàÿ êîìïîíåíòà ñîäåðæèò íåðàçëîæèìóþ êîìïîíåíòó, òî âòîðàÿ âîçìîæ-íîñòü ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 2). Îñòà¼òñÿ çàêëþ÷èòü, ÷òî ñèñòåìà öåëàÿ.Ïðåîáðàçóåì ïðåäëîæåíèå 8 â êîíñòðóêòèâíûé êðèòåðèé, âûðàæåííûé íàÿçûêå áóëåâûõ ìàòðèö. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî óñëîâèå 2) ýêâèâàëåíòíî ñëåäó-þùåìó: ñèñòåìà ñîäåðæèò ñîñòîÿíèÿ, äîñòèæèìûå èç âñåõ ñîñòîÿíèé. Ïóñòüíåðàçëîæèìàÿ êîìïîíåíòà åäèíñòâåííà. Ëþáîå å¼ ñîñòîÿíèå i äîñòèæèìî èç ëþ-áîãî ñîñòîÿíèÿ êîìïîíåíòû. Åñòü òàêæå ïóòü â i èç ëþáîãî íåâîçâðàòíîãî ñîñòîÿ-íèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç íåâîçâðàòíîãî ñîñòîÿíèÿ åñòü ïóòü â íåêîòîðîå âîçâðàòíîåñîñòîÿíèå. Ýòî ïîñëåäíåå ëåæèò â êîìïîíåíòå, ñîäåðæàùåé i , çíà÷èò, åñòü ïóòüèç íåãî â i . Ñîåäèíÿÿ äâà ïóòè, ïîëó÷èì èñêîìûé ïóòü. Íàîáîðîò, åñëè â ñèñòåìååñòü îáùåäîñòèæèìûå ñîñòîÿíèÿ, òî ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ñîñòîÿíèé, ëåãêî âèäåòü,îáðàçóåò åäèíñòâåííóþ íåðàçëîæèìóþ êîìïîíåíòó. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îáùå-äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû äîñòèæèìîñòè R = (rij)(rij = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç i äîñòèæèìî j ): äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äî-ñòàòî÷íî, ÷òîáû R èìåëà ïîëîæèòåëüíûé ñòîëáåö. Ïðèâëåêàÿ åùå ïðåäëîæåíèå 6,ïîëó÷àåì æåëàåìûé êðèòåðèé:Ñëåäñòâèå 2. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà P ÿâëÿåòñÿ öåëîé òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà
1) áóëåâà ìàòðèöà ñîâìåñòèìîñòè C èäåìïîòåíòíà;
2) áóëåâà ìàòðèöà äîñòèæèìîñòè R ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíûé ñòîëáåö.Ìàòðèöà C âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (8), à R � ïî èçâåñòíîé �îðìóëå R = (I +

+ B)n−1 , ïîýòîìó ïðîâåðêà öåëîñòè P ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ïðîöåäóðîé.4. Îá àñèìïòîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîÿíèéÑíà÷àëà ðåøèì âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè öåëûõ ñîñòîÿíèé.Òåîðåìà 4. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì àñèìïòîòè÷åñêîé ýê-âèâàëåíòíîñòè öåëûõ ñîñòîÿíèé ìàðêîâñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ èõ ñîâìåñòè-ìîñòü.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ î÷åâèäíà, äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü.Ñîâìåñòèìûå öåëûå ñîñòîÿíèÿ ïðèíàäëåæàò îäíîé öåëîé êîìïîíåíòå, ïîýòîìó äî-ñòàòî÷íî ïðîâåñòè ðàññóæäåíèå äëÿ öåëîé ñèñòåìû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîõàñòè÷å-ñêàÿ ìàòðèöà P ñèñòåìû íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé �îðìå (9). Ïî ëåììå 4 ìàòðèöûòåìïîðàëüíûõ êîìïîíåíò ðåãóëÿðíû, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Pmk =
= Gk = diag(Gk

1 , Gk
2 , . . . , Gk

m) ïðè k → ∞ ñõîäèòñÿ ê ìàòðèöå
G∞ = diag(G∞

1 , G∞

2 , . . . , G∞

m ), (11)



70 Þ.À. ÀËÜÏÈÍ, Â.Ñ. ÀËÜÏÈÍÀâ êîòîðîé êàæäûé äèàãîíàëüíûé áëîê åñòü ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñ îäèíàêîâûìèñòðîêàìè. �àçîáü¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P k íà m ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
Pmk+r, k = 1, 2, . . . ,ãäå r = 0, 1, . . . , m−1. Êàæäàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ñâîé ïðåäåë, à èìåííî
lim

k→∞

Pmk+r = G∞P r. (12)Åñëè ñîñòîÿíèÿ i1 è i2 ñîâìåñòèìû è ïðèíàäëåæàò òåìïîðàëüíîé êîìïîíåíòå
St , òî i1 -ÿ è i2 -ÿ ñòðîêè ìàòðèöû G∞ ðàâíû, ïîñêîëüêó ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèåèì ñòðîêè â G∞

t . Íî òîãäà ñòðîêè ñ ýòèìè íîìåðàìè ðàâíû è â îñòàëüíûõ ïðå-äåëüíûõ ìàòðèöàõ G∞P r, r = 1, . . . , m−1. Îòñþäà äëÿ ñîñòîÿíèé i1 è i2 ñëåäóþòïðåäåëüíûå ðàâåíñòâà (6), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 4, ìîæíî óñòàíîâèòü àñèìïòîòè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòüíå òîëüêî ïàðû âîçâðàòíûõ ñîñòîÿíèé (ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ðàìêàõ òðàäèöèîííîéêëàññè�èêàöèè), íî è ïàðû, â êîòîðîé îäíî èëè îáà ñîñòîÿíèÿ íåâîçâðàòíû, ëèøüáû ýòè ñîñòîÿíèÿ áûëè öåëûìè.Òåîðåìà 5. Öåëîå è íåöåëîå ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîé ñèñòåìû íå ìîãóò áûòüàñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîêàçàòåëü ω äåëèòñÿ íà èíäåêñ ëþáîé öåëîé êîìïî-íåíòû ñèñòåìû. Òîãäà èç ëþáîãî öåëîãî ñîñòîÿíèÿ ïåðåõîä çà ω øàãîâ âîçìîæåíëèøü â ñîâìåñòèìîå ñ íèì ñîñòîÿíèå. Ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèöû Pω è Pωk èìåþòâèä
Pω =











H1 . . .
Hz

R1 . . . Rz Rω











, Pωk =











Hk
1 . . .

Hk
z

R
(k)
1 . . . R

(k)
z Rωk











. (13)Ìàòðèöà Hk
t ñîñòîèò èç âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ñèñòåìû çà ωk øàãîâ âíóòðè êëàññà

St , à ìàòðèöà R
(k)
t � èç âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà çà ωk øàãîâ èç íåöåëûõ ñîñòîÿíèéâ öåëûå ñîñòîÿíèÿ êëàññà St . �àññìîòðèì ìàòðèöó Pω(k+1) . Âû÷èñëåíèå ïîêàçû-âàåò, ÷òî R

(k+1)
t = R

(k)
t Ht +RωkRt. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ñòðî÷íûå ñóììûâ R

(k+1)
t íå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðî÷íûõ ñóìì â R

(k)
t , òî åñòü âåðîÿòíîñòüïåðåõîäà èç íåöåëîãî ñîñòîÿíèÿ i çà ωk øàãîâ â êëàññ St ïðè ðîñòå k íå óìåíüøà-åòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà âåðîÿòíîñòü ñõîäèòñÿ. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 âûòåêàåò, ÷òîïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè ïîëîæèòåëüíû äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñîâìåñòèìî-ñòè. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî êëàññà ïðåäåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ìåíüøå åäèíèöû. Ìåæäóòåì, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî íåöåëîå ñîñòîÿíèå i àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî öåëî-ìó ñîñòîÿíèþ èç íåêîòîðîãî êëàññà St , òî ñóììà ýëåìåíòîâ ñòðîêè, îòâå÷àþùåéñîñòîÿíèþ i â ìàòðèöå R

(k)
t , äîëæíà ïðè k → ∞ ñõîäèòüñÿ ê åäèíèöå. Ïîñêîëüêóýòî íåâîçìîæíî, òåîðåìà äîêàçàíà.Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.1. Òåîðåìû 4 è 5 íå äàþò îòâåòà íà âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòèäâóõ íåöåëûõ ñîñòîÿíèé. Ïðîñòîé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò âîïðîñ è íå ìîæåòáûòü ðåø¼í â òåðìèíàõ êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû ìàòðèöû ïåðåõîäà. Ïóñòü

P =









1 0 0 0
0 1 0 0
a1 a2 a3 0
b1 b2 0 b3









(a3 < 1, b3 < 1).



Î ÍÎ�ÌÀËÜÍÎÉ ÔÎ�ÌÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÀÒ�ÈÖÛ 71Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîñòîÿíèÿ 3 è 4 àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ïðè óñëîâèè
det

(

a1 a2

b1 b2

)

= 0 . Ýòî óñëîâèå, êîíå÷íî, íå ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì ãðà�à ìàòðèöû P.2. Îòëè÷èå îïèñàííîé âûøå êëàññè�èêàöèè îò òðàäèöèîííîé îñîáåííî çàìåòíîïðè ðàññìîòðåíèè äåòåðìèíèðîâàííûõ ìàðêîâñêèõ ñèñòåì, âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäàâ êîòîðûõ ðàâíû 1 èëè 0. Â ýòîì ñëó÷àå öèêëè÷åñêèå ïîäêëàññû ñîñòîÿíèé îäíî-ýëåìåíòíû, ïîýòîìó íà ÿçûêå òðàäèöèîííîé êëàññè�èêàöèè àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýê-âèâàëåíòíîñòü íèêàêèõ äâóõ ñîñòîÿíèé íå îïðåäåëÿåòñÿ. Â òî æå âðåìÿ î÷åâèäíî,÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû � öåëûå, ïðè÷¼ì êëàññû ñîâìåñòè-ìîñòè îäíîýëåìåíòíû ëèøü òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé â ñåáÿ,îïðåäåëÿåìîå ìàòðèöåé ïåðåõîäà, áèåêòèâíî.3. Ñîãëàñíî [3, ñ. 60℄ íåîòðèöàòåëüíàÿ áëî÷íî-öèêëè÷åñêàÿ ìàòðèöà òèïà (4)áåç íóëåâûõ ðÿäîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé ìàòðèöåé â �îðìåÔðîáåíèóñà, êîãäà ìàòðèöà P12 · · ·Pd1 ïðèìèòèâíà. Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöûâåðíî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå: ìàòðèöà (9) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé �îðìîé öåëîéìàòðèöû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ìàòðèöà Q12 · · ·Qm1 ðåãóëÿðíà.SummaryYu.A. Alpin, V.S. Alpina. On the Normal Form of a Sto
hasti
 Matrix.The normal form of a Markov 
hain's sto
hasti
 matrix is de�ned based on the 
on
eptsof state 
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ontains moreinformation for de�ning asymptoti
 equivalen
e of states.Key words: sto
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