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Аннотация

Рассматривается численное решение нелинейной краевой задачи для системы интегро-
дифференциально-алгебраических уравнений с запаздывающим аргументом. Для числен-
ного решения краевой задачи применяется метод стрельбы (пристрелки). Для нахожде-
ния значений введенного параметра «пристрелки» применяется метод продолжения по па-
раметру в форме Лаэя и метод продолжения по наилучшему параметру совместно с мето-
дом Ньютона, что позволяет вычислить возможные решения, если задача является плохо
обусловленной. Решение начальной задачи при каждом найденном значении параметра
«пристрелки» строится с помощью метода Ньютона совместно с применением метода наи-
лучшей параметризации, что обеспечивает отыскание решения при наличии предельных
особых точек. Значения функций на предыстории определяются посредством построения
интерполяционного полинома Лагранжа. Для вычисления интегральной составляющей
задачи используется метод трапеций.

Ключевые слова: краевая задача, численное решение, дифференциальное уравне-
ние с запаздыванием, метод стрельбы, метод продолжения по наилучшему параметру,
предельные особые точки

Введение

Нелинейные краевые задачи для систем дифференциальных уравнений широко
распространены при моделировании различных процессов в областях экономики,
биологии, медицины, электроники, механики [1]. Зачастую описание подобных си-
стем требует учесть влияние запаздывающего аргумента на поведение исследуемых
характеристик. Подобные системы описывают процессы, зависящие не только от
поведения анализируемых параметров в текущий момент, но и в предшествующий
момент времени. Игнорирование запаздывания в модели может привести к некор-
ректным результатам. Исследование зависимости решений краевых задач от сдвига
аргумента приведено в статье [2].

В работе [3] рассмотрены методы решения линейных краевых задач с отклоня-
ющимся аргументом. Сложности возникают в случае, когда задача является нели-
нейной. В настоящей статье для построения решения используется продолжение
по наилучшему параметру, которым является длина кривой множества решений.
Применение метода наилучшей параметризации положительно зарекомендовало
себя при решении систем нелинейных дифференциально-алгебраических уравне-
ний с запаздывающим аргументом [4]. Эффективность применения наилучшей
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параметризации для широкого спектра краевых задач без запаздывания пока-
зана в ряде статей: в [5] рассмотрено решение краевых задач для нелинейных
обыкновенных дифференциальных уравнений; в [6] наилучшая параметризация
применяется при решении краевой задачи для нелинейных дифференциально-
алгебраических уравнений без запаздывания, в том числе для решения сингулярно
возмущенных краевых задач данного типа. В работе [7] приводится решение на-
чальных задач для систем интегродифференциально-алгебраических уравнений с
запаздыванием с помощью дискретного и непрерывного продолжения по наилуч-
шему параметру.

В настоящей работе предлагается алгоритм решения нелинейных краевых за-
дач для систем интегродифференциально-алгебраических уравнений с запаздыва-
ющим аргументом. Предложенный в работе алгоритм, в основу которого положены
метод продолжения по наилучшему параметру [8] и классические численные мето-
ды [9], позволяет найти возможные решения подобных задач, а также построить
решения в случае наличия предельных особых точек.

1. Постановка задачи

Рассматривается система следующего вида:

dy

dt
= f1

(
t, y (t) , y (t− τ) , ẏ (t− τ) , x (t) , x (t− τ) , ẋ (t− τ) , z (t) ,

z (t− τ) , ż (t− τ) ,

t∫

t0

I1 [x(ξ), y(ξ), z(ξ)] dξ
)

= 0, (1)

G (t, y (t) , y (t− τ) , x (t) , x (t− τ) , z (t) , z (t− τ)) = 0, t ∈ [a, b],
dzi

dt
= f2i

(
t, y (t) , y (t− τ) , ẏ (t− τ) , x (t) , x (t− τ) , ẋ (t− τ) , z (t) ,

z (t− τ) , ż (t− τ) ,

t∫

t0

I2i [x(ξ), y(ξ), z(ξ)] dξ
)

= 0, i = 1, 2, . . . , q,

f1 : R1 ×R3s ×R3r ×R3q → Rs,

G : R1 ×R2s ×R2r ×R2q → Rr,

f2 : R1 ×R3s ×R3r ×R3q → Rq,

с заданными краевыми условиями

W (y(a), y(b), x(a), x(b), z(a), z(b)) = 0,

W : R2s ×R2r ×R2q → Rs ×Rq,
(2)

где y(t) : R1 → Rs, x(t) : R1 → Rr, z(t) : R1 → Rq, – искомые функции, входящие
в систему при различных значениях аргумента.

На множестве E0 = {T < a | ∃ t > a, t− τ = T} заданы достаточно гладкие
функции ϕ1,2(T ) , ψ1,2(T ) , θ1,2(T ) , T ∈ [a− τ, a) такие, что:

yτ = y(t− τ) = ϕ1(T ), ẏτ = ẏ(t− τ) = ϕ2(T ),

xτ = x(t− τ) = ψ1(T ), ẋτ = ẋ(t− τ) = ψ2(T ),

zτ = z(t− τ) = θ1(T ), żτ = ż(t− τ) = θ2(T ).

(3)
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Граничные условия (2) являются согласованными, то есть справедливы соотно-
шения

G (a, y (a) , y (a− τ) , x (a) , x (a− τ) , z (a) , z (a− τ)) = 0,

G (b, y (b) , y (b− τ) , x (b) , x (b− τ) , z (b) , z (b− τ)) = 0.
(4)

Под решением задачи (1)–(4) понимается непрерывно-дифференцируемая
вектор-функция, которая обращает (1) в тождество и удовлетворяет краевым усло-
виям (2).

2. Преобразование задачи

Исходная задача (1) преобразуется путем разностного представления производ-
ных и ввода параметра λ – наилучшего аргумента задачи – следующим образом:
x = x(λ) , y = y(λ) , z = z(λ) , t = t(λ) .

Приведенные в работе [7] результаты сравнения эффективности использова-
ния различных подходов показали, что дискретный метод обладает более высокой
эффективностью, что учитывалось при построении решения исследуемой задачи.

Параметру λ = λj соответствуют приближенные значения решения yj = y(λj) ,
xj = x(λj) , zj = z(λj) , tj = t(λj) . При этом в качестве длины шага по параметру λ ,
∆λj = λj+1 − λj , применяется заданное постоянное значение.

Так как исследуемая система уравнений (1) содержит интегральную составляю-
щую I , необходимо рассмотреть соответствующий метод для определения значения
интеграла. В настоящей работе для вычисления значения интеграла используется
метод трапеций.

Согласно принципу метода пристрелки краевая задача преобразуется заменой
краевого условия в конечной точке b интервала интегрирования на начальное усло-
вие путем ввода параметра p :

yl(a) = pl, l = 1, 2, . . . , s1, s1 ≤ s,

zm(a) = ps+m, m = 1, 2, . . . , q1, q1 ≤ q.
(5)

Далее преобразование задачи (1) и построение алгоритма рассматривается
на примере системы интегродифференциально-алгебраических уравнений следу-
ющего вида:





dy(t)
dt

= f1

(
t, y, yτ , ẏτ , x, xτ , ẋτ , z, zτ , żτ ,

t∫

t0

I1 [x(ξ), y(ξ), z(ξ)] dξ
)
,

dz(t)
dt

= f2

(
t, y, yτ , ẏτ , x, xτ , ẋτ , z, zτ , żτ ,

t∫

t0

I2 [x(ξ), y(ξ), z(ξ)] dξ
)
,

G(t, y, yτ , x, xτ , z, zτ ) = 0,

y(a) = ya,

z(b) = zb,

yτ = ϕ1(T ), xτ = ψ1(T ), zτ = θ1(T ), T ∈ [a− τ, a),

ẏτ = ϕ2(T ), ẋτ = ψ2(T ), żτ = θ2(T ), T ∈ [a− τ, a).

(6)

Задача (6), приведенная заменой согласно методу стрельбы (5) к начальной
с учетом наилучшей параметризации, конечно-разностной аппроксимации произ-

водных
dy

dt
,

dz

dt
и преобразования интегральных составляющих согласно формуле
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трапеций, примет вид




(y(i+1) − y(i))− f1(i+1)(t, y, yτ , ẏτ , x, xτ , ẋτ , z, zτ , żτ , S1)(t(i+1) − t(i)) = 0,

(z(i+1) − z(i))− f2(i+1)(t, y, yτ , ẏτ , x, xτ , ẋτ , z, zτ , żτ , S2)(t(i+1) − t(i)) = 0,

S1,2 ≈ 1
2

i+1∑

j=1

(I(j−1)
1,2 + I

(j)
1,2)(t(j) − t(j−1)),

G(i+1)(t, y, yτ , x, xτ , z, zτ ) = 0,

(t(i+1) − t(i))2 + (y(i+1) − y(i))2 + (x(i+1) − x(i))2 + (z(i+1) − z(i))2 −∆λ2 = 0,

y(a) = ya,

z(a) = p,

yτ = ϕ1(T ), xτ = ψ1(T ), zτ = θ1(T ), T ∈ [a− τ, a),

ẏτ = ϕ2(T ), ẋτ = ψ2(T ), żτ = θ2(T ), T ∈ [a− τ, a).

(7)

3. Численное решение

С учетом параметризации согласно методу стрельбы, искомое решение за-
дачи (7) теперь зависит от параметра p :

y = y(λ, p), x = x(λ, p), z = z(λ, p). (8)

Для функций (8) должно выполняться условие (2), которое для параметризо-
ванных функций принимает вид:

F̌ (p) = W
(
y (a, p) , y (b, p) , x (a, p) , x (b, p) , z (a, p) , z (b, p)

)
= 0. (9)

На основе итерационного подхода подбирается значение параметра p , при ко-
тором в конечной точке интервала интегрирования выполняется граничное усло-
вие z(b) = zb .

Для вычисления значений параметра p рассматривался метод Ньютона, обла-
дающий наибольшей скоростью сходимости, что является преимуществом, так как
для каждого вычисленного значения решается начальная задача (7):

p(k+1) = p(k) −
[
F̌ (p(k))− F̌ (p(k−1))

p(k) − p(k−1)

]−1

F̌ (p(k)), p(0) = p0. (10)

Однако для обеспечения сходимости метода Ньютона (10) начальное приближе-
ние p0 должно быть выбрано достаточно близко к точному решению, что не всегда
представляется возможным. Для преодоления подобных трудностей в [10] предла-
гается преобразовать систему путем ввода нового параметра µ ∈ [0, 1] следующим
образом:

Φ(p, µ) = F̌ (p)− (1− µ)F̌ (p0) = 0, (11)

p0 – решение при µ = 0 . Таким образом, новый параметр введен так, что при µ =
= 0 решение системы известно или легко определяется, а при µ = 1 получается
исходное уравнение с искомым решением.

Полученная система (11) может быть решена методом непрерывного продолже-
ния по параметру в форме Давиденко [11] или методом дискретного продолжения
по параметру в форме Лаэя [12]. В настоящей работе применяется метод дискрет-
ного продолжения [12]. Отрезок, на котором изменяется параметр µ , разбивается
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на m равных частей 0 = µ1 < · · · < µm = 1, и для каждого µk вычисляется pk

с помощью метода Ньютона

p
(i+1)
(k) = p

(i)
(k) −


Φ(p(i)

(k), µ(k))− Φ(p(i−1)
(k) , µ(k))

p
(i)
(k) − p

(i−1)
(k)



−1

Φ(p(i)
(k), µ(k)) (12)

p
(0)
(k+1) = p

(rk)
(k) , i = 1, 2, . . . , rk−1.

Параметр µ здесь меняется монотонно. Трудности возникают, когда кривая
множества решений содержит предельные точки, в которых вырождается матрица
Якоби и итерационный процесс метода Ньютона расходится.

Преодолеть эту сложность можно путем преобразования алгоритма за счет вве-
дения нового параметра ν – длины кривой множества решений [8].

Кривая множества решений разбивается на l равных участков:

ν0 = 0 < ν1 < ν1 < · · · < νl = L.

Теперь неизвестные p, µ – функции параметра ν – являются равноправными
и могут меняться немонотонно. Значения p и µ в (k + 1) -й точке вычисляются
путем решения системы

Ψk+1(ž) =





F̌ (p)− (1− µ)F̌ (p0) = 0,

(p− p
(rk)
k )2 + (µ− µ

(rk)
k )2 −42

ν = 0,
(13)

где ž = (p, µ), νk+1 = νk +4ν , ν0 = 0, νl = L .
При очередном значении параметра ν система (13) решается методом Нью-

тона [13]:

ž
(i+1)
k = ž

(i)
k −

[
∂Ψ(ž(i)

k )
∂ž

]−1

Ψk(ž(i)
k ), i = 1, 2, . . . , rk−1, (14)

ž
(0)
k = 2ž

(rk−1)
k−1 − ž

(rk−2)
k−2 .

Использование наилучшей параметризации при вычислении значений пара-
метра «пристрелки» позволяет определить возможные решения краевой задачи.
При каждом найденном значении параметра p решается начальная задача (7),
преобразованная к наилучшему аргументу λ . Для решения задачи Коши приме-
няется метод Ньютона с постоянным шагом ∆λ .

Исследуемая задача характеризуется наличием аргумента запаздывания τ . Для
значений tτ = (t(λ) − τ) , принадлежащих интервалу запаздывания E0 , допол-
нительных вычислений производить не требуется, поскольку значения функций
определены условиями задачи (6). Для значений tτ , попадающих в интервал [a, b] ,
требуются дополнительные вычисления, так как крайне редко точка запаздыва-
ния tτ совпадает с узловой точкой, поэтому для вычисления значений функций
в точке запаздывания τ строится интерполяционный полином Лагранжа по трем
точкам, использующий значения, вычисленные на предыдущих шагах процедуры
интегрирования.
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4. Численный пример

Рассматривается нелинейная система уравнений с запаздыванием




dy

dt
= y(t)− 2z(t)− x(t)

y2(t− τ)
+

t∫

0

[
ξ2/3u(ξ)− z(ξ)

]
dξ,

dz

dt
= z(t− τ)− 2y(t) + x(t),

x(t)− y(t− τ) + t2 − 4 = 0,

с заданными краевыми условиями:

z(0) = 0,

y(0.52) = 4,

и значениями функций на интервале запаздывания T = t− τ ∈ [−1, 0) :

y(T ) = 3
√

2T + 1,

z(T ) = 0,

где параметр запаздывания τ = 1 .
Преобразованная задача





(yi − y∗)− (ti − t∗)(yi − 2zi − xi(t)
y2

τi

+
1
2

i∑

j=1

(I(j−1) + I(j))(t(j) − t(j−1))) = 0,

(zi − z∗)− (ti − t∗)(zτi − 2yi + xi) = 0,

xi − yτi + t2i − 4 = 0,

(yi − y∗)2 + (zi − z∗)2 + (xi − x∗)2 + (ti − t∗)2 −∆λ2 = 0;

t(0) = 0,

z(0) = 0,

y(0) = p,

y(T ) = 3
√

2T + 1,

z(T ) = 0, T = t− τ ∈ [−1, 0)

при каждом найденном значении параметра p решалась методом Ньютона с ∆λ =
= 0.05 .

Рассматриваемая задача имеет особенность: в точке t = 0.5 правая часть пер-
вого уравнения содержит знаменатель, равный нулю. При решении задачи без
использования наилучшей параметризации при прохождении точки t = 0.5 ал-
горитм, как правило, расходится, что обусловлено делением на нуль.

На рис. 1–3 приведены графики решения краевой задачи при найденном значе-
нии параметра p = 5.4515 , начальном значении p0 = 3 , ∆λ = 0.01 , ∆ν = 0.05 .

Представленные графики решений y(t), x(t) иллюстрируют, что касательная
в окрестности точки t = 0.5 ортогонаьна оси абсцисс, в связи с чем классические
численные методы в точке t = 0.5 могут расходиться. Предложенный алгоритм
позволил найти значение введенного параметра p и построить искомое решение.
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Рис. 1. Решение y(t)

Рис. 2. Решение z(t) Рис. 3. Решение x(t)

5. Выводы

Применение метода продолжения по наилучшему параметру для вычисления
значений введенного параметра «пристреливания» в ходе метода стрельбы позво-
ляет определять возможные решения поставленной краевой задачи с запаздыва-
нием. Выполнение преобразования начальной задачи к наилучшему аргументу поз-
воляет эффективно справиться с нахождением решений при наличии предельных
особых точек, что не всегда удается достичь с помощью традиционных методов.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект
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Abstract

The numerical method for solving the nonlinear boundary value problem for a delay system
of integrodifferential-algebraic equations was discussed. The occurrence of a delay argument
in the system characterizes the behavior of the studied parameters not only at the current, but
also at the previous period of time.

Of particular interest are the problems characterized by the existence of singular limit
points. It is very difficult to solve these problems using the classical methods.

A numerical solution of the boundary value problem was constructed by the shooting
method. The values of the “shooting” parameter were found using a combination of the method
of continuation with respect to the best parameter, the method of continuation with respect to
the parameter in the Lahaye form, and the Newton method. At each iteration of the shooting
method, the initial problem was solved. The computation of the initial problem influences
the finding of the required solution and the continuation of the iterative process of the shooting
method. The initial problem was rearranged based on the best parameter – the length of
the curve of the solution set, and finite-difference representation of derivatives. The resulting
problem was solved by the Newton method. The values of the functions at the deviation point,
where the values are not defined by conditions of the problem, were calculated with the help
of the Lagrange polynomial with three points. To find the value of the integral components of
the problem, the trapezoid method was used.

The results of the numerical study confirm the efficiency of the proposed algorithm for
solving the studied problem. The obtained numerical solution of the nonlinear boundary value
problem with delay has the equation that loses its meaning in singular limit points. Thus,
using of the continuation with respect to the best parameter while solving the problem allows
to find all possible values of the parameter of the shooting method and to solve the problem.

Keywords: boundary value problem, numerical solution, differential equations with delay,
shooting method, method of continuation with respect to best parameter, singular limit points
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Figure Captions

Fig. 1. The solution of y(t) .

Fig. 2. The solution of z(t) .

Fig. 3. The solution of x(t) .
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