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Уважаемые участники!
Свои вопросы Вы можете задать по электронному адресу olimpkpfu@gmail.com.
Общие комментарии по задачам и правила отправки работы смотрите на сайте

http://mathcenter.kpfu.ru/olympteachers. Рекомендуем Вам периодически обновлять
страницу, чтобы видеть самые последние общие комментарии.

Желаем успеха!

В следующем блоке задач оценивается полное решение, с обоснованием. Максимальный
балл за каждую из задач равен 7.

1. Действительные числа a, b, c таковы, что a − 1/b = 9, b − 1/c = 10, c − 1/a = 11.
Найдите значение выражения abc− 1/(abc).

2. Задана функция f(x) = x−1
x4+1

, и пусть min f(x) = a и max f(x) = b. Выразите через
a и b минимумы и максимумы функций а) x+1

x4+1
; б ) x3+1

x4+1
.

3. Вокруг треугольника ABC (AC > AB) описана окружность ω. На стороне AC
выбрана точка X, а на окружности ω — точка Y так, что CX = CY = AB, а точки A и Y
лежат по разные стороны от прямой BC. Прямая XY вторично пересекает окружность ω
в точке P . Найдите отношение PB :PC.

4. Две команды школьников участвуют в олимпиаде, причём в каждой из них есть и
мальчики, и девочки. Всего школьников — 40. Из каждой команды случайным образом
выбирают по одному представителю. Вероятность того, что оба представителя – девочки
равна 35%. Найдите вероятность того, что они оба — мальчики.

5. В шахматном турнире участвовали n гроссмейстеров и 2n мастеров. Каждый
шахматист сыграл с каждым по одному разу. Оказалось, что число побед, одержанных
мастерами, составляет 75% от числа побед, одержанных гроссмейстерами. Найдите n, если
известно, что ничьих в этом турнире не было.

Для каждой из следующих задач приведено «решение». В этом «решении» необходимо
найти ошибки, если таковые имеются, и написать верное решение. Максимальный балл за
каждую из задач этого блока также равен 7.

6. Решите в целых числах уравнение 1 + x+ x2 + x3 = 2y.
«Решение». Разложим на множители левую часть уравнения: (1 + x)(1 + x2) = 2y.

Отсюда следует, в частности, что множитель 1 + x2 является степенью двойки. Значит,
число x — нечётное, но тогда его квадрат имеет остаток 1 при делении на 4, так что число
1+x2 имеет вид 4k+2, то есть делится на 2, но не делится на 4. Значит, это первая степень
двойки, то есть 1 + x2 = 2, y = 1, откуда x = ±1.

«Ответ:» уравнение имеет два решения, (−1; 1) и (1; 1).
7. В треугольнике ABC сторона BC равна a, а высоты, опущенные из вершин B и C,

равны h1 и h2. Будет ли этот треугольник остроугольным, если a = 5, h1 = 4, h2 = 3?
«Решение». (Рис. 1.) Пусть D — основание высоты, проведенной из точки B. Точка D

лежит на окружности ω1 радиуса h1 с центром в точке B. С другой стороны, прямая CA
перпендикулярна BD, поэтому она является касательной к этой окружности.
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Аналогично можно построить окружность ω2 радиуса h2 с центром в точке C. Прямая
BA касается её. Итак, вершина A — это точка пересечения касательных из точек C и B к
окружностям ω1 и ω2 соответственно.

Имеем sin∠B = 3
5
, cos∠B = 4

5
, sin∠C = 4

5
, cos∠C = 3

5
. Для третьего угла треугольника

получаем

cos∠A = cos (180◦ − ∠B − ∠C) = − cos (∠B + ∠C) = −
(
4

5
· 3
5
− 3

5
· 4
5

)
= 0.

«Ответ:» треугольник ABC — прямоугольный.

8. В государстве n городов, попарно соединенных дорога-

Рис. 1

ми. Два коммивояжёра собираются объехать все эти города
по одному разу. Они хотят построить свои пути так, чтобы
ни по какой дороге государства не проходило более одного
из этих путей. Для какого минимального n это возможно,
если коммивояжёры не возвращаются в начало своего пути,
но начинают путь в одном и том же городе?

«Решение». Путь одного коммивояжёра состоит из n− 1
дорог; значит, для двоих нужно иметь не менее 2(n−1) дорог.
Всего в государстве существует 1

2
· n(n− 1) дорог между n

городами, и это число дорог должно быть не меньше 2(n−1). Неравенство 1
2
n(n−1) ⩾ 2(n−1)

равносильно n ⩾ 4.
«Ответ:» минимальное значение n = 4.
9. Система из двух уравнений ax3 + bx2 + cx + d = 0 и bx3 + cx2 + dx + a = 0 имеет

действительный корень x0, причём числа a, b, c, d не равны 0. Какие значения может
принимать корень x0?

«Решение». Пусть x0 — общий корень двух уравнений. Вычитая одно уравнение из
другого, получим равенство

(a− b)x3 + (b− c)x2 + (c− d)x+ (d− a) = 0.

Сумма коэффициентов этого уравнения равна 0, поэтому его корнем является x = 1. С
другой стороны, общий корень двух исходных уравнений является корнем этого уравнения,
значит, он равен 1.

«Ответ:» x0 = 1.
10. Найдите все значения a, при каждом из которых система уравнений имеет ровно

три различных решения: {
(y − x)(y + 2x− 3) = 0,

x2 + y2 + a2 = 2(ay + 1).

«Решение». Множество решений первого уравнения — прямые y−x = 0 и y+2x−3 = 0.
Решение второго уравнения x2 + (y − a)2 = 2 — это окружность с центром в точке (0; a)
и радиусом r =

√
2. Прямая и окружность пересекаются не более чем в двух точках,

поэтому условие задачи выполняется только, когда окружность касается одной из прямых
и пересекает другую в двух точках.
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Условие касания окружности и прямой — d = r, условие пересечения в двух точках —
d < r, где d — расстояние от центра окружности до прямой. По формуле расстояния от
точки до прямой находим расстояния от центра (0; a) окружности до прямых y − x = 0 и
y + 2x− 3 = 0 соответственно: d1 =

| a |√
2

и d2 =
| a−3 |√

5
.

Осталось решить систему из двух условий d1 = r и d2 < r ⇐⇒ | a | = 2 и | a−3 | <
√
10,

из которой находим a = 2.
«Ответ:» 2.
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1. Ответ: 1020.
Перемножив уравнения, раскрыв скобки и сгруппировав, получим:(

abc− 1

abc

)
−

(
a− 1

b

)
−
(
b− 1

c

)
−

(
c− 1

a

)
= 990.

Отсюда abc− 1/(abc) = 990 + 9 + 10 + 11 = 1020.
2. Ответ: a) минимум равен −b, максимум равен −a; б ) минимум равен a+1, максимум

равен b+ 1.
Функция f(x) задана на всей числовой оси и ограничена.
а) Имеем

f(−x) =
−x− 1

x4 + 1
= − x+ 1

x4 + 1
⇐⇒ x+ 1

x4 + 1
= −f(−x).

Ясно, что −x пробегает все числовые значения, так что f(−x) меняется от a до b.
Тогда требуемая функция −f(−x) меняется от −b до −a.

б ) Подставим в функцию вместо x значение 1/x:

f

(
1

x

)
=

1
x
− 1

1
x4 + 1

=
x3 − x4

1 + x4
= −1 +

x3 + 1

x4 + 1
.

Значит,

g(x) =
x3 + 1

x4 + 1
= f

(
1

x

)
+ 1.

Заметим, что f(1/x) принимает те же значения, что и f(x), кроме, разве что, f(0) = −1.
Но значение −1 функция f(1/x) также принимает, так как f(−1) = −1. Итак, множества
значений функций f(x) и f(1/x) совпадают, так что f(1/x) меняется от a до b. Значит,
g(x) меняется от a+ 1 до b+ 1.

Замечание. Значения экстремумов функции f(x) можно попытаться найти с помощью производной:

f ′(x) =

(
x− 1

x4 + 1

)′

=
−3x4 + 4x3 + 1

(x4 + 1)2
,

однако корни уравнения f ′(x) = 0 не определяются.

3. Ответ: PB :PC = 1 : 1.
(Рис. 2.) Поскольку AB = Y C, дуги AB и Y C равны. Угол Y XC равен полусумме дуг

AP и Y C, то есть половине дуги BP . Но ∠Y XC = ∠XY C, а угол XY C равен половине
дуги PC. Поэтому точка P является серединой дуги BAC, откуда PB = PC.

4. Ответ: 15%.
Пусть ni — число школьников i-ой команды, ki — число девочек. Имеем

k1
n1

· k2
n2

=
35

100
=

7

20
,

значит, k1 ·k2 = 7m, n1 ·n2 = 20m для некоторого натурального m. Но тогда одно из чисел ni

делится на 5, то же верно и для второго (так как сумма их равна 40). Так же доказывается,
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Рис. 2

что они оба чётные. Значит, числа ni делятся на 10. Не ограничивая общности, можно
считать, что n1 ⩽ n2.

а) n1 = 10, n2 = 30. Тогда k1 ·k2 = 105, причём 0 < k1 < 10, 0 < k2 < 30, откуда следует,
что k1 > 105/30 = 3, 5. Рассмотрим возможные варианты. Если k1 = 5, k2 = 21, тогда
вероятность двух мальчиков равна 5

10
· 9
30

= 0, 15. Если же k1 = 7, k2 = 15, то вероятность
выбора двух мальчиков также равна 3

10
· 15
30

= 0, 15.
б ) n1 = 20, n2 = 20. Тогда k1 · k2 = 140, причём 0 < k1 < 20, 0 < k2 < 20, откуда

k1 > 140/20 = 7. Подходит только k1 = 10, k2 = 14 (или наоборот). Вероятность выбрать
двух мальчиков равна 10

20
· 6
20

= 0, 15.
5. Ответ: n = 5.
По условию каждый из n гроссмейстеров сыграл ровно одну партию с каждым другим

гроссмейстером, поэтому число партий, сыгранных гроссмейстерами между собой, равно
1
2
n(n− 1). Поскольку ничьих не было, в этих играх гроссмейстеры добились 1

2
· n(n− 1)

побед. Аналогично в играх между собой мастера добились 1
2
· 2n(2n− 1) = n(2n− 1) побед.

Число партий гроссмейстеров с мастерами равно n · 2n = 2n2. Пусть x — число побед,
одержанных в этих встречах гроссмейстерами. Тогда 2n2 − x — число побед, одержанных
в этих встречах мастерами. Всего гроссмейстеры выиграли в турнире

n(n− 1)

2
+ x =

n2 − n+ 2x

2

партий, а мастера выиграли n(2n− 1) + 2n2 − x = 4n2 − n− x партий. По условию задачи
второе число составляет 75% от первого, поэтому 3

4
· 1
2
(n2 − n+ 2x) = 4n2 − n− x. Отсюда

x = 1
14
(29n2 − 5n), и поскольку, очевидно, x ⩽ 2n2, получаем неравенство

29n2 − 5n

14
⩽ 2n2 ⇐⇒ n2 ⩽ 5n,

то есть n ⩽ 5. Следовательно, число n равно 1, 2, 3, 4 или 5. Значения 1, 2, 3 и 4 не подходят,
поскольку при этом x = 1

14
(29n2 − 5n) — нецелое число. При n = 5 получаем, что x = 50 и

2n2 − x = 0. Это означает, что гроссмейстеры выиграли у всех мастеров.
Таким образом, гроссмейстеры выиграли 1

2
n(n − 1) + x = 60 партий, а мастера —

n(2n− 1) = 45 партий, что соответствует условию задачи. Следовательно, значение n = 5
удовлетворяет условию задачи.
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6. Во-первых, надо указать, что y ⩾ 0, так как левая часть уравнения (1+x)(1+x2) = 2y

— целое число. Далее, правая часть уравнения и второй сомножитель положительны, значит,
и первый сомножитель положителен. Из этого следует, что оба числа 1+x и 1+x2 являются
неотрицательными степенями двойки. Если x — чётное число, то оба сомножителя нечётные,
откуда следует, что 2y = 1, y = 0. Тогда 1 + x2 = 1 + x = 1, то есть x = 0.

Если же x нечётно, то, как и было показано в «решении», 1 + x2 = 2, откуда x = ±1.
Проверим эти значения. При x = 1 получим 2y = 4, то есть y = 2. При x = −1 имеем 2y = 0
— нет решений.

Итак, первая ошибка — пропущен случай y = 0, при котором степень двойки является
нечётным числом. Вторая ошибка — найденные наборы значений не проверены, один из
них является лишним. Третья ошибка — неверно найдено значение y для x = 1.

Ответ: уравнение имеет два решения — (0; 0) и (1; 2).
7. Ответ: Рассуждение в «решении» имеет погрешность, ответ «треугольник —

прямоугольный» — неверный.
«Решение» можно сделать правильным, если указать, что оно «от противного», то

есть предположить, что треугольник — остроугольный, и придти к противоречию. Однако
ответ «треугольник является прямоугольным» — неверный. Если заранее не требовать его
остроугольности, то угол β или γ в треугольнике BCA′ может оказаться тупым (рис. 3).

Можно рассуждать так: к окружности из точки можно провести две касательные,
так что всего будет 4 точки пересечения. Половину из них можно отбросить, так как
они симметричны двум другим относительно прямой BC. Но другие две задают разные
треугольники!

Один из них будет тупоугольным, так как сумма углов в точке C равна 180◦ и ни один
из них не прямой.

Замечание. Рассуждение о касательной в «решении» лишнее, однако это не является ошибкой. Ученики
часто приводят нерациональные решения, оценка за это не снижается.

Рис. 3 Рис. 4

8. Ответ: минимальное значение n = 5.
В «решении» не приведён пример путей коммивояжёров, дана только оценка для n

снизу. На самом деле при n = 4 в каждый город ведут 3 дороги, значит, хотя бы для
одного из коммивояжёров он должен быть конечным пунктом («транзитный» коммивояжёр
проходит по двум дорогам). Но тогда число всех конечных пунктов равно 4, то есть у двух
коммивояжёров они не повторяются.
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Для n = 5 такие два пути существуют (рис. 4).
Замечание. Если потребовать, чтобы совпадали и конечные пункты двух коммивояжёров, то городов

должно быть не менее 6.

9. В задаче приведено неполное решение. У нового уравнения могут быть и другие
корни. Приведём одно из возможных правильных решений. Домножим первое уравне-
ние на x и вычтем из него второе. Общий корень исходных уравнений будет и корнем
получившегося уравнения

(ax4 + bx3 + cx2 + dx)− (bx3 + cx2 + dx+ a) = 0 ⇐⇒ a(x4 − 1) = 0.

Но у последнего уравнения только два корня, а именно, x = ±1. Другими словами, если у
исходных уравнений есть общий корень x0, то он равен либо 1 (при условии a+b+c+d = 0),
либо −1 (при условии a− b+ c− d = 0).

Ответ: −1 или 1.
10. В «решении» допущены две ошибки. Во-первых, не разобран аналогичный случай,

когда окружность пересекает прямую y−x = 0 в двух точках и касается прямой y+2x−3 = 0.
Это приводит к системе d1 < r, d2 = r, откуда находим ещё одно значение a = 3−

√
10.

Во-вторых, окружность может пересекать каждую прямую в двух точках, но одна из
них принадлежит обеим прямым. Другими словами, в этом случае окружность проходит
через точку пересечения прямых y − x = 0 и y + 2x− 3 = 0, то есть x = y = 1. Но тогда из
уравнения окружности получаем 2 + a2 = 2(a+ 1), откуда a = 0 или a = 2.

Значение a = 2 не подходит, поскольку в этом случае окружность касается прямой
y = x в точке (1; 1) и пересекает прямую y + 2x− 3 = 0 в двух точках, одна из которых —
это точка (1; 1). Другими словами, при a = 2 система имеет только два решения.

При a = 0 система имеет ровно три решения.
Ответ: 3−

√
10; 0.


