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Аннотация

Работа посвящена построению вычислительного алгоритма исследования гиперупру-
гих тел с учетом контактного взаимодействия. В рамках ранее разработанного алгоритма
исследования больших деформаций трехмерных тел рассмотрено решение контактных за-
дач на основе уравнения принципа виртуальных мощностей. Контактное взаимодействие
моделируется на основе подхода “master–slave”. Для поиска зоны контакта применяется
процедура проекции ближайшей точки. На основе принципа виртуальных мощностей по-
строен контактный функционал в рамках метода штрафа. Проведена линеаризация ки-
нематических соотношений и контактного функционала на основе мощности на возмож-
ных скоростях проникновения. Решение нелинейной системы уравнений осуществлено
с помощью метода пошагового нагружения. Численная реализация основана на методе
конечных элементов.
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Введение

Моделирование деформирования твердых тел с учетом контактного взаимо-
действия является одной из актуальных задач механики твердого тела [1–8]. Такие
задачи возникают в производстве и при эксплуатации элементов деталей [9–11].
В механике контактного взаимодействия получила развитие вычислительная ме-
ханика, которая позволяет получать решения широкого круга контактных задач,
в том числе и нелинейных [12–17]. Неизвестная зона контакта определяется с по-
мощью процедуры проекции ближайшей точки [1–6]. Эта процедура основана на
так называемом подходе “master–slave” [1–3, 5, 6]. В конечноэлементной реализа-
ции контактное взаимодействие могут моделироваться основе таких подходов, как
поверхность-в-поверхность, узел-в-поверхность, узел-в-узел. Для удовлетворения
условия непроникновения одного тела в другое используются метод множителей
Лагранжа [2, 3, 6], метод штрафных функций [2, 3, 6], метод Ницше [2], обобщенный
метод множителей Лагранжа [2, 6, 18].

1. Кинематика контактного взаимодействия

Вариационная постановка контактной задачи основана на удовлетворении усло-
вию взаимного непроникновения тел. Для построения модели контактного взаимо-
действия используется “master–slave” алгоритм [2–6] (см. рис. 1). Функцию проник-
новения определим в виде

gN = (rS − rM ) · n =
(
rS − rM (ξ1, ξ2)

) · n(ξ1, ξ2), (1)

где rS – радиус-вектор произвольной slave-точки, rM (ξ1, ξ2) – радиус-вектор
master-поверхности, заданной параметрически, ξ1, ξ2 – локальные координаты,

644



АЛГОРИТМ ИССЛЕДОВАНИЯ ГИПЕРУПРУГИХ ТЕЛ. . . 645

Рис. 1. Проекция slave-точки на master-поверхность

n(ξ1, ξ2) – единичная нормаль к master-поверхности, которая определяется через
ковариантный базис [2]:

n =
r1 × r2

‖r1 × r2‖ , rα =
∂rM

∂ξα
, α = 1, 2.

Определенная таким образом функция gN позволяет судить о наличии кон-
такта тел: если gN > 0 , то проникновения нет, то есть тела не контактируют; если
gN < 0 , то одно тело проникает в другое; если gN = 0 , то выполняется условие
непроникновения одного тела в другое. Условие непроникновения запишется в виде
gN =

(
rS − rM

) · n =
(
rS − rM

(
ξ̃1, ξ̃2

))
· n

(
ξ̃1, ξ̃2

)
≥ 0, где

(
ξ̃1, ξ̃2

)
– координаты

проекции slave-точки на master-поверхность [2, 6].
В качестве slave-точки будет выступать узел конечноэлементной сетки. Проек-

цию точки на master-поверхность найдем с помощью алгоритма проекции ближай-
шей точки, который сводится к решению следующей экстремальной задачи [2–5]:

F (ξ1, ξ2) =
∣∣∣∣rS − rM (ξ1, ξ2)

∣∣∣∣2 = (rS − rM ) · (rs − rM ) → min .

Предполагая, что функция F дважды непрерывно дифференцируема, для на-
хождения минимума функции F применим итерационный метод Ньютона [2, 4],
состоящий в решении следующей задачи:

ξ(n+1) = ξ(n) −
(
F ′′(ξ(n))

)−1

F ′(ξ(n)), (2)

где ξ = (ξ1, ξ2) – координаты проекции slave-точки на master-поверхность, ξ(0) –
заданное начальное приближение, n – номер итерации. Путем решения (2) опреде-
ляется точка проникновения на master-поверхности ξ = (ξ̃1, ξ̃2) , а из (1) – величина
проникновения gN .

Из соотношения (1) найдем радиус-вектор slave-точки

rS = rM + gNn = rM (ξ1, ξ2) + gNn(ξ1, ξ2). (3)

Дифференцируя соотношение (3) по времени [2, 5], получим

υS − υM = rαξ̇α + ġNn + gN ṅ, (4)

из последнего соотношения можно получить соотношение в вариациях скоростей

δυS − δυM = rαδξ̇α + δġNn + gNδṅ, (5)
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где υS = drS
/
dt , υM = ∂rM

/
∂t , ṅ = dn/dt .

Из условия ортогональности базисных векторов и нормали

d

dt
(rα · n) = 0

в [2] получены соотношения

ṅ = −
[
n ·

(
υM

,α + rα,β ξ̇β
)]

aαβrβ , (6)

δṅ = −
[
n ·

(
δυM

,α + rα,βδξ̇β
)]

aαβrβ , (7)

где aαβ = rα · rβ , α, β = 1, 2, – компоненты метрического тензора.
Из (4), (5) следует выражения для скорости проникновения и ее вариации

ġN =
(
υS − υM

) · n, (8)

δġN =
(
δυS − δυM

) · n. (9)

При контактном взаимодействии с учетом трения рассматриваются случай за-
липания и случай скольжения [2–6, 8]. В случае залипания slave-точка не перемеща-
ется относительно master-поверхности. В случае скольжения точка перемещается
по касательной к поверхности контакта. Вектор относительной скорости и ее ва-
риация определяются по формулам [2]

ġT = rαξ̇α, δġT = rαδξ̇α. (10)

Из соотношений (4), (5) путем скаляроного умножения на базисный вектор [2, 5]
получим

ξ̇α = H−1
αβ

[(
υS − υM

) · rβ + gNn · υM
,β

]
, δξ̇α = H−1

αβ

[(
δυS − δυM

) · rβ + gNn · δυM
,β

]
,

где Hαβ = aαβ − gNrα,β · n.
Путем дифференцирования обеих частей (5) по времени проведем линеариза-

цию вариации скорости проникновения

δυM
,α ξ̇α + υM

,α δξ̇α + rα,β ξ̇βδξ̇α + rαδξ̈α + δg̈Nn + δġN ṅ + ġNδṅ + gNδn̈ = 0. (11)

Cкалярно умножив соотношение (11) на нормаль n и имея в виду, что

δṅ · n = 0, δn̈ · n = −δṅ · ṅ, rα · n = 0,

получим линеаризованное соотношение для вариации скорости проникновения:

δg̈N =
(
−δυM

, α ξ̇α − δυM
, αδξ̇α − rα,β ξ̇βδξ̇α

)
· n− gNδṅ · ṅ. (12)

Линеаризация вариации относительной скорости будет иметь вид

δg̈T = rαδξ̈α +
drα

dt
δξ̇α = rαδξ̈α +

(
υ,α + rαβ ξ̇β

)
δξ̇α, (13)

где δξ̈α определяется из (11)

δξ̈α = aαβ
[
rβ ·

(
υM

,γ δξ̇γ + δυM
,γ ξ̇γ

)
− rβ · rγ,θδξ̇

γ ξ̇θ+

+
(
δυS − δυM − rθδξ̇

θ
)
·
(
υM

,β + rβ,γ ξ̇γ
)

+
(
υS − υM − rθ ξ̇

θ
)
·
(
δυM

,β + rβ,γδξ̇γ
)]

,

aαβ – компоненты тензора, обратного к метрическому тензору.
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2. Вариационное уравнение контактного взаимодействия

Запишем вариацию мощности контактных усилий на возможных скоростях про-
никновения [19]

δWC = δWN
C + δWT

C =
∫

ΓC

T · (δυS − δυM
)
dΓ, (14)

где контактное усилие T, определенное на ΓC , раскладывается на нормальную и
касательную составляющие [2, 6]:

T = N + TT = Nn + Tα
T rα.

Для реализации контактного взаимодействия используется метод штрафа [2, 6].
Нормальное усилие представляется в виде

N = −εN 〈−gN 〉 =

{
εNgN , gN ≤ 0,

0, gN > 0,

где εN > 0 – параметр штрафа. Тогда контактный функционал без учета трения
будет иметь вид

δWN
C =

∫

ΓC

εNgNδġN dΓ. (15)

При решении задачи контрактного взаимодействия с учетом трения в качестве
критерия скольжения используется закон сухого трения Кулона [2, 4–6]:

ΦC = ‖TT ‖ − µ |N | = 0, (16)

где µ – коэффициент скольжения, который зависит от материалов контактирую-
щих тел,‖TT ‖ =

√
TTαTTβaαβ .

Для решения контактной задачи с учетом трения применяется алгоритм обрат-
ного отображения [2, 4–6]. На текущем шаге решения считается, что [2, 6]

dTT

dt
= ṪT = εT ġT = εT ξ̇αrα.

Условие скольжения проверяется локально, для каждой контактной точки при кон-
такте с поверхностью на шаге решения вычисляется пробное касательное усилие [2,
4–6]:

k+1TTα = kTTα + εT aαβ

(
k+1ξβ − kξβ

)
,

где εT – параметр штрафа. Пробные касательные усилия проверяются на удовле-
творение условию Кулона (16). Если ΦC = ‖TT ‖ − µ |N | ≤ 0 , то точка залипла,
а значит,

ġT = ξ̇αrα = 0.

Если ΦC = ‖TT ‖ − µ |N | > 0 , то имеет случай скольжения и

TT = µ |N |nT , nT =
TT

‖TT ‖ = − ġT

‖ġT ‖ .

Контактный функционал для касательных усилий в случае залипания запи-
шется как

δWT
C =

∫

ΓC

TTαδξ̇α dΓ. (17)
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В случае скольжения контактный функционал будет иметь вид

δWT
C =

∫

ΓC

µ |N |
‖TT ‖ TTαδξ̇α dΓ. (18)

3. Вариационное уравнение деформирования твердого тела

Приведем алгоритм решения квазистатической задачи упругого деформирова-
ния твердого тела с учетом больших деформаций [19–24]. В качестве основного
уравнения используем уравнение принципа виртуальных мощностей в актуальной
конфигурации [19]:

δW =
∫

Ω

σ · ·δd dΩ−
∫

Sσ

tn · δυ ds−
∫

Ω

f · δυ dΩ = 0, (19)

где d = 0.5
(
h + hT

)
– тензор деформации скорости, h = Ḟ · F−1 – тензор про-

странственного градиента скорости, Ω – текущий объем; Sσ – часть поверхности,
на которой заданы усилия; t∗n = n · σ∗ = p∗n , f – векторы внешнего давления и
объемных сил соответственно, δυ – вариация вектора скорости перемещения, σ –
тензор напряжений Коши [19],

σ =
2
J

B · ∂ψ

∂B
, (20)

где J – относительное изменение объема, B = F ·FT – левый тензор Коши–Грина,
F – градиент деформаций, ψ – функция удельной потенциальной энергии [19].

Для изотропного материала функция удельной потенциальной энергии есть [19]

ψ = ψ (I1B, I2B, I3B) ,

где I1B = tr (B) = B · ·I , I2B = tr (B ·B) = B · ·B , I3B = det(B) – инварианты
тензора B .

Для изотропного материала, который характеризуется малой сжимаемостью,
в определяющих соотношениях выделяют в отдельную группу деформации, вызы-
вающие изменение объема. Для этого вводятся в рассмотрение меры деформации,
которые не сопровождаются изменением объема, в следующей форме [19]:

F̂ = J−1/3F, B̂ = J−2/3B.

Для этих мер третий инвариант равен единице. Тогда удельную потенциальную
энергию деформации можно представить в виде двух слагаемых, первое из кото-
рых зависит только от изменения объема, а второе – от инвариантов введенных
модифицированных мер деформации, Ψ = Ψ0 (J) + Ψ′

(
I1B̂, I2B̂

)
.

В частности, можно рассматривать закон умеренных давлений [19, 20], для ко-
торого

Ψ0 (J) =
K

2
(J − 1)2, (21)

где K – объемный модуль упругости. Кроме того, будем проводить построение фи-
зических соотношений для потенциала упругих деформаций для малосжимаемого
материала Муни [19, 20], когда

Ψ = α1

(
I1B̂ − 3

)
+ α2

(
I2B̂ − 3

)
+

K

2
(J − 1)2. (22)

Здесь α1 , α2 – параметры материала.
Для учета несжимаемости материала используется метод штрафа [19]. В этом

случае в соотношении (22) объемный модуль упругости K является параметром
штрафа. При K →∞ , имеем J → 1 .
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4. Алгоритм решения

Приравняем нулю вариацию функционала, описывающего деформирование
твердого тела с учетом контактного взаимодействия

δW + δWC = 0. (23)

Уравнение (23) является нелинейным, и для его решения используем метод по-
шагового нагружения [20–25]. Запишем уравнение (23) на (k + 1) -м временном
слое

δk+1W + δk+1WC = 0

или
δkW + δkWC +

(
δkẆ + δkẆC

)
dt = 0, (24)

где функционал (23) записан на k -м шаге нагружения.
Проводя линеаризацию функционала (19), получаем

∫

V

(
σ̇ · ·δd + σ · ·δḋ +

J̇

J
σ · ·δd

)
dV−

−
∫

V

J̇

J
f · δυ dV +

∫

Γσ

(
t∗n · h−

J̇

J
t∗n

)
· δυ dΓ−

∫

V

ḟ · δυdV−
∫

Γσ

ṫ∗n · δυ dΓ+

+
1
dt





∫

V

σ · ·δd dV −
∫

Γσ

t∗n · δυ dΓ−
∫

V

f · δυ dΓ



 = 0, (25)

где

J̇

J
= I1d = tr (d) = I · ·d, δḋ =

1
2

(
δḞ · Ḟ−1 + Ḟ−T · δḞT

)
, ṫ∗n = ṗ∗n = n · σ̇∗.

Скорость изменения напряжений Коши вычисляется по формуле

σ̇ = Λ · ·d + h · σ + σ · hT − σI1d,

где

Λ =
4
J

B · ∂2Ψ
∂B∂B

·B.

Напряженное состояние находится с помощью соотношения (20). В случае по-
тери устойчивости используется метод продолжения решения по параметру [26].

Проводя линеаризацию контактного функционала (15), получаем

δẆN
C =

∫

ΓC

(εNδġN ġN + εNgNδg̈N ) dΓ. (26)

Линеаризация контактного функционала (17) в случае залипания приводит к со-
отношению

δẆT
C =

∫

ΓC

dTTα

dt
δξ̇α dΓ +

∫

ΓC

TTαδξ̈α dΓ, (27)

а в случае скольжения, проводя линеаризацию контактного функционала (18),
имеем

δẆT
C =

∫

ΓC

µ
d |N |
dt

nT · δġT dΓ +
∫

ΓC

µ |N | dnT

dt
· δġT dΓ +

∫

ΓC

µ |N |nT · δg̈T dΓ. (28)
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Рис. 2. Зависимость нагрузки от радиальных перемещений внутренних точек оболочки

где
dnT

dt
= − εT

‖TT ‖ (I− nT ⊗ nT ) · ġT ,
d |N |
dt

=
d

dt
(εN |gN |) = −εN ġN ,

I – единичный тензор [2, 5].

5. Численные примеры

Для решения системы уравнений (25) используется метод конечных элемен-
тов [20, 28]. Рассматриваемые твердые тела дискретизируются с помощью 8-
узлового конечного элемента. Контактное взаимодействие моделируется на осно-
ве пятиузлового конечного элемента, четыре узла которого принадлежат master-
поверхности, а один узел является узлом slave-тела [2]. В результате конечноэле-
ментной дискретизации получена система алгебраических уравнений в прираще-
ниях: ([

kK
]
+

[
kKC

]) {
∆ku

}
=

{
∆kP

}− {
kH

}
+

{
∆kPC

}
,

где ∆ku = ∆ktkυ.
Рассмотрена задача об упругом деформировании замкнутой сферической обо-

лочки под действием внутреннего давления, изготовленного из материала Муни
со следующими параметрами материала: α1 = 0.1863 МПа, α2 = 0.0098 МПа, при
различных значениях объемного модуля упругости: K = 1 МПа, K = 5 МПа,
K = 200 МПа. Внутренний радиус оболочки 0.095 м, толщина 0.001 м. В силу сим-
метрии рассмотрена 1/8 часть сферы с сеткой 16 × 16 × 4 разбиения области на
конечные элементы. На рис. 2 приведен график зависимости нагрузки от радиаль-
ных перемещений точек, лежащих на внутренней поверхности оболочки. Из рис. 2
видно, что при увеличении объемного модуля упругости значение критического
давления, при котором происходит потеря устойчивости, увеличивается, а соответ-
ствующие моменту потери устойчивости значения перемещений уменьшаются.

Приведем результаты решения контактной задачи о вдавливании квадратного
штампа с плоским основанием в упругую плиту, нижнее основание которой огра-
ничено абсолютно жесткой плоскостью. Плита изговлена из материала Муни со
следующими параметрами материала: α1 = 0.1863 МПа, α2 = 0.0098 МП, K =
= 5 МПа. Штамп рассматривается как абсолютно жесткий, µ1 и µ2 – коэффи-
циенты трения между верхним штампом и плитой и между нижней плоскостью
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Рис. 3. Деформированное состояние плиты µ1 = 0 , µ2 = 0

Рис. 4. Деформированное состояние плиты µ1 = 0.3 , µ2 = 0

Рис. 5. Деформированное состояние плиты µ1 = 1 , µ2 = 0

и плитой соответственно. Размеры плиты и штампа 0.08 × 0.08 × 0.01 м, 0.04 ×
× 0.04× 0.01 м, соответственно. Были рассмотрены следующие случаи: 1) µ1 = 0 ,
µ2 = 0 ; 2) µ1 = 0.3 , µ2 = 0 ; 3) µ1 = 1 , µ2 = 0 ; 4) µ1 = 0 , µ2 = 1. На рис. 4–6
представлены деформированные состояния четверти плиты с полем вертикальных
перемещений. Из рисунков видно, что наличие трения между верхними контак-
тирующими поверхностями увеличивает прогиб плиты, а наличие трения между
нижними поверхностями, наоборот, уменьшает значение прогиба.
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Рис. 6. Деформированное состояние плиты µ1 = 0 , µ2 = 1

Заключение

Разработан вычислительный алгоритм исследования несжимаемых и слабосжи-
маемых гиперупругих трехмерных тел с учетом конечных деформаций в актуаль-
ном состоянии. На основе принципа виртуальных мощностей сформулирован кон-
тактный функционал на возможных скоростях проникновения одного тела в другое
в актуальном состоянии. Получены линеаризированные кинематические соотно-
шения в скоростях, построена линеаризация контактного функционала. Создан
вычислительный алгоритм решения задачи нелинейного деформирования трех-
мерных тел из гиперупругих материалов с учетом контактного взаимодействия
между телами.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ в рамках
научного проекта № 16-11-10299.
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Abstract

The paper is devoted to the construction of a computational algorithm for the investigation
of hyperelastic solids with the contact interaction. In the framework of the previously developed
algorithm for the investigation of large deformations of three-dimensional solids, the solutions
of contact problems based on the equation of the principle of virtual work in velocity term
have been considered. Contact interaction has been modeled on the basis of the “master-slave”
approach. The closest point projection procedure has been used to find the contact area.
A contact functional has been built on the basis of the principle of virtual work in velocity
term within the penalty method. The linearization of the kinematic relations and contact
functional are based on the capacity on the possible velocities of penetration. The solution
of the nonlinear system of equations has been obtained using the method of step loading.
The numerical implementation is based on the finite element method.

Keywords: finite deformations, contact interaction, penalty method
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Figure Captions

Fig. 1. The projection of slave point on the master surface.
Fig. 2. Deformed state of the plate µ1 = 0 , µ2 = 0.

Fig. 3. Dependence of the load on the radial displacements of the inner points of the shell.
Fig. 4. Deformed state of the plate µ1 = 0.3 , µ2 = 0.

Fig. 5. Deformed state of the plate µ1 = 1 , µ2 = 0.

Fig. 6. Deformed state of the plate µ1 = 0 , µ2 = 1.
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