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ÓÄÊ 514.763.7 ÇÀÌÊÍÓÒÛÅ G-ÑÒ�ÓÊÒÓ�Û,ÎÏ�ÅÄÅËßÅÌÛÅ Ò�È-ÒÊÀÍßÌÈÌ.À. Àêèâèñ, À.Ì. ØåëåõîâÀííîòàöèÿÂâîäèòñÿ ïîíÿòèå òîæäåñòâà ïîðÿäêà k ñ îäíîé ïåðåìåííîé è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òîìíîãîìåðíàÿ òðè-òêàíü, â êîîðäèíàòíûõ ëóïàõ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òàêîå òîæäåñòâî,îáëàäàåò çàìêíóòîé G -ñòðóêòóðîé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîìåðíàÿ òðè-òêàíü, çàìêíóòàÿ G�ñòðóêòóðà, êîîðäèíàòíàÿëóïà òðè-òêàíè, òîæäåñòâî ñ îäíîé ïåðåìåííîé ïîðÿäêà k .1. G-ñòðóêòóðà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé êëàññà k[1℄, åñëè îïðåäåëÿþùàÿ åå ñèñòåìà ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíîâïîëíå èíòåãðèðóåìîé, è îáúåêòû ïîðÿäêà k + 1 ÿâëÿþòñÿ êîìèòàíòàìè îò îáú-åêòîâ ïðåäûäóùèõ ïîðÿäêîâ. Ïðèìåðàìè çàìêíóòûõ G-ñòðóêòóð ÿâëÿþòñÿ ãðóï-ïû Ëè è ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó ïîíÿòèå çàìêíóòîé G-ñòðóêòóðûîáîáùàåò ïîíÿòèå ãðóïïû Ëè.Çàìêíóòûå G-ñòðóêòóðû ÷àñòî âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè ãëàäêèõ áèíàð-íûõ îïåðàöèé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå àññîöèàòèâíûõ, íî áëèçêèõ â êàêîì-òî ñìûñëå êãðóïïàì Ëè (èõ èíîãäà íàçûâàþò Ëè-ïîäîáíûìè). Ýòî ïðåæäå âñåãî ëóïû ñ òîæ-äåñòâàìè, áëèçêèìè ê òîæäåñòâó àññîöèàòèâíîñòè. Êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà òàêèõ ëóïáëèçêà ê àëãåáðàì Ëè.Íåëèåâû è íåàññîöèàòèâíûå àëãåáðû íà÷àëè èçó÷àòüñÿ �èçèêàìè â 30-å ãîäûXX â., âèäèìî, ñ ïîÿâëåíèåì éîðäàíîâûõ àëãåáð. Â 40-å ãîäû Àëáåðò ââåë ïîíÿòèåËè-äîïóñòèìûõ àëãåáð, è ñ òåõ ïîð ïîñëåäíèå èçó÷àëèñü âåñüìà èíòåíñèâíî, â òîì÷èñëå è äëÿ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Íîâûé ýòàï â èçó÷åíèè Ëè-äîïóñòèìûõ àë-ãåáð íà÷àëñÿ â 1967 ã., êîãäà �.Ì. Ñàíòèëëè (R.M. Santilli) è äð. íà÷àëè ïðèìåíÿòüòàê íàçûâàåìûå (p, q )-ìóòàöèè àëãåáðû. Âîçíèêëî öåëîå íàïðàâëåíèå, äåÿòåëü-íîñòü êîòîðîãî îòðàæàëàñü â îñíîâíîì â ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèÿõ �Hadroni
 Press�è �Hadroni
 Journal� (ðàáîòû �.Ì. Ñàíòèëëè, Õ.Ê. Ìüþíã (H.C. Myung), Ñ. Îêóáî(S. Okubo) è äð.). Èòîãè ýòîãî ïåðèîäà ïîäâåäåíû â îáçîðå [2℄.Àëãåáðàè÷åñêóþ òåîðèþ êâàçèãðóïï è ëóï íà÷àëè èçó÷àòü ñ 30-õ ãîäîâ XX â.�. Ìó�àíã (R. Moufang) (1936) è À.Ê. Ñóøêåâè÷ (1937). Èñòîðè÷åñêè ïåðâûé ïðè-ìåð ãëàäêîé íåàññîöèàòèâíîé îïåðàöèè � ýòî àëãåáðà îêòàâ (÷èñëà Êýëè), îòêðûòàÿ�ðýâñîì. Îíà, êàê èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâíîé, òî åñòü â íåé âûïîëíÿåòñÿ¾îñëàáëåííàÿ¿ àññîöèàòèâíîñòü: ëåâîàëüòåðíàòèâíîñòü x(xy) = (xx)y è ïðàâîàëü-òåðíàòèâíîñòü x(yy) = (xy)y . Òåîðèÿ Ëè-ïîäîáíûõ ëóï íà÷èíàåòñÿ, ïî-âèäèìîìó,ñ ðàáîòû À.È. Ìàëüöåâà [3℄, ãäå îí ðàññìîòðåë àíàëèòè÷åñêèå àëüòåðíàòèâíûåëóïû, â êîòîðûõ àññîöèàòèâíû ïðîèçâåäåíèÿ âèäà ap1bq1ap2bq2ap3bq3 . . . , è â ÷àñò-íîñòè ëóïû Ìó�àíã, òî åñòü ëóïû ñ òîæäåñòâîì (xy)(zx) = x((yz)x) . Êàñàòåëüíàÿàëãåáðà ïåðâûõ ÿâëÿåòñÿ áèíàðíî-ëèåâîé, òî åñòü ëþáûå äâà âåêòîðà â íåé ïî-ðîæäàþò ïîäàëãåáðó Ëè. Êàñàòåëüíûå àëãåáðû ëóï Ìó�àíã (òåïåðü èõ íàçûâàþòàëãåáðàìè Ìàëüöåâà) õàðàêòåðèçóþòñÿ íåêîòîðûì êóáè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì äëÿ



ÇÀÌÊÍÓÒÛÅ G -ÑÒ�ÓÊÒÓ�Û, ÎÏ�ÅÄÅËßÅÌÛÅ Ò�È-ÒÊÀÍßÌÈ 23ñòðóêòóðíîãî òåíçîðà (òîæäåñòâî Ñåéãëà). Óêàçàííûå ëóïû, êàê è ãðóïïû Ëè, ñâî-èìè êàñàòåëüíûìè àëãåáðàìè îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî (ëîêàëüíî), ïðè ýòîì äëÿëóï Ìó�àíã, êàê è äëÿ ãðóïï Ëè, èìååò ìåñòî �îðìóëà Êýìïáåëëà �Õàóñäîð�à.Ïîïûòêà îáîáùèòü ðåçóëüòàòû À.È. Ìàëüöåâà áûëà ñäåëàíà â ðàáîòàõ Õîëìñàè Ñåéãëà [4, 5℄, íî âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè íå äàëè âîçìîæíîñòü àâòîðàì ïîëó-÷èòü ñòîëü æå ñîäåðæàòåëüíûå, êàê ó Ìàëüöåâà, ðåçóëüòàòû. Âñêîðå âûÿñíèëîñü,÷òî äîñòàòî÷íî ¾ïðîñòî¿ óñòðîåíû ëèøü àíàëèòè÷åñêèå ëóïû Ìó�àíã, íî óæå ñëå-äóþùèé ïî ñëîæíîñòè êëàññ ëóï � ëåâûå è ïðàâûå ëóïû Áîëà, îïðåäåëÿåìûå ñî-îòâåòñòâåííî òîæäåñòâàìè (x(yx))z = x(y(xz)) è x((yz)y) = ((xy)z)y , óñòðîåíûíàìíîãî ñëîæíåå. Äëÿ ëóï Áîëà àíàëîã �îðìóëû Êýìïáåëëà �Õàóñäîð�à íå íàé-äåí äî ñèõ ïîð ââèäó åãî ÷ðåçâû÷àéíîé ñëîæíîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî, â îòëè÷èåîò àëãåáð Ëè è Ñåéãëà, êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà ëóï Áîëà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ îïåðà-öèÿìè � áèíàðíîé (êîììóòàòîðîì) è òåðíàðíîé (àññîöèàòîðîì), ïðè÷åì ýòè îïå-ðàöèè ñâÿçàíû âåñüìà ñëîæíûìè ñîîòíîøåíèÿìè.�ëàäêèå êâàçèãðóïïû è ðàçíîãî ðîäà íåëèåâû àëãåáðû èññëåäîâàëè ó÷åíèêèÀ.È. Ìàëüöåâà (Å. Êóçüìèí, Ô. Êåðäìàí è äð.), òàêæå Ì. Àêèâèñ, Ë. Ñàáèíèí,Ï. Ìèõååâ, Ì. Êèêêàâà, Â. �àëêèí, ìàòåìàòèêè ïðèáàëòèéñêîé øêîëû ß. Ëû-õìóñ, Ë. Ñîðãñåïï, Å. Ïààë, �èçèêè È. Áàòàëèí, À. Íåñòåðîâ. Â Ïðèáàëòèêå ïðî-âîäèëèñü êîí�åðåíöèè, ïîñâÿùåííûå ïðèìåíåíèþ êâàçèãðóïï è íåàññîöèàòèâíûõàëãåáð â �èçèêå (ñì. [6℄).Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ãëàäêèõ ëóï Ìó�àíã è Áîëàâïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîñòîÿííûõ: äëÿ ïåðâûõ � êîììó-òàòîðîì, äëÿ âòîðûõ � êîììóòàòîðîì è àññîöèàòîðîì. Ïîçæå áûëè íàéäåíû äðóãèåêëàññû ãëàäêèõ ëóï, îáëàäàþùèå àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì êîíå÷íîñòè: îïåðàöèÿâ íèõ âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ èí�èíèòåçèìàëüíûì îáúåêòîì � ñîîòâåòñòâóþùåé êà-ñàòåëüíîé àëãåáðîé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îïåðàöèé [7℄.Ñîãëàñíî ðàáîòå [1℄, êàæäîìó êëàññó ëóï îòâå÷àåò òðè-òêàíü ñ çàìêíóòîé G-ñòðóêòóðîé. Òåîðèÿ ìíîãîìåðíûõ òêàíåé, ðàçâèòàÿ â òðóäàõ Â. Áëÿøêå, �. Áîëà,Ñ. ×åðíà, Ì. Àêèâèñà, Â. �îëüäáåðãà è èõ ó÷åíèêîâ, ïðåäîñòàâëÿåò íàèáîëåå ý�-�åêòèâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ Ëè-ïîäîáíûõ îáúåêòîâ. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Êàð-òàíà, ðàçâèòîãî â ðàáîòàõ ðîññèéñêèõ ìàòåìàòèêîâ, ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî ïðî-äâèíóòüñÿ â èçó÷åíèè îáùåé òåîðèè è ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ òêàíåé è ãëàäêèõ êâà-çèãðóïï è ëóï, îïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå èí�èíèòåçèìàëüíûå îáúåêòû, ïðîâåñòèêëàññè�èêàöèþ è ò. ï. Â ÷àñòíîñòè, óäàëîñü ïîíÿòü, êàêèå òîæäåñòâà îïðåäåëÿþòêëàññû òðè-òêàíåé (ãëàäêèõ ëóï) ñ çàìêíóòîé G-ñòðóêòóðîé.2. Ïóñòü z = f(x, y) � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, x, y, z ∈ Xr , Xr � ãëàäêîå ìíîãî-îáðàçèå ðàçìåðíîñòè r . Òîãäà íà Xr × Xr âîçíèêàåò òðè-òêàíü W , îáðàçîâàííàÿñëîåíèÿìè x = const , y = const è z = f(x, y) = const . Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ z =
= f(x, y) = x · y íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé êâàçèãðóïïîé òðè-òêàíè è îáîçíà÷à-åòñÿ q . Îáðàòíî, åñëè çàäàíà òðè-òêàíü, òî óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïàðàìåòðûñëîåâ òêàíè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó, îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ êîîðäè-íàòíóþ êâàçèãðóïïó.Òðè-òêàíü ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíî, ñ òî÷íîñòüþ äî ëîêàëüíûõ äè��åîìîð-�èçìîâ ïàðàìåòðîâ íà áàçàõ ñëîåíèé: x → α(x) , y → β(y) , z → γ(z) . Â òåîðèèêâàçèãðóïï òðîéêà ëîêàëüíûõ äè��åîìîð�èçìîâ (α, β, γ) íàçûâàåòñÿ èçîòîïè÷å-ñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàòíîé êâàçèãðóïïû q . Îïåðàöèÿ ◦ :

u ◦ v = x · y = R−1
b (u) · L−1

a (v),ãäå u = Rb(x) = x · b è v = La(y) = a · y � ïðàâûé è ëåâûé ñäâèãè â êâàçèãðóïïå q ,åñòü èçîòîï êâàçèãðóïïû q . Îí ÿâëÿåòñÿ ëóïîé ñ åäèíèöåé e = a · b , îáîçíà÷à-åòñÿ êàê ℓ(a, b) , (a, b) ∈ Xr × Xr , è íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé ëóïîé òðè-òêàíè.



24 Ì.À. ÀÊÈÂÈÑ, À.Ì. ØÅËÅÕÎÂÒàêèì îáðàçîì, òðè-òêàíü ìîæíî ñ÷èòàòü ãåîìåòðè÷åñêèì ýêâèâàëåíòîì ìíîæå-ñòâà âñåõ èçîòîïíûõ ìåæäó ñîáîé êîîðäèíàòíûõ ëóï. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî òåîðèÿòêàíåé ñ óêàçàííûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè (èçîòîïèåé) óëàâëèâàåò òîëüêîòå ñâîéñòâà ëóï, êîòîðûå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî èçîòîïèè. Íàïðèìåð, ëåãêîïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òîæäåñòâî êîììóòàòèâíîñòè íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî èçî-òîïèè ëóï, íî òîæäåñòâî àññîöèàòèâíîñòè èíâàðèàíòíî. Òîæäåñòâà, èíâàðèàíòíûåîòíîñèòåëüíî èçîòîïèè, íàçûâàþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ òàêæåòîæäåñòâà Áîëà è Ìó�àíã. Íî åñëè âî âñåõ êîîðäèíàòíûõ ëóïàõ òêàíè âûïîëíÿåò-ñÿ òîæäåñòâî êîììóòàòèâíîñòè, òî (ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòî) âñå ýòè ëóïû áóäóòè àññîöèàòèâíûìè, òî åñòü áóäóò àáåëåâûìè ãðóïïàìè! Òî÷íî òàê æå: åñëè âî âñåõêîîðäèíàòíûõ ëóïàõ òêàíè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ëåâîé àëüòåðíàòèâíîñòè, òî âñåîíè áóäóò ëåâûìè ëóïàìè Áîëà, è ò. ä.Íàïðèìåð, êîîðäèíàòíàÿ êâàçèãðóïïà q òêàíè W èçîòîïíà ãðóïïå òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîîðäèíàòíûå ëóïû ýòîé òêàíè ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè; q èçî-òîïíà ëåâîé ëóïå Áîëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîîðäèíàòíûå ëóïû òêàíèÿâëÿþòñÿ ëåâîàëüòåðíàòèâíûìè; q èçîòîïíà ïðàâîé ëóïå Áîëà òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà âñå êîîðäèíàòíûå ëóïû ÿâëÿþòñÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíûìè; q èçîòîïíàëóïå Ìó�àíã òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå êîîðäèíàòíûå ëóïû ÿâëÿþòñÿàëüòåðíàòèâíûìè.Âñå ïåðå÷èñëåííûå òêàíè îáëàäàþò çàìêíóòîé G-ñòðóêòóðîé. Ñ äðóãîé ñòî-ðîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå èì ëóïû ñ óíèâåðñàëüíûìè òîæäåñòâàìè îáëàäàþò ñâîé-ñòâîì êîíå÷íîñòè. ×òîáû ýòî îáíàðóæèòü, îáðàòèìñÿ ê ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèÿìòêàíè.3. Ñëåäóÿ [8℄ (ñì. òàêæå [9, 10℄), îáîçíà÷èì ÷åðåç ω
α

i , α = 1, 2, 3, i = 1, 2, . . . , rëèíåéíûå �îðìû, êîòîðûå àííóëèðóþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîåíèÿõ λα òêà-íè W , çàäàííîé íà ìíîãîîáðàçèè X ðàçìåðíîñòè r . Íà ìíîãîîáðàçèè X ñèñòåìà�îðì {ω
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i = 0. (1)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ òêàíè âñåãäà çàïèñûâàþòñÿ ââèäå (1), òîãäà áàçèñíûå �îðìû ω
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1

i, ω
1

i} ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
dω

1

i = ω
1

j ∧ ωi
j + ai

jkω
1

j ∧ ω
1

k, dω
2

i = ω
2

j ∧ ωi
j − ai

jkω
2

j ∧ ω
2

k. (2)Äè��åðåíöèàëüíîå ïðîäîëæåíèå óðàâíåíèé (2) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì
dωi

j − ωk
j ∧ ωi

k = bi
jkℓω

1

k ∧ ω
2

ℓ (3)è
∇ai

jk = bi
[j|ℓ|k]ω1

ℓ + bi
[jk]ℓω2

ℓ,ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ bi
[jkℓ] = 2am

[jk
ai
|m|ℓ]. Âåëè÷èíû a = (ai

jk) è
b = (bi

jkℓ) îáðàçóþò òåíçîðû îòíîñèòåëüíî ãðóïïû GL(r) äîïóñòèìûõ ïðåîáðà-çîâàíèé àäàïòèðîâàííûõ påïåpîâ òðè-òêàíè W . Îíè íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííîòåíçîðîì êðó÷åíèÿ è òåíçîðîì êðèâèçíû òðè-òêàíè W . Òåíçîðíûå ïîëÿ êðó÷åíèÿè êðèâèçíû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò òðè-òêàíü W = (X, λα) [10℄.
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∇bi

jkℓ = ci
jkr+ℓmω

1

m + ci
jkr+ℓr+mω

2

m.Ïðè ýòîì âåëè÷èíû c
1

= (ci
jkr+ℓm) è c

2
= (ci

jr+kℓr+m) � êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûåòåíçîðà êðèâèçíû � ñàìè ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè. Îíè ïðèíàäëåæàò äè��åðåíöèàëü-íîé îêðåñòíîñòè 4-ãî ïîðÿäêà è ñâÿçàíû ñ òåíçîðàìè êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ ðÿäîìñîîòíîøåíèé. Ïðîäîëæàÿ ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ, ìû áóäåì ïîëó÷àòü íîâûå òåíçîðû,ñâÿçàííûå ñ äè��åðåíöèàëüíûìè îêðåñòíîñòÿìè 5-ãî, 6-ãî ïîðÿäêîâ è ò. ä.Â òåðìèíàõ óêàçàííûõ òåíçîðíûõ ïîëåé õàðàêòåðèçóþòñÿ îñíîâíûå êëàññû òðè-òêàíåé ñ çàìêíóòîé G-ñòðóêòóðîé [1℄.Ïàðàëëåëèçóåìûå òðè-òêàíè (êîîðäèíàòíàÿ êâàçèãðóïïà èçîòîïíà àáåëåâîéãðóïïå Ëè, âñå êîîðäèíàòíûå ëóïû � àáåëåâû ãðóïïû Ëè): a = 0 è b = 0 . Ýòîçàìêíóòàÿ G-ñòðóêòóðà êëàññà 1.�ðóïïîâûå òðè-òêàíè (êîîðäèíàòíàÿ êâàçèãðóïïà èçîòîïíà ãðóïïå, âñå êîîð-äèíàòíûå ëóïû � ãðóïïû Ëè): b = 0 .Òðè-òêàíè Ìó�àíã (êîîðäèíàòíàÿ êâàçèãðóïïà èçîòîïíà ãëàäêîé ëóïå Ìó-�àíã, âñå êîîðäèíàòíûå ëóïû � ãëàäêèå àëüòåðíàòèâíûå ëóïû): bi
jkℓ = 2am

[jk
ai
|m|ℓ].Òêàíè ãðóïïîâûå è Ìó�àíã � çàìêíóòûå G-ñòðóêòóðû êëàññà 2, ïîñêîëüêó ïîë-íîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ïîëåì òåíçîðà êðó÷åíèÿ a = (ai

jk) , ïðèíàäëåæàùèì äè��å-ðåíöèàëüíîé îêðåñòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.Ëåâûå è ïðàâûå òðè-òêàíè Áîëà (êîîðäèíàòíàÿ êâàçèãðóïïà èçîòîïíà ëåâîéèëè ïðàâîé ãëàäêîé ëóïå Áîëà, âñå êîîðäèíàòíûå ëóïû � ãëàäêèå ëåâî- èëè ïðà-âîàëüòåðíàòèâíûå ëóïû): bi
(jk)ℓ = 0 èëè bi

(j|k|ℓ) = 0 . Ýòî çàìêíóòûå G-ñòðóêòóðûêëàññà 3, ïîñêîëüêó êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå òåíçîðà êðèâèçíû âûðàæàþòñÿ÷åðåç òåíçîð êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ.Øåñòèóãîëüíûå òðè-òêàíè (âñå êîîðäèíàòíûå ëóïû � ãëàäêèå ìîíîàññîöèà-òèâíûå ëóïû, òî åñòü ëóïû ñ òîæäåñòâîì x(xx) = (xx)x): bi
(jkℓ) = 0 . Ýòî çàìêíó-òûå G-ñòðóêòóðû êëàññà 4, ïîñêîëüêó êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêàòåíçîðà êðèâèçíû ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç òåíçîðû êðó÷åíèÿ, êðèâèçíû è êîâàðè-àíòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà îò òåíçîðà êðèâèçíû. Çäåñü äîêàçàòåëüñòâîçàìêíóòîñòè � âåñüìà ñëîæíàÿ òåîðåìà, ïîòðåáîâàâøàÿ òùàòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿäè��åðåíöèàëüíîé îêðåñòíîñòè ïÿòîãî ïîðÿäêà (ñì. [11℄).4. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèå òîæäåñòâà, áîëåå ñëàáûå, ÷åì òîæäåñòâî ìîíîàññî-öèàòèâíîñòè, òàêæå ïðèâîäÿò ê çàìêíóòûì G-ñòðóêòóðàì? Ìû îáîáùàåì òîæäå-ñòâî ìîíîàññîöèàòèâíîñòè, ââîäÿ ïîíÿòèå òîæäåñòâà ïîðÿäêà k ñ îäíîé ïåðåìåí-íîé [12℄. Ïóñòü Q(·) � ëîêàëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ëóïà ñ îïåðàöèåé (·) è S(u) �ñëîâî äëèíû n îò îäíîé ïåðåìåííîé u â Q . �àçëîæèì ñëîâî S(u) â ðÿä Òåéëîðàâ îêðåñòíîñòè åäèíèöû. Êîý��èöèåíòû ýòîãî ðÿäà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîý��èöè-åíòû òåéëîðîâñêîãî ðÿäà �óíêöèè (·) . Íàçîâåì äâà ñëîâà S1(u) è S2(u) äëèíû nîò ïåðåìåííîé u â ëóïå Q k -ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ òåéëîðîâñêèå ðàçëîæåíèÿñîâïàäàþò äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî. Òîæäåñòâî S1(u) = S2(u) â ëó-ïå Q íàçîâåì òîæäåñòâîì ïîðÿäêà k , åñëè ñëîâà S1(u) è S2(u) k -ýêâèâàëåíòíû.Íàïðèìåð, òîæäåñòâî ìîíîàññîöèàòèâíîñòè åñòü òîæäåñòâà ïîðÿäêà 2. Òîæäåñòâàïîðÿäêà 3 ïîÿâëÿþòñÿ ïðè n > 4 , íàïðèìåð, u2(u2u) = u((u2u)u), (u2u)u2 =

= (u(u2u))u . Òîæäåñòâà ïîðÿäêà 4 ïîÿâëÿþòñÿ ïðè n > 9 , íàïðèìåð,
u(u2(u2(u(u(uu2))))) = u2(u(u(u(u2(u2u))))),

u(u2(u((uu2)(u(uu2))))) = u2(u(u(u2((u(uu2))u)))).Êëàññè�èêàöèÿ òîæäåñòâ ïîðÿäêà k ñ îäíîé ïåðåìåííîé ðàññìàòðèâàëàñü íàìèâ [13, 14℄.



26 Ì.À. ÀÊÈÂÈÑ, À.Ì. ØÅËÅÕÎÂÂ [12℄ äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþùåãî òèïà.Òåîðåìà 1. Åñëè â êîîðäèíàòíûõ ëóïàõ àíàëèòè÷åñêîé òðè-òêàíè W âûïîë-íÿþòñÿ k− 1 íåçàâèñèìûõ òîæäåñòâ ïîðÿäêà k , òî îïðåäåëÿåìàÿ ýòîé òêàíüþ
G-ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ñòðóêòóðîé êëàññà íå âûøå 2k .Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùàÿ. Òåíçîð T , ïðèíàäëåæàùèé äè��åðåíöè-àëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîìó îáúåêòó ïîðÿäêà s , ìû íàçûâàåì çàìêíóòûì, åñëè îí âû-ðàæàåòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû îáúåêòîâ ïîðÿäêà, ìåíüøåãî s . Ñïðàâåäëèâû óòâåð-æäåíèÿ òàêîãî òèïà.Ïðåäëîæåíèå 1. Ó ïðîèçâîëüíîé òêàíè àëüòåðíàöèè òåíçîðà

T
αβ

def
=

(

ci
jj1r+k1j2...jαr+k2...r+kβ

)ïî ëþáîé ïàðå èíäåêñîâ èç íàáîðà j1, j2, . . . , jα èëè ïî ëþáîé ïàðå èíäåêñîâ èçíàáîðà k1, k2, . . . , kβ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè.Ïðåäëîæåíèå 2. Ó ïðîèçâîëüíîé òêàíè òåíçîðû âèäà
−ci

jkr+ℓt1...tupr+qtu+1...ts
+ ci

jkr+ℓt1...tur+qptu+1...ts
,ãäå èíäåêñû t1, t2, . . . , ts ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ j1, j2, . . . , jα, r+k1, . . . , r+kβ ,ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè.Çàìêíóòîñòü àëüòåðíèðîâàííûõ òåíçîðîâ èìååò îïðåäåëåííûé ãåîìåòðè÷åñêèéñìûñë, óêàçàííûé â ðàáîòå [12℄. Â òî æå âðåìÿ ñèììåòðèçîâàííûå ÷àñòè òåíçîðîâó ïðîèçâîëüíîé òêàíè íå ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, çàìêíóòûìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òîèõ çàìêíóòîñòü âåäåò ê çàìêíóòîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé G-ñòðóêòóðû. Â ÷àñòíîñòè,òàê äîêàçûâàåòñÿ âàæíîå óòâåðæäåíèå, î êîòîðîì áûëî ñêàçàíî âûøå: G-ñòðóê-òóðà øåñòèóãîëüíîé òðè-òêàíè W , çàäàííîé íà ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè 2rïðè r > 1 , ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé G-ñòðóêòóðîé êëàññà 4 . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâàìû äâàæäû êîâàðèàíòíî äè��åðåíöèðóåì óñëîâèå bi

(jkℓ) = 0 , õàðàêòåðèçóþùååøåñòèóãîëüíûå òêàíè, è ïîêàçûâàåì, ÷òî âòîðûå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ìîãóòáûòü âûðàæåíû ÷åðåç ïðîèçâîäíûå áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà.Ñòðåìëåíèå îáîáùèòü ýòîò �àêò åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê ãèïîòåçå î òîì, ÷òîîáðàùåíèå â íóëü íåêîòîðûõ ñèììåòðè÷íûõ êîìïîíåíò äè��åðåíöèàëüíî-ãåîìåò-ðè÷åñêîãî îáúåêòà ïîðÿäêà p òêàíè W âëå÷åò çàìêíóòîñòü îïðåäåëÿåìîé ýòîéòêàíüþ G-ñòðóêòóðû. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [12℄, ýòà ãèïîòåçà èìååò ïîëîæèòåëüíîåðåøåíèå â âèäå òåîðåìû 1.5. Ñâÿçü ìåæäó êëàññîì çàìêíóòîñòüþ G-ñòðóêòóðû òðè-òêàíè è êîíå÷íîñòüþêàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ [15℄ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëóï óñòàíàâëèâàåòñÿ íà îñíîâà-íèè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Òåîðåìà 2 [12℄. Ïóñòü ℓ(a, b) � êîîðäèíàòíàÿ ëóïà òðè-òêàíè W , çàäàííîéíà àíàëèòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè. Òîãäà çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ òåíçîðîâ òèïà (

1
s

)ýòîé òêàíè â òî÷êå (a, b) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîý��èöèåíòû ïîðÿäêà íå âûøå sêàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ óðàâíåíèé ëóïû ℓ(a, b) . Îáðàòíî, êîý��èöèåíòû ïî-ðÿäêà s êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ëóïû ℓ(a, b) ÿâëÿþòñÿ êîìèòàíòàìèè îñíîâ-íûõ òåíçîðîâ òèïà (

1
q

)

, âû÷èñëåííûõ â òî÷êå (a, b) , ïðè÷åì q < s .Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåòñÿÒåîðåìà 3. G-ñòðóêòóðà òðè-òêàíè W , çàäàííîé íà àíàëèòè÷åñêîì ìíîãî-îáðàçèè, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé êëàññà k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàíîíè÷åñêîå
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tures De�ned by Three-Webs.We introdu
e the notion of 1-digit identity of order k and prove the theorem: if in 
oordinateloops of analyti
 three-web W there hold k−1 independent identities of order k , G -stru
turede�ned by this web is a 
losed stru
ture of 
lass not higher than 2k .Key words: multidimensional three-web, 
losed G -stru
ture, 
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ad. Publ., 1992. � XVII+ 358 p.10. Àêèâèñ Ì.À., Øåëåõîâ À.Ì. Ìíîãîìåðíûå òðè-òêàíè è èõ ïðèëîæåíèÿ. � Òâåðü:Òâåð. ãîñ. óí-ò, 2010. � 307 ñ.11. Shelekhov A.M. The g -stru
ture asso
iated with a multidimensional hexagonal 3-web,is 
losed // J. Geom. � 1989. � V. 35, No 1�2. � P. 167�176.12. Øåëåõîâ À.Ì. Î äè��åpåíöèàëüíî-ãåîìåòpè÷åñêèõ îáúåêòàõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ìíî-ãîìåðíîé òpè-òêàíè // Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ïðîáëåìû ãåîìåòðèè. � Ì.: ÂÈÍÈÒÈÀÍ ÑÑÑ�, 1987. � Ò. 19. � C. 101�154.13. Áèëëèã Â.À., Øåëåõîâ À.Ì. Î êëàññè�èêàöèè òîæäåñòâ ñ îäíîé ïåpåìåííîé â ãëàä-êîé ëîêàëüíîé ëóïå // Òêàíè è êâàçèãpóïïû. � Êàëèíèí: Êàëèíèí. ãîñ. óí-ò, 1987. �C. 24�32.14. Áèëëèã Â.À., Øåëåõîâ À.Ì. Êëàññè�èêàöèÿ òîæäåñòâ äëèíû 12 ïîðÿäêà 4 ñ îäíîéïåðåìåííîé â ëîêàëüíîé àíàëèòè÷åñêîé ëóïå // Òêàíè è êâàçèãpóïïû. � Êàëèíèí:Êàëèíèí. ãîñ. óí-ò, 1990. � C. 10�18.



28 Ì.À. ÀÊÈÂÈÑ, À.Ì. ØÅËÅÕÎÂ15. Àêèâèñ Ì.À.: Î êàíîíè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ óðàâíåíèé ëîêàëüíîé àíàëèòè÷åñêîéêâàçèãðóïïû // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. � 1969. � Ò. 188, � 5. � C. 967�970.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ19.06.11Àêèâèñ Ìàêñ Àéçèêîâè÷ � äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî�åññîð.E-mail: m.akivis�gmail.
omØåëåõîâ Àëåêñàíäð Ìèõàéëîâè÷ � äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî-�åññîð Òâåðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.E-mail: amshelekhov�rambler.ru


