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Краткое сообщение

С.К. ЗУБКОВА, В.В.ШУРЫГИН

ТРАНСВЕРСАЛЬНЫЕ ДЖЕТЫ ЛИ И ГОЛОМОРФНЫЕ
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ НА ТРАНСВЕРСАЛЬНЫХ

РАССЛОЕНИЯХ

Аннотация. В работе в терминах трансверсальных джетов Ли устанавливаются необходи-
мые и достаточные условия, при которых голоморфное поле геометрических объектов на
трансверсальном расслоении Вейля может быть переведено голоморфным диффеоморфиз-
мом, проектирующимся в тождественное преобразование базы, в поле, являющееся продолже-
нием проектируемого поля слоеных геометрических объектов, заданного на базе. В качестве
примера рассматривается голоморфная линейная связность на трансверсальном расслоении.

Ключевые слова: алгебра Вейля, геометрический объект, джет Ли, расслоение Вейля, транс-
версальное расслоение.
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1. Трансверсальное расслоение Вейля

Проекция p : R
n+m = R

n × R
m � {xi, yα} �→ {xi} ∈ R

n, где индексы i, j, . . . пробегают
значения от 1 до n, а индексы α, β, . . . — от n + 1 до n + m, определяет на R

n+m стан-
дартное слоение Fst коразмерности n. Локальный диффеоморфизм ϕ : U � {xi, yα} �→
{ϕj(xi, yα), ϕβ(xi, yα)} ∈ U∗ между открытыми подмножествами U и U∗ в R

n+m называ-
ется локальным автоморфизмом стандартного слоения Fst, если ∂ϕj/∂yα = 0. Слоение F
коразмерности n на (n+m)-мерном многообразии M задается атласом Φn,m с преобразова-
ниями координат, принадлежащими псевдогруппе локальных автоморфизмов слоения Fst

[1]. Карты из атласа Φn,m будем называть картами слоения. Многообразие со слоением
будем обозначать (M,F) и называть также слоеным многообразием. Карту слоения (U, h)
называем простой, если индуцированное слоение на U порождается субмерсией pU : U → U
со связными слоями [1]. Гладкое отображение ϕ : M → M ′ между слоеными многообра-
зиями (M,F) и (M ′,F ′) является морфизмом слоений, если ϕ в картах слоений задается
уравнениями

xi′ = ϕi′(xi, yα), yα′
= ϕα′

(xi, yα), ∂ϕi′/∂yα = 0. (1)
Пусть A — алгебра Вейля ширины N и высоты (порядка) q ([2]–[4]). Трансверсальной A-ско-
ростью в точке x ∈ M ростка f : (RN , 0) → (Mn, x) называется [5] класс эквивалентности
jA
trf = jA

trxf ростков (RN , 0) → (Mn, x) по отношению эквивалентности: f ∼ g, если для
некоторой простой карты слоения ростки pU ◦h◦f и pU ◦h◦g имеют одинаковые A-скорости.
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Множество всех трансверсальных A-скоростей на слоеном многообразии M обозначает-
ся символом T A

trM =
⋃

x∈M T A
tr xM. Символом πtr : T A

trM → M обозначаем отображение,
относящее трансверсальной A-скорости jA

tr x точку x ∈ M .
В том случае, когда слоение F на многообразии M порождено субмерсией

p : M → M , множество T A
trM может рассматриваться как обратный образ p−1T AM рас-

слоения A-скоростей T AM относительно p. Геометрия расслоений такого типа изучалась
В.В.Вишневским [6]. Трансверсальный функтор Вейля на слоеном многообразии в рамках
подхода А.Вейля [2] изучался З.Погодой [7].
На многообразии T A

trR
n+m индуцируется структура A-модуля, естественно изоморфного

A-модулю A
n⊕R

m, где действие A на A
n⊕R

m определяется соотношением σ(u⊕v) = σu⊕0
при σ ∈ m(A), где m(A) — максимальный идеал в A. Морфизм ϕ : M → M ′ слоеных
многообразий индуцирует отображение T A

trϕ : T A
trM � jA

trf �→ jA
tr(ϕ ◦ f) ∈ T A

trM
′. Для карты

слоения (U, h) на многообразии M положим Ũ = (πtr)−1(U) = T A
trU , hA

tr = T A
trh. Карта

(Ũ , hA
tr) относит точке X ∈ T A

trM координаты {Xi, yα}, Xi = xi +
◦
Xi ∈ A, i = 1, . . . , n,

yα ∈ R, α = 1, . . . ,m. Преобразование координат (1) индуцирует преобразование координат

Xi′ = ϕi′ +
q∑

|p|=1

1
p!

Dpϕi′

Dxp

◦
Xp, yu′

= ϕu′
(xi, yu) (2)

на T A
trM . Преобразования (2) являются A-гладкими [4]. Для описания произвольных

A-гладких отображений между областями A-модулей вида A
n ⊕ R

m введем в A базис спе-
циального вида {ea} = {e0 = 1, ea, eâ}, где {ea, eâ} — базис в m(A), а {eâ} — базис идеала
Ann(m(A)), аннулирующего идеал m(A).
Если W ⊂ A

n ⊕ R
m — открытый координатный параллелепипед в A

n ⊕ R
m, то произ-

вольное A-гладкое отображение Φ : W → A
n′ ⊕ R

m′ имеет [4] вид

Xi′ = ϕi′ +
q∑

|p|=1

1
p!

Dpϕi′

Dxp

◦
Xp, yu′

= ϕu′
(xi, yu), (3)

где ϕi′ являются A-значными функциями вида ϕi′ = ϕi′0(xi) + ϕi′a(xi)ea + ϕi′â(xi, yu)eâ.
Из (2) следует, что T A

trM несет на себе каноническое слоение FA
tr, слои которого задаются

локально уравнениями Xi = Xi
0 = const, i = 1, . . . , n. Слоение FA

tr называется [1] поднятым
слоением. Отображение πtr является морфизмом слоений. Слоение F̂A

tr, соответствующее
подмодулю, порождаемому идеалом Ann(m(A)), будем называть расширенным поднятым
слоением. Слои этого слоения задаются уравнениями xi0 = xi0

0 , xia = xia
0 .

Расслоения трансверсальных A-скоростей будем рассматривать как объекты категории,
морфизмами которой являются произвольные A-гладкие отображения Φ : T A

trM → T A
trM

′.
Из уравнений (3) следует, что всякое A-гладкое отображение Φ : T A

trM → T A
trM

′ однозначно
определяется своим ограничением на нулевое сечение ϕ = Φ◦ i0 : M → T A

trM
′. Отображение

Φ будем называть продолжением отображения ϕ и обозначать ϕA. A-гладкое отображение
Φ определяет также отображение ϕ = π◦Φ◦i0 : M → M ′. Указанные отображения образуют
коммутативную диаграмму

T A
trM

πtr

��

Φ=ϕA

�� T A
trM

′

π′
tr

��
M

ϕ
��

ϕ
�����������
M ′.

(4)
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2. Дифференциально-геометрические объекты на T A
trM

Пусть T r
k,�M — расслоение r-джетов ростков морфизмов слоений f : (Rk+�, 0) → M .

Карта слоения на M индуцирует карту (xi, yα;xi
p, y

α
s ), 0 � |p|, |s| � r, на T r

k,�M . Подрас-
слоение P r

folM в T r
n,mM , образованное джетами ростков изоморфизмов слоений, называется

расслоением слоеных r-реперов многообразия M .
Структурной группой этого расслоения является группа Ли Gr

n,m, образованная r-джета-
ми ростков автоморфизмов стандартного слоения σ : (Rn+m, 0) → (Rn+m, 0). Многообразия
T r

n,mM и P r
folM несут на себе слоение Fr

n,m с базовыми координатами xi, xi
p. Пусть T A

trT
r
n,mM

— расслоение трансверсальных A-скоростей по отношению к этому слоению. На T A
trT

r
n,mM

индуцируется карта (xi, yα;xi
p, y

α
s ;

◦
X i,

◦
X i

p), 0 � |p|, |s| � r. Многообразие T A
trT

r
m,nM несет на

себе структуру многообразия над алгеброй A и слоение FA,r
tr (n,m) с базовыми координатами

Xi, Xi
p. Рассмотрим также расслоение T r

n,mT A
trM по отношению к слоению слоение FA

tr на
T A

trM .

Предложение 1. Функторы T A
tr ◦T r

n,m и T r
n,m ◦ T A

tr , рассматриваемые как функторы, дей-
ствующие из категории слоений в категорию слоеных расслоенных многообразий или в
категорию многообразий над локальной алгеброй, A естественно эквивалентны.

Пусть T r
m,n(A)T A

trM — расслоение r-джетов A-гладких ростков F : (An ⊕ R
m, 0) → T A

trM .
Карта слоения (xi, yα) наM индуцирует локальную карту (Xi,Xi

p; y
α;xiâ

s′ , y
α
q ) на T r

n,m(A)T A
trM ,

где 0 � |p|, |q| � r, 1 � |s′| � r, s′n+1 + · · · + s′n+m > 0.

Предложение 2. Расслоение T A
trT

r
n,mM естественно эквивалентно (как расслоение и как

многообразие над алгеброй A) подрасслоению в T r
n,m(A)T A

trM , образованному r-джетами
A-продолжений ростков морфизмов слоений f : (Rm+n, 0) → T A

trM , где T A
trM рассматрива-

ется как слоеное многообразие для поднятого слоения.

Подрасслоение P r(A)T A
trM в T r

m,n(A)T A
trM , образованное r-джетами ростков A-диффео-

морфизмов, назовем расслоением голоморфных r-реперов на T A
trM . Это главное расслоение,

структурной группой которого является группа Gr
n,m(A), образованная r-джетами ростков

A-диффеоморфизмов F : (An ⊕ R
m, 0) → (An ⊕ R

m, 0).
Сечение α : M → T A

trM , являющееся морфизмом слоений по отношению к расширенному
слоению F̂A

tr, индуцирует следующую коммутативную диаграмму

P r
folM

T r
n,mα

��

Rg

��

πM

����
��

��
��

�
P r(A)T A

trM

T A
trRg

��

π

������������

M
α �� T A

trM

P r
folM

T r
n,mα

��

πM

�����������
P r(A)T A

trM.

π
������������

(5)

Пусть Gr
n — дифференциальная группа порядка r, P r

trM — расслоение трансверсальных
реперов на M , p : Gr

n,m → Gr
n и p : P r

folM → P r
trM — естественные проекции, а F — многооб-

разие, на котором задано правое действие β : Gr
n×F → F . Полем трансверсального геомет-

рического объекта типа (F, β) будем называть эквивариантное отображение λ : P r
trM → F .
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Пусть, далее, q : F → F — локально тривиальное расслоение такое, что на F задано правое
действие β : Gr

n,m × F → F , согласованное с действием β. Полем слоеных геометрических
объектов наM типа (F, β) будем называть эквивариантное отображение λ : P r

folM → F , про-
ектирующееся в поле трансверсальных геометрических объектов λ : P r

trM → F типа (F, β).
Многообразие F будем рассматривать как слоение с одномерными слоями, а многообра-
зие F как многообразие со слоением, порождаемым субмерсией q. Поле трансверсальных
геометрических объектов λ будем называть проектируемым, если λ является морфизмом
слоений. Поле слоеных геометрических объектов λ будем называть проектируемым, если
соответствующее поле λ является проектируемым.
Применяя функтор T A

tr к действию β и проектируемому полю слоеных объектов λ, по-
лучим действие T A

trβ : T A
trG

r
n,m × T A

trF → T A
trF и A-гладкое поле объектов T A

trλ : T A
trP

r
folM →

T A
trF типа (T A

trF, T A
trβ) на T A

trM . Будем предполагать, что действие T A
trβ продолжается до

A-гладкого действия B : Gr
n,m(A) × T A

trF → T A
trF . A-гладким полем геометрических объек-

тов типа (T A
trF,B) на T A

trM будем называть A-гладкое эквивариантное отображение

Λ : P r(A)T A

trM → T A

trF. (6)

Поле Λ проектируется в некоторое поле слоеных объектов λ : P r
folM → F . Примером

A-гладкого поля геометрических объектов типа (T A
trF,B) на T A

trM может служить продол-
жение T A

trλ поля слоеных геометрических объектов λ.

Теорема 1. Пусть на слоеном многообразии M заданы поле слоеных геометрических объ-
ектов λ : P r

folM → F типа (F, β) и сечение α : M → T A
trM расслоения трансверсальных

A-скоростей, являющееся морфизмом слоений. Тогда композиция

Lαλ = T A

trλ ◦ T r
n,mα : P r

folM → T A

trF (7)

является полем слоеных геометрических объектов на M типа (T A
trF, βA

tr).

Схема доказательства. Эквивариантность отображения (7) следует из диаграммы (5):

T A

trλ ◦ T r
n,mα ◦ Rg = T A

trλ ◦ T A

trRg ◦ T r
n,mα = T A

trRg ◦ T A

trλ ◦ T r
n,mα.

Определение 1. Поле Lαλ слоеных геометрических объектов на M типа (T A
trF, βA

tr), опре-
деленное формулой (7), будем называть джетом Ли поля слоеных геометрических объек-
тов λ по отношению к сечению (полю трансверсальных джетов) α : M → T A

trM .

Определение 2. Два A-гладких поля Λ1 и Λ2 (6) геометрических объектов типа (T A
trF,B)

на расслоении T A
trM назовем эквивалентными, если существует A-гладкий диффеоморфизм

A : T A
trM → T A

trM , индуцирующий тождественное отображение id : M → M , при котором
Λ1 переходит в Λ2.

Теорема 2. A-гладкое поле Λ геометрических объектов типа (T A
trF,B) на расслоении T A

trM
эквивалентно A-продолжению T A

trλ поля слоеных геометрических объектов λ типа (F, β),
определяемого полем Λ, тогда и только тогда, когда Λ|P r

folM = Lαλ для некоторого сече-
ния α : M → T A

trM .

Схема доказательства. A-гладкий диффеоморфизм A : T A
trM → T A

trM , проектирующийся
в тождественное преобразование базы, определяется сечением α : M → T A

trM и совпадает
с продолжением αA из диаграммы (4), в которой нижняя строка является тождественным
отображением id : M → M . Переходя в диаграмме (5) к A-продолжению сечения α, полу-
чим диаграмму, в которой верхняя и нижняя строки T r

n,m(A)αA : P r(A)T A
trM → P r(A)T A

trM



84 С.К. ЗУБКОВА, В.В.ШУРЫГИН

являются A-гладкими диффеоморфизмами, индуцированными A-гладким диффеоморфиз-
мом αA. Пусть Λ — поле (6) геометрических объектов типа (T A

trF,B) на T A
trM , а λ — опре-

деляемое им поле объекта типа (F, β) на M . Диффеоморфизм αA переводит поле объектов
T A

trλ в поле объектов T A
trλ ◦ T r

n,m(A)αA, которое совпадает с Λ тогда и только тогда, когда
совпадают их ограничения на P r

folM :

Λ|P r
folM = T A

trλ ◦ T r
n,m(A)αA|P r

folM = T A

trλ ◦ T r
n,mα = Lαλ.

3. Линейные связности на трансверсальном расслоении

Трансверсальное расслоение TtrM эквивалентно расслоению T D
trM для алгебры дуальных

чисел. Карта слоения индуцирует на TtrM карту (Xi = xi + εẋi, yα).
Линейная связность на M является полем геометрического объекта второго порядка,

соответствующим следующему представлению группы G2
n+m на пространстве R

(n+m)3 :

G2
n+m × R

(n+m)3 → R
(n+m)3 , Γa

bc = za
a′za′

bc + Γa′
b′c′z

b′
b zc′

c za
a′ ,

где координаты элемента из {Γa
bc} — частные производные ростка za′

= za′
(za) диффеомор-

физма в нуле.
Подгруппа G2

n,m ⊂ G2
n+m действует на подмногообразии F ⊂ R

(n+m)3 , определяемом
уравнениями Γi

jβ = Γi
αk = Γi

αβ = 0. Многообразие F расслоено над многообразием F = R
n3

с координатами Γi
jk, на котором действует группа G2

n.
Проектируемая линейная связность на многообразии M представляет собой эквивари-

антный гладкий морфизм слоений ∇ : P 2
folM → F. Для существования такой связности на

многобразии M необходимо и достаточно, чтобы обращался в нуль класс Атьи многообра-
зия M [1]. В простой карте слоения связность ∇ задается уравнениями

Γi
jk = Γi

jk(x
�), Γα

βk = Γα
βk(x

�, yσ),

Γα
jγ = Γα

jγ(x�, yσ), Γα
βγ = Γα

βγ(x�, yσ), Γα
jk = Γα

jk(x
�, yσ).

D-гладкая D-линейная связность на TtrM является D-гладким эквивариантным отобра-
жением ∇̃ : P 2(D)T D

tr → T DF. В индуцированной локальной карте ∇̃ задается уравнениями

Γ̃i
jk(X

p) = Γi
jk(x

p) + ε
(
ẋ�∂�Γi

jk + T i
jk(x

p, yσ)
)

, Γ̃α
βk = Γα

βk(x
�, yσ), (8)

Γ̃α
jγ = Γα

jγ(x�, yσ), Γ̃α
βγ = Γα

βγ(x�, yσ), Γ̃α
jk = Γα

jk(x
�, yσ). (9)

Предложение 3. D-гладкая D-линейная связность ∇̃ на TtrM с коэффициентами (8),
(9) эквивалентна D-продолжению проектируемой линейной связности ∇ тогда и только
тогда, когда для некоторого сечения ẋi = ui(xk, yα) расслоения TtrM выполняется

T i
jk = u�∂�Γi

jk + Γi
�k∂ju

� + Γi
j�∂ku

� − Γ�
jk∂�u

i − Γα
jk∂αui + ∂2

jku
i.
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Transversal Lie jets and holomorphic geometric objects on transverse bundles

Abstract. Two holomorphic fields of geometric objects on a transverse Weil bundle are called
equivalent if there exists a holomorphic diffeomorphism of this bundle onto itself which induces
the identity transformation of the base manifold and maps one of these fields into the other. In
terms of transverse Lie jets, we establish necessary and sufficient conditions for a holomorphic field
of geometric objects on a transverse Weil bundle to be equivalent to the prolongation of a field of
foliated geometric objects given on the base manifold. As an example, we consider a holomorphic
linear connection on a transverse bundle.

Keywords: Weil algebra, geometric object, Lie jet, Weil bundle, transverse bundle.

S.K. Zubkova
Kazan (Volga Region) Federal University,
18 Kremlyovskaya str., Kazan, 420008 Russia,

e-mail: kuzmina_s@list.ru

V.V. Shurygin
Kazan (Volga Region) Federal University,
18 Kremlyovskaya str., Kazan, 420008 Russia,

e-mail: Vadim.Shurygin@kpfu.ru



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


