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ÓÄÊ 517.54 ËÎÊÀËÜÍÀß ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ�ÅØÅÍÈß ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÎÁ�ÀÒÍÎÉ Ê�ÀÅÂÎÉÇÀÄÀ×È ÍÀ ÏÎËÈ�ÎÍÀËÜÍÛÕ �ÈÌÀÍÎÂÛÕÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒßÕ Ñ Ï�ÎÑÒÛÌÈ ÒÎ×ÊÀÌÈÂÅÒÂËÅÍÈßÑ.�. Íàñûðîâ, È.Ç. ÔàèçîâÀííîòàöèÿÂ ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ñìåøàííàÿ îáðàòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïî ïàðàìåòðó x íà ðèìà-íîâîé ïîâåðõíîñòè ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíàÿ ÷àñòü ãðàíèöû ïîëè-ãîíàëüíà. Ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ, â êîòîðîå âõîäÿò àêöåññîðíûåïàðàìåòðû. Äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.ÂâåäåíèåÑìåøàííûå îáðàòíûå êðàåâûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ âàæíûì êëàññîì êðàåâûõ çà-äà÷ ñ íåèçâåñòíîé (ñâîáîäíîé) ãðàíèöåé. Â ýòèõ çàäà÷àõ èùóòñÿ îáëàñòü ñ ÷àñòè÷-íî íåèçâåñòíîé ãðàíèöåé è àíàëèòè÷åñêàÿ â ýòîé îáëàñòè �óíêöèÿ ïî çàäàííûìêðàåâûì óñëîâèÿì. Êàê ïðàâèëî, íà èçâåñòíîé ÷àñòè ãðàíèöû çàäàåòñÿ îäíî óñëî-âèå, íà íåèçâåñòíîé � äâà. Ñìåøàííûå îáðàòíûå êðàåâûå çàäà÷è íàõîäÿò âàæíûåïðèìåíåíèÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, â ÷àñòíîñòè, â çàäà-÷àõ àýðîãèäðîìåõàíèêè, êàâèòàöèîííîì îáòåêàíèè ïðî�èëåé, òåîðèè �èëüòðàöèè,çàäà÷àõ âçðûâà íà âûáðîñ, ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ ïëàçìû è äð. Ìíîãèå ìàòåìà-òè÷åñêèå ïîñòàíîâêè ñìåøàííûõ îáðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ âîçíèêëè ïðè èçó÷åíèèêîíêðåòíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè. Ïî ïîâîäó ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâîê òàêèõ çàäà÷ è áèá-ëèîãðà�èè ìû îòñûëàåì ê îáçîðíûì ñòàòüÿì è êíèãàì [1�4℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñìåøàííàÿ îáðàòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïî ïàðà-ìåòðó x íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíàÿ÷àñòü ãðàíèöû ïîëèãîíàëüíà.Âïåðâûå ïîñòàíîâêó ñìåøàííîé îáðàòíîé êðàåâîé çàäà÷è ïî ïàðàìåòðó x äàëÂ.Í. Ìîíàõîâ [3℄. Èì èññëåäîâàëàñü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è äëÿ îáëàñòåé ñ ïîëè-ãîíàëüíîé èçâåñòíîé ãðàíèöåé, à çàòåì àïïðîêñèìàöèåé � è äëÿ ïðîèçâîëüíûõñïðÿìëÿåìûõ ãðàíèö. Â ðàáîòàõ [5, 6℄ áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðå-çóëüòàòîâ [3℄ ìîæíî äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è íà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõáåç òî÷åê âåòâëåíèÿ ñ äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé ãðàíèöåé. Â [7℄ áûë ïðåäëîæåíïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èçâåñòíàÿ ÷àñòü ãðàíèöû ïîëè-ãîíàëüíà. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû Ñ.�. Òëþñòåí [8�11℄, â êîòîðûõ òàêæå èññëåäî-âàëàñü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è íà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ.Óïîìÿíåì åùå íåñêîëüêî ðàáîò, áëèçêèõ ê äàííîé òåìàòèêå. Â ðàáîòå [12℄ èñ-ñëåäîâàëàñü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ïî ïàðàìåòðó x â ñëó÷àå, êîãäà äëèíû çâåíüåâèçâåñòíîé ÷àñòè ãðàíèöû íå �èêñèðóþòñÿ, â [13, 14℄ ïîëó÷åíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷-íûå óñëîâèÿ îäíîëèñòíîñòè ðåøåíèÿ. Â [15℄ áûëà ðàññìîòðåíà àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷àäëÿ äâóñâÿçíîé îáëàñòè, â [4℄ èññëåäîâàíà çàäà÷à äëÿ îäíîðÿäíîé ðåøåòêè. Â [16℄



98 Ñ.�. ÍÀÑÛ�ÎÂ, È.Ç. ÔÀÈÇÎÂðàññìîòðåíà âíåøíÿÿ ñìåøàííàÿ îáðàòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïî ïàðàìåòðó x , äîêà-çàíà ðàçðåøèìîñòü àíàëîãà óðàâíåíèÿ Ô.Ä. �àõîâà, ñëóæàùåãî äëÿ îïðåäåëåíèÿòî÷êè � îáðàçà áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè èñêîìîé îáëàñòè.Â äàííîé ñòàòüå äàåòñÿ ïîñòàíîâêà ñìåøàííîé îáðàòíîé êðàåâîé çàäà÷è ïî ïà-ðàìåòðó x íà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñ ïðîñòûìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ â ñëó÷àåïîëèãîíàëüíîé èçâåñòíîé ÷àñòè ãðàíèöû. Ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèåðåøåíèÿ, êîòîðîå çàâèñèò îò íåñêîëüêèõ àêöåññîðíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè �èêñèðî-âàííûõ àêöåññîðíûõ ïàðàìåòðàõ ýòî ïðåäñòàâëåíèå äàåò ðåøåíèå çàäà÷è, íî íå äëÿäàííîé, à äëÿ äðóãîé ïîëèãîíàëüíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ èìååò òå æåâåëè÷èíû óãëîâ, íî îòëè÷àåòñÿ äëèíàìè ñòîðîí è ïîëîæåíèåì òî÷åê âåòâëåíèÿ.Èçó÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâ-ëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ëîêàëüíîé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ: ïðè ìàëîìèçìåíåíèè àêöåññîðíûõ ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëèãîíàëüíàÿ ðèìàíîâà ïî-âåðõíîñòü íå ìîæåò îñòàâàòüñÿ íåèçìåííîé.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏîä ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ σ íàä C áóäåì ïîíèìàòü ïàðó σ = (R, π) , ãäå
R � àáñòðàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, π : R −→ C � ãîëîìîð�íîå îòîáðàæåíèå,íàçûâàåìîå ïðîåêöèåé.�èìàíîâà ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì íàä C � ýòî ïàðà σ = (R, π) , ãäå R = R ∪ ∂R �ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì ∂R , π : R −→ C � îòîáðàæåíèå, ãîëîìîð�íîå íà Rè íåïðåðûâíîå íà R (ïðîåêöèÿ).�èìàíîâû ïîâåðõíîñòè (ñ êðàåì) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâó-åò ãîìåîìîð�èçì ìåæäó íèìè, ñîõðàíÿþùèé ïðîåêöèè. Ýêâèâàëåíòíûå ïîâåðõíî-ñòè, êàê ïðàâèëî, îòîæäåñòâëÿþòñÿ.Ïóñòü σ = (R, π) � êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì ∂R , ñîñòîÿùèìèç îäíîé êîìïîíåíòû, è êðèâàÿ Γ îáõîäèò ∂R â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Áó-äåì ãîâîðèòü, ÷òî σ îãðàíè÷åíà êðèâîé γ , åñëè π(Γ) = γ . Â äàëüíåéøåì íå áóäåìäåëàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó äóãàìè êðèâîé Γ è èõ ïðîåêöèÿìè íà C . Ïóñòü R = R\∂R ,
π = πR . Åñëè σ = (R, π) îãðàíè÷åíà êðèâîé γ , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðèìàíîâàïîâåðõíîñòü σ = (R, π) òàêæå îãðàíè÷åíà êðèâîé γ . ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå σîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò σ , è íàîáîðîò, åñëè çàäàíà σ , òî σ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîíåé îäíîçíà÷íî.Çà�èêñèðóåì ÷èñëà r ∈ N , C ∈ C è l > 0 . Ïóñòü α1, . . . , αn � íåêîòîðûå ÷èñëà,
αk ∈ (0, 2), βk = αk − 1, k = 1, . . . , n,

n∑

k=1

βk = −(2r + 1). (1)Ïóñòü Dζ � âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü ζ -ïëîñêîñòè,
△ = {−→s = (s2, . . . , sn−1) ∈ R

n−2| − 1 < s2 < · · · < sn−1 < 1},

D̃r
ζ = {(w1

0 , . . . , w
r
0) ∈ Dr

ζ | w
j
0 6= wi

0, j 6= i, j, i = 1, . . . , r}.Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Λ = Λr(α1, . . . , αn, l, C) ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé (R0, π0) ,äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò êîí�îðìíûé ãîìåîìîð�èçì G : Dζ −→ R0 òàêîé, ÷òî
π0 ◦G = z̃ , ãäå

z̃(ζ,−→s ,−→w0) = C +
l

πi

ζ∫

−1

Π(ζ,−→s )P (ζ,−→w0) dζ (2)åñòü îáîáùåííûé èíòåãðàë Êðèñòî��åëÿ �Øâàðöà,
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Π(ζ,−→s ) =

n∏

j=1

(ζ − sj)
βj , s1 = −1, sn = 1, −→s = (s2, . . . , sn−1) ∈ △, (3)

P (ζ,−→w0) =
r∏

k=1

(ζ − wk
0 )(ζ − wk

0), −→w0 = (w1
0 , . . . , w

r
0) ∈ Dr

ζ . (4)�àññìîòðèì ïîâåðõíîñòü (R0, π0) èç ïðîñòðàíñòâà Λ = Λr(α1, . . . , αn, z1, l)(ðèñ. 1). Îíà èìååò r ïðîñòûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ z1
0 , z

2
0 , . . . , z

r
0 è îãðàíè÷åíà íåêî-òîðîé ëîìàíîé L0 ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ zj = z̃(sj ,

−→s ,−→w 0), j = 1, . . . , n, è âáåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå. Òî÷êè sj , j = 1, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ ïðîîáðàçàìè êîíå÷-íûõ âåðøèí ëîìàíîé, òî÷êè wk
0 , k = 1, . . . , r, � ïðîîáðàçàìè òî÷åê âåòâëåíèÿ. Óãîëïîâåðõíîñòè (R0, π0) â âåðøèíå zj ðàâåí παj . Îáîçíà÷èì ÷åðåç L1 ÷àñòü ëîìàíîé

L0, ïîëó÷àþùóþñÿ èç íåå îòáðàñûâàíèåì äâóõ ëó÷åé l∗ è l∗∗, èäóùèõ èç òî÷åê z1è zn âíèç.ßñíî, ÷òî åñëè (R0, π0) îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì (2), òî C = z1, l = x1 −xn,ãäå xk = Re zk, è, òàêèì îáðàçîì,
z̃(ζ,−→s ,−→w0) = z1 +

x1 − xn

πi

ζ∫

−1

Π(ζ,−→s )P (ζ,−→w0) dζ.Çàäà÷à. Òðåáóåòñÿ ðàçáèòü (R0, π0) íà äâå ÷àñòè (R1, π1) è (R2, π2) êðè-âîé L2, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó GR(xn, x1) ãðà�èêîâ Γf íåïðåðûâíûõ�óíêöèé f íà [xn, x1] , òàê, ÷òîáû ãðàíèöà (R1, π1) ñîñòîÿëà èç ëîìàíîé L1 èêðèâîé L2, è ñóùåñòâîâàë ãîìåîìîð�èçì Z : Dζ −→ R1 , êîí�îðìíûé â Dζ èòàêîé, ÷òî Re z(ξ) = H(ξ), |ξ| ≥ 1, ãäå z = π1 ◦ Z .Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî H̃(ξ) = H(−1/ξ) íà (−1, 1) ÿâëÿåòñÿ äè��å-ðåíöèðóåìîé �óíêöèåé ñ ãåëüäåðîâîé ïðîèçâîäíîé H̃ ′(ξ) = 1/ξ2 h(−1/ξ) > 0 , ãäå
h(ξ) = H ′(ξ) , ïðè÷åì íà êîíöàõ îòðåçêà h èìååò ñòåïåííûå îñîáåííîñòè:

h(ξ) = |ξ − 1|γ
∗−1|ξ + 1|γ

∗∗−1h∗(ξ),ãäå h∗(ξ) > 0 è îãðàíè÷åíà ïðè 1 < |ξ| <∞, γ∗ > 0, γ∗∗ > 0.



100 Ñ.�. ÍÀÑÛ�ÎÂ, È.Ç. ÔÀÈÇÎÂÈç óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà H(ξ) , ñëåäóåò, ÷òî |h(ξ)| ≤ C|ξ|−2 â îêðåñòíîñòèáåñêîíå÷íîñòè.Áóäåì íàçûâàòü �óíêöèþ z(ζ) ðåøåíèåì çàäà÷è, ïîñêîëüêó ïî íåé ñðàçó îäíî-çíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ L2 , (R1, π1) è (R2, π2) .2. Ïîñòðîåíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿÎãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà α1 ≤ 1, αn ≤ 1. Ïóñòü z(ζ) � ðåøå-íèå çàäà÷è. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, íà êîòîðûõ ëåæàò ñòîðîíû ïîëèãîíà L1 :
akx− bky = ck, k = 1, . . . , n− 1.Ïóñòü −1 = t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn = 1 � ïðîîáðàçû âåðøèí ëîìàíîé

L1 ïðè îòîáðàæåíèè z , ζ1
0 , . . . , ζ

r
0 � ïðîîáðàçû òî÷åê âåòâëåíèÿ. Îáîçíà÷èì −→

t =

= (t2, t3, . . . , tn−1),
−→
ζ0 = (ζ1

0 , . . . , ζ
r
0 ) .Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè z(ζ) èìååì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷óâ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Dζ :

akdx(t)/dt− bkdy(t)/dt = 0, t ∈ [tk, tk+1], k = 1, . . . , n− 1, (5)
dx(t)/dt = h(t), t ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞). (6)Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé �èëüáåðòà ñ ðàçðûâíûìè êîý��èöèåíòà-ìè â Dζ :

Re [(a(t) + ib(t))dz(t)/dt] = c(t), t ∈ (−∞,∞),ãäå
a(t) =





ak, t ∈ [tk, tk+1], k = 1, . . . , n− 1,

1, t ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞),

b(t) =





bk, t ∈ [tk, tk+1], k = 1, . . . , n− 1,

0, t ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞),

c(t) =





0, t ∈ [−1, 1],

h(t), t ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞).Íàïîìíèì, êàê âåäåò ñåáÿ ïðîèçâîäíàÿ êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ â îêðåñòíî-ñòè òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé óãëîâîé.Ñïðàâåäëèâà (ñì., íàïðèìåð, [17℄)Ëåììà 1. Ïóñòü z = F (ζ) � êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå êðóãà | ζ |< 1 íàîáëàñòü D, ïðè êîòîðîì òî÷êà ζ0 = eiγ0 ïåðåõîäèò â óãëîâóþ òî÷êó z0 = F (eiγ0) ,îáðàçîâàííóþ äóãàìè Γ1, Γ2 ∈ C1+β , β > 0 , ëåæàùèìè íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè D .Òîãäà äëÿ ïðîèçâîäíîé dF/dζ â ýòîé òî÷êå èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå
dF (ζ)/dζ = (ζ − ζ0)

α−1f(ζ),ãäå f(ζ) � íåïðåðûâíàÿ â îêðåñòíîñòè ζ = ζ0 �óíêöèÿ, ïðè÷åì f(ζ0) 6= 0 .



ËÎÊÀËÜÍÀß ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ �ÅØÅÍÈß. . . 101�àçóìååòñÿ, àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèéïîëóïëîñêîñòè.Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (5), (6) ñëåäóåò èñêàòü â êëàññå �óíê-öèé dz(ζ)/dζ , îãðàíè÷åííûõ â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì ïîëèãîíà ñ óã-ëàìè, áîëüøèìè π , èìåþùèõ èíòåãðèðóåìûå îñîáåííîñòè â îñòàëüíûõ è ïðîñòûåíóëè â òî÷êàõ ζj
0 , j = 1, . . . , r , ïîðÿäêà 1 .Ïîñòðîèì êàíîíè÷åñêóþ �óíêöèþ îäíîðîäíîé çàäà÷è �èëüáåðòà, ñîîòâåòñòâó-þùóþ çàäà÷å (5), (6).Çàïèøåì êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è �èëüáåðòà â âèäå

Re[(a(t) + ib(t))Φ(t)] =
h(t)

r∏
j=1

|t− ζj
0 |

2

,ãäå
Φ(ζ) =

dz(ζ)/dζ

P (ζ,
−→
ζ 0)

.Ïóñòü âåòâü �óíêöèè Π(ζ,
−→
t ) çà�èêñèðîâàíà òàê, ÷òî Re Π(ζ,

−→
t ) = 0 âäîëü âå-ùåñòâåííîé îñè. Âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè �óíêöèè Π(ζ,

−→
t ) óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèþ (3). Ôóíêöèÿ Π(ζ,

−→
t ) äàåò ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è �èëüáåðòà. Ïîýòî-ìó ìîæåì âçÿòü �óíêöèþ Π(ζ,

−→
t ) çà êàíîíè÷åñêóþ �óíêöèþ îäíîðîäíîé çàäà÷è.Çàïèøåì òåïåðü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è �èëüáåðòà (ñì., íàïðèìåð, [18℄):

Φ(ζ) =
Π(ζ,

−→
t )

πi

∫

|ξ|>1

h(ξ)dξ

Π(ξ,
−→
t )

r∏
j=1

|ξ − ζj
0 |

2(ξ − ζ)
+B(ζ)Π(ζ,

−→
t ), (7)ãäå B(ζ) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí.Èç (3) è (1) ñëåäóåò, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè

|Π(ζ,
−→
t )| ∼

k

|ζ|2r+1
.Äëÿ òîãî ÷òîáû èñêîìûé êîíòóð áûë êîíå÷åí, ñëåäóåò ïîëîæèòü B(ζ) ≡ 0 , òàê êàê

Π(ζ,
−→
t )P (ζ,

−→
ζ0 ) ∼

1

ζ
, ζ −→ ∞.Èòàê, äîêàçàíàÒåîðåìà 1. Ïóñòü α1 ≤ 1 è αn ≤ 1 . Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è, òîîíî èìååò âèä

z(ζ) = z(ζ,
−→
t ,

−→
ζ0) = z1 +

1

πi

ζ∫

−1

Π(ζ,
−→
t )P (ζ,

−→
ζ0 ) dζ×

×

∫

|ξ|>1

h(ξ)

Π(ξ,
−→
t )P (ξ,

−→
ζ0)(ξ − ζ)

dt, (8)ãäå −1 = t1 < t2 < t3 < · · · < tn−1 < tn = 1 � ïðîîáðàçû âåðøèí ëîìàíîé è
ζ1
0 , . . . , ζ

r
0 � ïðîîáðàçû òî÷åê âåòâëåíèÿ.



102 Ñ.�. ÍÀÑÛ�ÎÂ, È.Ç. ÔÀÈÇÎÂÒàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ (R, π) ∈ Λ ðåøåíèå çàäà÷è (åñëè îíî ñóùåñòâóåò)èìååò âèä (8) . Äîêàæåì, â íåêîòîðîì ñìûñëå, îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ −→
t ∈ △ è −→

ζ0 ∈ D̃r
ζ �îðìóëà (8) äàåò ðåøåíèå çàäà÷èäëÿ íåêîòîðîãî (R, π) ∈ Λ .Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

Im

∫

|ξ|>1

h(ξ) dξ
∏

(ξ,−→s )P (ζ,
−→
ζ0)(ξ − ζ)

= Im

∫

|ξ|>1

h(ξ)(ξ − ζ) dξ

Π(ξ,−→s )P (ζ,
−→
ζ0)|ξ − ζ|2

=

= Im ζ

∫

|ξ|>1

h(ξ) dξ

Π(ξ,−→s )
r∏

j=1

|ξ − ζ
j

0|
2|ξ − ζ|2

> 0ïðè ζ ∈ Dζ , òî â ñèëó (8)
dz(ζ,

−→
t ,

−→
ζ0)

dζ
6= 0,

ζ ∈ Dζ , ζ 6= ζj
0 , j = 1, . . . , r .Ñëåäîâàòåëüíî, z(ζ,−→t ,−→ζ0) ëîêàëüíî îäíîëèñòíà, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ζ = ζj

0
,

j = 1, . . . , r . �àññìîòðèì ïàðó (R1, π1) , ãäå R1 = Dζ , π1(ζ) = z(ζ) .Èç �îðìóëû (8) ñ ïîìîùüþ �îðìóë Ñîõîöêîãî ïîëó÷èì, ÷òî íà ó÷àñòêå {|ξ| ≥

≥ 1} èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Re z(ξ) = H(ξ) . Òàê êàê H̃ ′(t) > 0 , t ∈ (−1, 1) ,ãäå H̃(t) = H(−1/t) , òî z(ζ,
−→
t ,

−→
ζ0) ëîêàëüíî îäíîëèñòíà íà ó÷àñòêå {|ξ| > 1},âêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòü ãðàíèöû (R1, π1)ÿâëÿåòñÿ êðèâîé L2 èç GR(xn, x1). Ïðèêëåèâàÿ ê (R1, π1) âäîëü L2 âåðòèêàëüíóþîäíîëèñòíóþ ïîëóïîëîñó (R2, π2) ñ ãðàíèöåé L2 è ëó÷àìè, èäóùèìè èç êîíöîâ L2âíèç, ïîëó÷èì ïîëèãîíàëüíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü (R0, π0) .Èç àíàëèçà (8) íà ó÷àñòêå {|ξ| ≤ 1} ïîëó÷èì, ÷òî ãðàíèöåé (R0, π0) ÿâëÿ-åòñÿ (n + 1)-çâåííàÿ ëîìàíàÿ, à óãëîâûå òî÷êè (R0, π0) èìåþò ðàñòâîðû παk,

k = 1, . . . , n. Òàêèì îáðàçîì, (R0, π0) ∈ Λ , è òåîðåìà 2 äîêàçàíà.3. Ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿÇà�èêñèðóåì íàáîð ïàðàìåòðîâ (
−→
t ,

−→
ζ0) ∈ △ × D̃r

ζ . Ñ ïîìîùüþ �óíêöèè
z(ζ,

−→
t ,

−→
ζ0) , îïðåäåëåííîé ïî �îðìóëå (8), ñîïîñòàâèì äàííîìó íàáîðó ïàðàìåò-ðîâ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ1 = (R1, π1) ñ ãðàíèöåé, ñîñòîÿùåé èç ëîìàíîé L1 ñâåðøèíàìè z1, . . . , zn è íåêîòîðîé êðèâîé L2 .Äîñòðîèì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ1 = (R1, π1) äî ïîëèãîíàëüíîé ðèìàíîâîéïîâåðõíîñòè σ0 = (R0, π0) ïóòåì ïðèêëåèâàíèÿ ê íåé îäíîëèñòíîé âåðòèêàëüíîéêðèâîëèíåéíîé ïîëóïîëîñû (R2, π2) ñ ãðàíèöåé, ñîñòîÿùåé èç êðèâîé L2 è äâóõëó÷åé, èñõîäÿùèõ âíèç èç êîíöîâ êðèâîé L2 . Ñ ïîìîùüþ �óíêöèè z̃(ζ,−→s ,−→w 0) ,îïðåäåëåííîé ïî �îðìóëå (2), ñîïîñòàâèì ïîëó÷åííîé ìíîãîóãîëüíîé ðèìàíîâîéïîâåðõíîñòè σ0 = (R0, π0) ∈ Λ íàáîð ïàðàìåòðîâ (−→s ,−→w 0) ∈ △ × D̃r

ζ . Ýòîò íàáîðîïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.Îáîçíà÷èì (−→s ,−→w0) = q(σ0). Òîãäà îïðåäåëåíà ñóïåðïîçèöèÿ (−→s ,−→w0) =

= p(
−→
t ,

−→
ζ0 ) = q(σ0(

−→
t ,

−→
ζ0)), äåéñòâóþùàÿ èç △× D̃r

ζ â △× D̃r
ζ .Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿÒåîðåìà 3. Îòîáðàæåíèå p : △ × D̃r

ζ 7→ △ × D̃r
ζ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî îä-íîëèñòíûì, íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûì, è åãî ÿêîáèàí îòëè÷åí îò íóëÿ â

△× D̃r
ζ .



ËÎÊÀËÜÍÀß ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ �ÅØÅÍÈß. . . 103Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ
f : (

−→
t ,

−→
ζ 0) 7→ (

−→
l ,−→z 0), g : (−→s ,−→w 0) 7→ (

−→
l̃ ,

−→
z̃ 0),ãäå íàáîðû ïàðàìåòðîâ

(
−→
l ,−→z 0) = (l1, . . . , ln−2, z

1
0 , . . . , z

r
0),

(
−→
l̃ ,

−→
z̃ 0) = (l̃1, . . . , l̃n−2, z̃

1
0 , . . . , z̃

r
0),à lk è l̃k � äëèíû ñòîðîí ãðàíè÷íûõ ëîìàíûõ, zj

0, j = 1, . . . , r, è z̃i
0, i = 1, . . . , r, �ïðîåêöèè òî÷åê âåòâëåíèÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ îòîá-ðàæåíèÿìè (8) è (2) ñîîòâåòñòâåííî. Èìååì

lk =

tk+1∫

tk

∣∣∣dz(ξ,−→t ,
−→
ζ0)/dξ

∣∣∣ dξ, zj
0 = z(ζj

0 ,
−→
t ,

−→
ζ 0), (9)

l̃k =

sk+1∫

sk

|dz̃(ξ,−→s ,−→w0)/dξ| dξ, z̃j
0 = z̃(wj

0,
−→s ,−→w 0), (10)ãäå k = 1, . . . , n− 2, j = 1, . . . , r.Åñëè ïîêàæåì, ÷òî ÿêîáèàíû îòîáðàæåíèé f è g îòëè÷íû îò íóëÿ, òî îòîáðàæå-íèå p áóäåò ëîêàëüíî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóïåðïîçèöèè g−1 ◦ f , ãäå g−1 � ¾âåòâü¿îáðàòíîé ê g �óíêöèè, îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè. Çíà-÷èò, ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé �óíêöèè îòîáðàæåíèå p áóäåò ëîêàëüíî îäíîëèñòíûì,è åãî ÿêîáèàí íå ðàâåí íóëþ. Èòàê, äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 2. ßêîáèàíû îòîáðàæåíèé f è g îòëè÷íû îò íóëÿ â △× D̃r

ζ .Äîêàçàòåëüñòâî. �àññóæäàÿ êàê è â [3℄, ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f è gíåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû.Ïðèäàäèì ïàðàìåòðàì tν , ν = 2, . . . , n− 1, è ζj
0 , j = 1, . . . , r, ìàëûå ïðèðàùå-íèÿ (âàðèàöèè).Çàïèøåì âàðèàöèè äëèí ëîìàíîé L1 : δlk, k = 1, . . . , n− 2, è âàðèàöèè ïðîåê-öèé òî÷åê âåòâëåíèé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè R1 : δzj

0
, j = 1, . . . , r :

δlk =

n−1∑

ν=2

∂lk
∂tν

δtν +

r∑

j=1

∂lk

∂ζj
0

δζj
0 +

r∑

j=1

∂lk

∂ζ
j

0

δζ
j

0, k = 1, . . . , n− 2,

δzj
0 =

n−1∑

ν=2

∂zj
0

∂tν
δtν +

r∑

j=1

∂zj
0

∂ζj
0

δζj
0 +

r∑

j=1

∂zj
0

∂ζ
j

0

δζ
j

0, j = 1, . . . , r.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ f íå ðàâåí íóëþ, äîñòàòî÷íîïîêàçàòü, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà
δlk = 0, k = 1, . . . , n− 2, δzj

0 = 0, j = 1, . . . , r, (11)èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå δtν = 0, ν = 2, . . . , n− 1, è δζj
0 = 0, j = 1, . . . , r, òîåñòü ïðè ðàâåíñòâå íóëþ âàðèàöèé ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èí δlk, k = 1, . . . , n− 2,è δzj

0, j = 1, . . . , r, îïðåäåëÿþùèõ ïîëèãîíàëüíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü, îáðàùà-þòñÿ â íóëü âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ δtk è δζj
0 .



104 Ñ.�. ÍÀÑÛ�ÎÂ, È.Ç. ÔÀÈÇÎÂÏðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñèñòåìà (11) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå δtν , ν =
= 2, . . . , n− 1, δζj

0 , j = 1, . . . , r. �àññìîòðèì âàðèàöèþ δz(ζ) = δx(ζ) + iδy(ζ)�óíêöèè z(ζ) . Ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è
aνδx(t) − bνδy(t) = δcν , t ∈ [tν , tν+1], ν = 1, . . . , n− 1, δx(t) = 0, |t| > 1.Äîêàæåì, ÷òî δcν = 0, ν = 1, . . . , n− 1. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì óðàâíåíèÿ ñòîðîíëîìàíîé â âèäå (x− xν) cos γνπ + (y − yν) sin γνπ = 0, èëè

x cos γνπ + y sin γνπ = xν cos γνπ + yν sinγνπ.Çäåñü γνπ = −
∑ν

j=1
(αj − 1)π � óãîë íàêëîíà íîðìàëè ê ν -é ñòîðîíå ëîìàíîé.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî aν = cos γνπ, bν = sin γνπ, cν =

= xν cosγνπ + yν sin γνπ .Èìååì xν+1 −xν = −lν sin γνπ, yν+1− yν = −lν cos γνπ. Åñëè δlν = 0, òî ó÷èòû-âàÿ, ÷òî γν � êîíñòàíòà, ïîëó÷àåì, ÷òî δxν+1 = δxν , δyν+1 = δyν , ν = 1, . . . , n− 1.Òàê êàê δx1 = δy1 = 0, òî δxν = δyν = 0, ν = 1, . . . , n, îòêóäà
δcν = δxν cos γνπ + δyν sin γνπ = 0.Èòàê, δz ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è �èëüáåðòà

aνδx(t) + bνδy(t) = 0, t ∈ [tν , tν+1], ν = 1, . . . , n− 1,

δx(t) = 0, |t| > 1.Èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå �óíêöèè δ(dz/dζ) â òî÷êàõ tν è íà áåñ-êîíå÷íîñòè. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè z(ζ,−→t ,−→ζ0 ) ïî ζ , à çàòåì � åå âàðèàöèþïî ïåðåìåííûì tν , ν = 2, . . . , n− 1, ζj
0 , j = 1, . . . , r.Èìååì

dz(ζ)

dζ
=

1

πi

n∏

ν=1

(ζ − tν)αν−1

r∏

j=1

(ζ − ζj
0)(ζ − ζ

j

0)×

×

∫

|t|>1

h(t)dt
∏n

ν=1
(t− tν)αν−1

∏r

j=1
(t− ζj

0)(t− ζ
j

0)(t− ζ)
,

δ
dz(ζ)

dζ
=

1

πi


−

n−1∑

ν=2

δtν(αν − 1)

ζ − tν
−

r∑

j=1

δζj
0

ζ − ζj
0

−

r∑

j=1

δζ
j

0

ζ − ζ
j

0


×

×

r∏

j=1

(ζ − ζj
0)(ζ − ζ

j

0) ·

n∏

ν=1

(ζ − tν)αν−1×

×

∫

|t|>1

h(t)

t− ζ
·

1
∏r

j=1
(t− ζj

0
)(t− ζ

j

0) ×
∏n

ν=1
(t− tν)αν−1

+

+
1

πi

r∏

j=1

(ζ − ζj
0)(ζ − ζ

j

0) ×

n∏

ν=1

(ζ − tν)αν−1×

×

∫

|t|>1

h(t)

t− ζ
·

1
∏r

j=1
(t− ζj

0)(t− ζ
j

0) ·
∏n

ν=1
(t− tν)αν−1

×

×


−

n−1∑

ν=2

δtν(αν − 1)

t− tν
−

r∑

j=1

δζj
0

t− ζj
0

−

r∑

j=1

δζ
j

0

t− ζ
j

0


 dt. (12)



ËÎÊÀËÜÍÀß ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ �ÅØÅÍÈß. . . 105Ïóñòü ζ → −1 (ñëó÷àé, êîãäà ζ → 1, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Òîãäà
d

dζ
δz(ζ) = (ζ + 1)α1−1ψ(ζ)

∫

|t|>1

(t+ 1)γ1−α1

t− ζ
ψ1(t) dt, (13)ãäå �óíêöèÿ ψ(ζ) àíàëèòè÷íà è íå ðàâíà íóëþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

ζ = −1 , à ψ1(t) ãåëüäåðîâà è íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = −1 íàïðÿìîé.Èç ñâîéñòâ èíòåãðàëà òèïà Êîøè (ñì., íàïðèìåð, [18, ãë. 1, � 8℄) ïîëó÷èì, ÷òî
δz(ζ) = O(1), ζ → −1. (14)Àíàëîãè÷íî ïîêàæåì, ÷òî
δz(ζ) = O(1), ζ → 1. (15)Ïóñòü ζ → tν , ν = 2, . . . , n− 1. Èç (12) ñëåäóåò, ÷òî

d

dζ
δz(ζ) = (ζ − tν)αν−2ψ(ζ),ãäå �óíêöèÿ ψ(t) àíàëèòè÷íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè tν . Òîãäà

δz(ζ) =

{
O((ζ − tν)αν−1), αν < 1,

O(1), αν > 1,
ζ → tν . (16)Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ζ → ∞ . Òîãäà â ñèëó (8) è ñ ó÷åòîì (1)ïîëó÷èì

d

dζ
(δz(ζ)) = I1(ζ) + I2(ζ),ãäå

I1(ζ) ∼ ζ−2 Ω1(ζ)Φ1(ζ), I2(ζ) ∼ ζ−1 Ω2(ζ), ζ → ∞. (17)Çäåñü
Ω1(ζ) =

∫

|t|>1

φ(t)

t− ζ
dt, Ω2(ζ) =

∫

|t|>1

φ(t)

t− ζ
Φ2(t) dt,ãäå

φ(t) =
h(t)

Π(t,
−→
t )P (t,

−→
ζ0 )

,

Φ1(ζ) = O(1) , ζ → ∞ , Φ2(t) = O(t−1) , t → ∞ . Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ t−2h(1/t)ãåëüäåðîâà, òî ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì
Ω1 = −w

1∫

−1

φ(1/t)

t(t− w)
dt,ãäå w = 1/ζ. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ φ(1/t) ãåëüäåðîâà, òî èç �îðìóë Ñîõîöêîãîñëåäóåò, ÷òî Ω1 ∼ w = 1/ζ , ζ → ∞ . Äëÿ Ω2 àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî Ω2 ∼ 1/ζ ,

ζ → ∞ .Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (17) ïîëó÷èì d(δz(ζ))/dζ ∼ C1ζ
−2 , ζ(ζ) → ∞ , ãäå

C1 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, à çíà÷èò,
δz = O(1), ζ → ∞. (18)
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δz(ζj

0) = 0, j = 1, . . . , r. (19)�àññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå z(ζ,−→t ,−→ζ0) â îêðåñòíîñòè òî÷êè ζj
0 . Ñ ó÷åòîì òîãî,÷òî z(ζj

0 ,
−→
t ,

−→
ζ0) = zj

0 , ïîëó÷èì
z(ζ,

−→
t ,

−→
ζ0 ) = zj

0 + a2(ζ − ζj
0)2 + · · · = zj

0 + (ζ − ζj
0)2 Φ(ζ,

−→
t ,

−→
ζ 0),ãäå Φ(ζ,

−→
t ,

−→
ζ 0) � íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ ïî âñåì ïàðàìåòðàì è àíàëèòè-÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ζj

0 �óíêöèÿ. Òîãäà, â ñèëó óñëîâèÿ δzj
0 = 0 èìååì

δz(ζ,
−→
t ,

−→
ζ 0) = −2(ζ − ζj

0) δζj
0 Φ(ζ,

−→
t ,

−→
ζ 0) + (ζ − ζj

0)2 δΦ(ζ,
−→
t ,

−→
ζ 0).Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî (19).�àññìîòðèì �óíêöèþ

w(ζ) =
δz

(ζ − t1)(ζ − tn)Π(ζ,
−→
t )P (ζ,

−→
ζ0)

. (20)Îíà àíàëèòè÷íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ζj
0
, j = 1, . . . , r,â êîòîðûõ èìååò â ñèëó (19) óñòðàíèìûå îñîáåííîñòè, íåïðåðûâíà íà âåùåñòâåííîéîñè, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê tj , j = 1, . . . , n.Äîêàæåì, ÷òî íà âåùåñòâåííîé îñè, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê tj , j = 1, . . . , n,âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå Imw(t) = 0 . Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ïðè ïðîáåãàíèèïåðåìåííîé t ïî ó÷àñòêó [tν , tν+1] îáðàç z(t) áóäåò ïðîáåãàòü ïî ó÷àñòêó [zk, zk+1] ,òî àðãóìåíòû �óíêöèè δz è ïðîèçâåäåíèÿ ñîâïàäàþò ëèáî îòëè÷àþòñÿ íà π , ñëå-äîâàòåëüíî, èõ îòíîøåíèå åñòü âåùåñòâåííàÿ âåëè÷èíà.Ïî ïðèíöèïó ñèììåòðèè ïðîäîëæèì �óíêöèþ w â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòüïëîñêîñòè ζ . Ñèììåòðèÿ ñîâåðøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè, çà èñêëþ-÷åíèåì, ìîæåò áûòü, òî÷åê tν , ν = 1, . . . , n . Ïîñêîëüêó â òî÷êàõ tν , ν = 1, . . . , n,è ζj

0
, j = 1, . . . , r, â ñèëó (14)�(16) �óíêöèÿ (20) èìååò ñàìîå áîëüøåå èíòåãðèðóå-ìûå îñîáåííîñòè, òî ïîëó÷èì, ÷òî â äàííûõ òî÷êàõ �óíêöèÿ w èìååò óñòðàíèìûåîñîáåííîñòè. Ïîýòîìó �óíêöèÿ w ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîð�íîé âî âñåé ïëîñêîñòè ζ .Â ñèëó (1) è (18) ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ ïîëó÷èì, ÷òî w(ζ) ≡ 0 . Ñëåäîâàòåëüíî,

δz(ζ) = δz(ζ,
−→
t ,

−→
ζ0) ≡ 0 .Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (12) , ÷òîáû äîêàçàòü ðàâåíñòâà δtν = 0 è δζj

0 = 0äëÿ ëþáûõ ν = 2, . . . , n− 1, j = 1, . . . , r. �àçäåëèâ ðàâåíñòâî (12) íà (ζ − tν)αν−1 ,ïîëó÷èì
δtν(αν − 1)

ζ − tν
+O(1) = 0, ζ → tν .Ñëåäîâàòåëüíî, δtν = 0. Àíàëîãè÷íî, ðàçäåëèâ (12) íà (ζ − ζj

0), ïîëó÷èì
δζj

0

(ζ − ζj
0)2

+O(1) ≡ 0, ζ → ζj
0 .Ñëåäîâàòåëüíî, δζj

0 = 0.Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ f íå ðàâåí íóëþ. Äëÿ �óíêöèè gïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ìåñòàìè óïðîùàþòñÿ. Òàêèì îá-ðàçîì, ëåììà 2 äîêàçàíà.Èç ëåììû 2, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.
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