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Аннотация

Проведены модификации двух математических моделей динамического деформиро-
вания и возможного разрушения массивов льда путем дополнения их эксперименталь-
ными функциями и константами. В качестве этих функций и констант использованы
как собственные экспериментальные данные, так и результаты других авторов, получен-
ные из анализа современной научной литературы. В первой модели упругопластическое
деформирование льда описывается с помощью соотношений, предложенных С.С. Григо-
ряном. Они дополнены нелинейной необратимой экспериментальной зависимостью объ-
емной сжимаемости льда от давления. Основу второй модели составляют уравнения льда
как повреждающейся разносопротивляющейся среды с пределом текучести, зависящим
от скорости деформаций. Осуществлена реализация этих моделей с помощью компью-
терных программ для математического моделирования динамических процессов удар-
ного взаимодействия сред с элементами конструкций. Верификация модифицированных
программных средств проведена путем сравнения известных опытных данных с резуль-
татами проведенных численных расчетов процессов ударного взаимодействия ледяных
изделий с жесткими преградами. Сделан вывод о возможности использования предлага-
емых модифицированных программ для оценки силового воздействия льда на элементы
конструкций в рассмотренном диапазоне скоростей соударения.
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Введение

Экспериментально-теоретические исследования процессов ударного взаимодей-
ствия льда с элементами конструкций активно развиваются в настоящее время как
зарубежом [1–7], так и в нашей стране [8–14]. Здесь перечислены лишь наиболее
характерные, на наш взгляд, публикации. На самом деле их достаточно много, их
актуальность связана прежде всего с необходимостью обеспечения безопасной экс-
плуатации технических объектов в воздухе (авиация, авто), на воде и под водой (су-
доходство, нефтяные платформы в Арктике), в космосе (спутники и космические
станции) и т. д. В силу дороговизны натурных экспериментов большинство опубли-
кованных опытных данных по динамическому нагружению льда посвящены изуче-
нию процессов соударения ледяных тел цилиндрической или сферической формы с
различными преградами в лабораторных условиях. Предлагаемые теоретические и
численные модели рассматриваемых процессов чаще всего базируются на результа-
тах фундаментальных работ [2, 5], которые внедрены в коммерческие программы
LS-Dyna и ABAQUS. Процессы сверхзвукового (со скоростью 1 км/с) проника-
ния стального цилиндра в ледяную преграду моделировались в [9] при помощи
оригинальных авторских методик и программ. Полученные численные результаты
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позволили проанализировать динамику развития процессов разрушения и фраг-
ментации материала преграды. С помощью различных модификаций данных про-
грамм В.П. Глазыриным вместе с учениками решен широкий круг прикладных
задач о динамическом деформировании льда [10–12]. Вопросы разрушения мор-
ского льда рассмотрены в [13]. В [14] лед предлагается считать смесью различных
твердых фаз с соответствующими каждой фазе ударными адиабатами, что под-
тверждается экспериментами по соударению с высокими скоростями (>200 м/с).

В настоящей работе для численного моделирования процессов динамического
деформирования льда предлагаются две альтернативные модели. В первой упру-
гопластическое деформирование льда описывается с помощью хорошо себя заре-
комендовавшей модели С.С. Григоряна с нелинейной необратимой зависимостью
объемной сжимаемости от давления [15]. Для описания процессов динамического
деформирования сплошной среды используются основные соотношения физики,
выражающие законы сохранения массы, импульса, энергии и закон Гука:

ρ,t + (ρui),xi
= 0, (1)

(ρui),t + (ρuiuj − σij),xj
= 0, (2)

e,t + (euj − uiσij),xj
= 0, (3)

DSij

Dt
+ λtSij = 2µeij , (4)

где t – время, xi , (i = 1, 2, 3) – пространственные координаты, ui – компоненты
скорости по координате xi , ρ – плотность, ‖σij‖ – тензор истинных напряжений
Коши, который, в свою очередь, можно разложить на две компоненты: шаровую

и девиаторную – σij = −pδij + Sij, p = −1
3
σii , ‖Sij‖ – компоненты девиатора тен-

зора истинных напряжений Коши, ‖eij‖ – девиатор тензора скорости деформаций,

eij = εij − 1
3
εii, εij =

1
2

(ui,j + uj,i) . Оператор
D

Dt
, производная Яуманна, введен

в уравнение (3) для учета поворота тензора напряжений в эйлеровых координатах.
DSij

Dt
= Sij,t +ukSij,xk

−Sikωjk−Sjkωik , где ωij =
1
2

(ui,j − uj,i) ; e = ρ
(
ε +

uiui

2

)
–

полная энергия единицы объема сплошной среды, ε – внутренняя энергия едини-
цы массы; µ – модуль сдвига. Параметр λ характеризует суммарную работу Ap

пластических деформаций εp
rr, εp

zz, εp
rz :

λ =
3
σs

(
S2

rr + S2
zz + S2

zr + SrrSzz

)
δ, δ =

{
1, dAp/dt ≥ 0,

0, dAp/dt < 0,

Ap = (−Srr + p) dεp
rr + 2Srzε

p
rz + (−Szz + p) εp

zz.

В качестве критерия перехода из упругого в пластическое состояния использу-
ется условие текучести Мизеса, согласно которому, если имеет место неравенство

(
S2

rr + S2
zz + S2

zr + SrrSzz

) ≥ 1
3

σ2
s ,

где σs – предел текучести материала, то компоненты девиатора напряжений кор-
ректируются «посадкой» на поверхность текучести – умножением на множитель
1/
√

λ . Система (1)–)4) замыкается кривыми объемной сжимаемости льда:

p =

{
fn (ρ) , dp/dt > 0,

fn (ρ, ρ∗) , dp/dt ≤ 0.
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Эта зависимость в ограниченном диапазоне скоростей удара получена из лабора-
торных обращенных экспериментов по соударению ледяных мишеней с плоским
торцем цилиндрического мерного стержня Гопкинсона [16, 17]. Кривые разгрузки
близки к данным [2, 5], предел текучести зависит от скорости деформирования и
давления в соответствии с рекомендациями [2, 5].

Рассмотренные модели в виде соответствующих программных модулей реализо-
ваны в имеющихся и вновь создаваемых в ННГУ пакетах прикладных программ
Upsgod-2D, Upsgod-3D, основанных на модификациях явного метода С.К. Годунова
для решения задач динамического деформирования сплошных сред. С целью вери-
фикации предложенных моделей проведены серии численных расчетов процессов
соударения с разной скоростью ледяного шара с абсолютно жесткой преградой.
Полученные величины сил сопротивления по модели с нелинейной диаграммой
объемной сжимаемости льда сопоставлены с экспериментальными и численны-
ми данными [5]. Необходимо отметить, что рамки применимости данной модели
ограничены из-за ограниченности имеющихся у нас экспериментальных данных
по объемной сжимаемости льда, как при малых скоростях соударения, так и при
достаточно больших (>200 м/с), на что вполне обоснованно обратили внимание
авторы [14].

Вторая модель динамического поведения льда, как повреждающейся среды, ос-
нована на работах [17, 18]. Впервые данная модель была реализована в Upsgod-2D
для описания процессов ударного взаимодействия тел с бетонными и некоторыми
другими металлическими сеточными преградами, равно как и лед, являющимися
характерными представителями разносопротивляющихся сред. Для таких сред
предполагается, что их динамическое деформирование включает три варианта со-
стояния. Первое состояние упругого деформирования описывается законом Гука
для изотропной однофазной среды. Зона упругого поведения материала ограни-
чивается уравнением поверхности текучести с частичными повреждениями струк-
туры следующего вида:

Fp (σij , e, υ, ω) = σi −
(

Ap − BpI

1− γBpI

)
β (ϕ) q (ω, υ) = 0.

Здесь σi и I – интенсивность девиатора напряжений и первый инвариант тензора
напряжений I = σijδij соответственно, отнесенные к величине предела прочно-
сти при одноосном сжатии σc ; υ – параметр упрочнения; ω ∈ [0, 1] – параметр
поврежденности; Ap, Bp, γ – функции скорости деформаций e , определяемые че-
рез экспериментальные данные о пределах текучести при одноосном сжатии σ0

Tc

и одноосном растяжении σ0
Tp .

Функция β (ϕ) описывает влияние угла ϕ фазы девиатора напряжений, опре-
деляемого соотношением

cos (3ϕ) =
J ′3
2

(
9
σ2

i

)3/2

,

где J ′3 – третий инвариант (детерминант) девиатора напряжений.
Второе состояние соответствует процессу равновесного упругопластического де-

формирования среды с законом течения, ассоциированным с уравнением поверхно-
сти текучести. Процесс упрочнения (восходящая ветвь диаграммы деформирова-
ния) сопровождается процессом накопления частичных повреждений материала.
Количественно повреждения описываются скалярным параметром поврежденно-
сти 0 ≤ ω ≤ 1 , при вычислении которого используется схема линейного сумми-
рования повреждений. Разрушение среды наступает при выполнении равенства
ω = 1 , соответствующего условию достижения текущей поверхностью текучести



140 Е.Г. ГЛАЗОВА и др.

Рис. 1. Фрагмент начальной сетки

в точке нагружения заданной поверхности разрушения. И наконец, третье состоя-
ние, соответствующее поведению материала в разрушенном состоянии, описыва-
ется моделью упругопластической среды с нулевым сопротивлением всесторон-
нему растяжению. В качестве физико-механических характеристик для указан-
ной модели повреждающегося льда были использованы данные из работ [1, 5].
Был выполнен единственный численный расчет, в котором моделировался обра-
щенный эксперимент по соударению составного конического ударника с преградой
из льда. Эксперимент, в котором замерялась сила сопротивления прониканию дан-
ного ударника в ледяную преграду, был проведен ранее [16]. Результаты сравнения
численных и опытных данных показали качественное и весьма удовлетворитель-
ное количественное соответствие [20]. По всей видимости, используемые исходные
данные требуют дальнейшего уточнения.

Целью настоящей работы является апробация двух численных моделей дина-
мического деформирования льда путем сравнения экспериментальных данных и
результатов расчетов задач соударения ледяного шарика с преградой и составного
конуса с ледяной мишенью.

Численные результаты

В работе [5] авторами была разработана модель льда, чувствительного к ско-
рости деформации, для описания процесса удара сферических градин о преграду.
Верификация модели осуществлена ими путем сопоставления численных расчетов
с экспериментальными данными при различных скоростях соударения. Лаборатор-
ные эксперименты проводились авторами на установке, реализующей стандартный
метод разрезного стержня Гопкинсона. Ударник в виде ледяного сферического ша-
рика диаметром 50.8 мм разгонялся газовой пушкой и ударял по стальной площад-
ке, установленной на мерном трубчатом стержне, с которого и снимались показа-
ния силы удара. Численные расчеты были выполнены в [5] при помощи коммерче-
ского программного обеспечения ABAQUS/Explicit с использованием собственной
модели динамического поведения льда в лагранжевой постановке.

Нами для апробации реализованной в имеющейся программе Upsgod-2D [21]
модели динамического поведения льда, основанной, в свою очередь, на модели
С.С. Григоряна, с экспериментально полученной нелинейной необратимой зави-
симостью объемной сжимаемости от давления также проведены серии расчетов
экспериментов авторов [5]. Сила сопротивления подсчитывалась путем интегриро-
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Рис. 2. Скорость удара 108.9 м/с

Рис. 3. Скорость удара 144.3 м/с

вания контактных усилий вдоль переменной поверхности контакта шарика с пло-
щадкой. На рис. 1 показан фрагмент начальной подвижной расчетной эйлеровой
сетки метода С.К.Годунова. Рис. 2–3 иллюстрируют силы сопротивления при уда-
рах ледяного шарика диаметром 50.8 мм при различных скоростях в сравнении
с [5]. На рис. 4 диаметр ледяного шарика равен 61 мм.

На рис. 5 показана сила сопротивления прониканию составного конуса в ледя-
ную преграду, полученная нами ранее из обращенного эксперимента и расчетов по
программе Upsgod-2D [21]. В обращенном лабораторном эксперименте в газовой
пушке разгонялся до скорости 155 м/с цилиндрический контейнер, заполненный
льдом, который ударял по ударнику, закрепленному на конце мерного стержня
Гопкинсона. Сила сопротивления снималась с мерного стержня путем интегриро-
вания показаний установленных на нем тензодатчиков. В расчетах по программе
Upsgod-2D сила сопротивления подсчитывалась путем интегрирования контактных
усилий вдоль переменной поверхности контакта льда с ударником. В качестве мо-
дели динамического поведения льда здесь использовалась описанная выше вторая
упрощенная модель на основе работы А.И. Садырина [19]. Соответствие результа-
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Рис. 4. Скорость удара 189.2 м/с

Рис. 5. Скорость удара 155 м/с

тов расчетов и экспериментальных данных в этом случае носит лишь качественный
характер. По всей видимости, рассмотренная модель требует уточнения.

Заключение

Проведено численное исследование процессов соударения ледяного шарика
с преградой и составного конуса с ледяной мишенью. Полученные результаты сопо-
ставлены с экспериментальными и расчетными данными работы [5]. Удовлетвори-
тельное соответствие численных и экспериментальных результатов в рассмотрен-
ном диапазоне скоростей соударения свидетельствует о достаточной адекватности
используемых математических и численных моделей.
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Abstract

Two mathematical models of dynamic deformation and possible destruction of ice masses
were modified by equipping them with experimental functions and constants. As their functions
and constants, we used both our own experimental data and the results of other authors
obtained from the analysis of modern scientific literature. In the first model, elastoplastic ice
deformation is described using the relations proposed by S.S. Grigoryan. They are equipped
with a nonlinear irreversible experimental dependence of the volume compressibility of ice on
pressure. The second model is based on the equations of ice, as a damaging and differently-
resisting medium with a yield strength determined by the strain rate. These models are
implemented in the existing computer programs for mathematical simulation of dynamic
processes of impact interaction of media with structural elements. The verification of modified
software was carried out by comparing the known experimental data with the results of
numerical calculations of the processes of impact interaction of ice products with hard barriers.
It was concluded that the data of modified programs can be used for assessing the force effect
of ice on structural elements in the considered range of impact speeds.
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Figure Captions

Fig. 1. Home grid fragment.
Fig. 2. Impact velocity of 108.9 m/sec.
Fig. 3. Impact velocity of 144.3 m/sec.
Fig. 4. Impact velocity of 189.2 m/sec.
Fig. 5. Impact velocity of 155 m/sec.
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