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Аннотация

Рассмотрена граничная задача для одномерной системы уравнений Ламе на отрезке,
соответствующая физической задаче прохождения упругой волны через градиентный
слой. При этом коэффициенты уравнений являются комплекснозначными непрерыв-
ными функциями. Рассмотрены краевые условия самого общего вида при дополнительном
условии, означающем в физическом контексте отсутствие поверхностных волн на рабо-
чей частоте. Сформулировано понятие обобщенного решения в пространстве Соболева.
Методом сумматорных тождеств построена разностная схема. Для случая, когда коэф-
фициенты уравнений и искомые функции обладают достаточной гладкостью, показано,
что погрешность аппроксимации имеет порядок O(h2) .
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маторных тождеств, разностная схема

Введение

Граничные задачи для системы Ламе возникают, в частности, при описании
процессов распространения и дифракции упругих волн. Например, система обык-
новенных дифференциальных уравнений (одномерная система Ламе) возникает
при изучении дифракции упругих волн на градиентном изотропном [1, 2] и гради-
ентном трансверсально-изотропном слоях [3].

В последние годы для решения краевых задач для дифференциальных уравне-
ний широко используется метод конечных элементов [4–7]. Данный метод особенно
эффективен для многомерных задач и задач со сложной границей [8]. Однако в од-
номерном случае конкуренцию данному способу решения вполне могут составить
конечно-разностные методы.

В настоящей работе сформулирована обобщенная постановка задачи, решение
которой принадлежит пространству Соболева и обладает меньшей гладкостью по
сравнению с классическим решением. Переход к обобщенной формулировке за-
дачи возможен при определенных требованиях на коэффициенты краевых усло-
вий. Эти требования с физической точки зрения означают, что на полуплоскостях,
прилегающих к слою, поверхностные волны не возбуждаются. Доказана теорема
об эквивалентности классического (дважды непрерывно дифференцируемого) и
обобщенного решений задачи.

Метод сумматорных тождеств [9] позволяет достичь погрешности аппрокси-
мации O(h2) . Этот алгоритм построения разностных схем нами был использован
для решения уравнения Гельмгольца, к которому сводится, например, одномер-
ная задача дифракции упругой волны на градиентном слое [10], и для задачи
насыщенно-ненасыщенной фильтрационной консолидации [11, 12].
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В методе сумматорных тождеств, как и в большинстве численных методов, тре-
буется дифференцируемость функций в окрестности узловых точек. Это надо учи-
тывать при построении сетки, например, в задаче рассеяния упругой волны на
фрактальных структурах [13] требуется, чтобы узлы сетки (в которых нарушается
гладкость) не лежали в окрестности фрактальных изломов.

В настоящей работе показано, что если коэффициенты уравнений имеют три
ограниченные производные в окрестности узлов сетки, а искомые функции имеют
четыре ограниченные производные, то погрешность аппроксимации полученной
разностной схемы имеет порядок O(h2) .

1. Обобщенная формулировка задачи

Рассмотрим на интервале x ∈ (0, L) линейную систему обыкновенных диф-
ференциальных уравнений второго порядка относительно неизвестных функций
u1(x) , u2(x)

d

dx

(
cs1

dus

dx

)
+ cs2us + cs3

duk

dx
+ cs4uk = qs, s, k = 1, 2, s 6= k. (1)

Краевые условия примем в наиболее общем виде, предполагая, что s, k = 1, 2 ,
s 6= k ,

as1
dus(0)

dx
+ as2us(0) + as3

duk(0)
dx

+ as4uk(0) = fs, (2)

bs1
dus(L)

dx
+ bs2us(L) + bs3

duk(L)
dx

+ bs4uk(L) = gs. (3)

Будем считать, что функции csi(x) , qs(x) , i = 1, 2, 3, 4 ; s = 1, 2 , являются
комплекснозначными непрерывными функциями на отрезке [0, L] , при этом вы-
полняются соотношения

cs1(0) 6= 0, cs1(L) 6= 0, s = 1, 2, (4)

числа asi , bsi , i = 1, 2, 3 , s = 1, 2 , удовлетворяют условиям

∆1 ≡ a11 · a21 − a23 · a13 6= 0, ∆2 ≡ b11 · b21 − b23 · b13 6= 0. (5)

Условия (4), (5) имеют следующий физический смысл. Неравенство нулю ко-
эффициентов cs1 означает, что ненулевыми являются продольная и поперечная
скорости в точках x = 0 и x = L для случая, когда уравнение (1) описыва-
ет распространение упругой волны в градиентном изотропном слое, и что про-
дольная и поперечная скорости в плоскости изотропии не равны нулю в случае
трансверсально-изотропных сред [14].

Относительно условий (5) отметим, что если краевая задача (1)–(3) описывает
процесс дифракции на градиентных слоях [1, 3], то условия (5) означают невоз-
буждение поверхностных мод (волн Рэлея) в прилегающих полуплоскостях.

Краевые условия (2), (3) представим в следующем виде:

cs1(0)
dus(0)

dx
− ϕs1

(
u1(0), u2(0)

)
= 0, s = 1, 2, (6)

cs1(L)
dus(L)

dx
− ϕs2

(
u1(L), u2(L)

)
= 0, s = 1, 2, (7)

где ϕij , i, j = 1, 2 , заданы формулами
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ϕ11 = c11(0)/∆1 ·
∣∣∣∣
f1 − a12u1(0)− a14u2(0) a13

f2 − a24u1(0)− a22u2(0) a21

∣∣∣∣ , (8)

ϕ21 = c21(0)/∆1 ·
∣∣∣∣
a11 f1 − a12u1(0)− a14u2(0)
a23 f2 − a24u1(0)− a22u2(0)

∣∣∣∣ , (9)

ϕ12 = c11(L)/∆2 ·
∣∣∣∣
g1 − b12u1(L)− b14u2(L) b13

g2 − b24u1(L)− b22u2(L) b21

∣∣∣∣ , (10)

ϕ22 = c21(L)/∆2 ·
∣∣∣∣
b11 g1 − b12u1(L)− b14u2(L)
b23 g2 − b24u1(L)− b22u2(L)

∣∣∣∣ . (11)

Теорема 1. Функции (u1, u2) – решение задачи (1)–(3) в том и только том
случае, когда u1, u2 являются решениями задачи (1), (6), (7).

Доказательство. Перепишем условия (2) в виде

a11
du1(0)

dx
+ a13

du2(0)
dx

= f1 − a12u1(0)− a14u2(0), (12)

a23
du1(0)

dx
+ a21

du2(0)
dx

= f2 − a24u1(0)− a22u2(0). (13)

Равенства (12), (13) представляют собой систему линейных алгебраических
уравнений относительно неизвестных du1(0)/dx и du2(0)/dx . Очевидно, что если
выполняются условия (4), (5), то по теореме Крамера система (12), (13) равносиль-
на равенствам (6). Аналогичным образом легко можно показать, что если выполня-
ются условия (4), (5), то краевое условие (3) равносильно (7). Лемма доказана.

Определение 1. Функции (u1, u2) назовем обобщенным решением задачи (1)–
(3), если

us ∈ W 1
2 (0, L), s = 1, 2,

и для любых функций vs ∈ W 1
2 (0, L) имеют место равенства

−
L∫

0

cs1
dus

dx

dvs

dx
dx +

L∫

0

(
cs2us + cs3

duk

dx
+ cs4uk

)
vs dx− ϕs1

(
u1(0), u2(0)

)
vs(0)+

+ ϕs2

(
u1(L), u2(L)

)
vs(L) =

L∫

0

qsvs dx, s, k = 1, 2, s 6= k, (14)

где vs – функции, сопряженные к vs , s = 1, 2 .

Теорема 2. Пусть (u1, u2) – решение задачи (1)–(3) и выполняется условие

us(x) ∈ W 1
2 (0, L), s = 1, 2,

тогда функции u1, u2 являются обобщенными решениями задачи (1)–(3).
Обратно, если (u1, u2) – обобщенное решение задачи (1)–(3) и выполняется

условие
us(x) ∈ C2(0, L), cs1(x) ∈ C1(0, L), s = 1, 2, (15)

то функции u1, u2 удовлетворяют соотношениям (1)–(3).
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Доказательство. Пусть (u1, u2) – решение задачи (1)–(3). Покажем, что
функции u1 , u2 удовлетворяют равенствам (14).

Умножая уравнения (1) на произвольные функции vs(x) ∈ C1[0, L] и интегри-
руя затем по x от 0 до L , получим

L∫

0

d

dx

(
cs1

dus

dx

)
vs dx +

L∫

0

(
cs2us + cs3

duk

dx
+ cs4uk

)
vs dx =

=

L∫

0

qsvs dx, s, k = 1, 2, s 6= k. (16)

Преобразуя первые слагаемые в левой части равенств (16) с помощью формулы
интегрирования по частям и равенств (6), (7), имеем

L∫

0

d

dx

(
cs1

dus

dx

)
vs dx = −

L∫

0

cs1
dus

dx

dv1

dx
dx+

+ ϕs2

(
u1(L), u2(L)

)
vs(L)− ϕs1

(
u1(0), u2(0)

)
vs(0). (17)

Подставляя представления (17) в уравнения (16), получим (14). Таким образом,
первая часть теоремы доказана.

Докажем вторую часть утверждения теоремы. Пусть (u1, u2) – обобщенное ре-
шение задачи (1)–(3), удовлетворяющее условию (15). Воспользуемся формулой
интегрирования по частям для преобразования равенства (14). Тогда

L∫

0

d

dx

(
cs1

dus

dx

)
vs dx +

L∫

0

(
cs2us + cs3

duk

dx
+ cs4uk

)
vs dx+

+
(
cs1(0)

dus(0)
dx

− ϕs1

(
u1(0), u2(0)

))
vs(0)−

−
(
cs1(L)

dus(L)
dx

− ϕs2

(
u1(L), u2(L)

))
vs(L) =

L∫

0

qsvs dx, s, k = 1, 2, s 6= k. (18)

Положим в равенствах (18) vs = φs , где φs – произвольные функции из
C∞0 (0, L) ; учитывая плотность C∞0 (0, L) в L2(0, L) , нетрудно показать, что из (18)
следует (1).

Докажем выполнение граничных условий (6). Поскольку (1) выполнено, из (18)
вытекает справедливость следующего равенства при s, k = 1, 2 , s 6= k :

(
cs1(0)

dus(0)
dx

− ϕs1

(
u1(0), u2(0)

))
vs(0)−

−
(
cs1(L)

dus(L)
dx

− ϕs2

(
u1(L), u2(L)

))
vs(L) = 0. (19)

Положим в (19) vs = φs , где φs – произвольные гладкие функции, равные нулю
при x = L , тогда при s, k = 1, 2 , s 6= k

(
cs1(0)

dus(0)
dx

− ϕs1

(
u1(0), u2(0)

))
φs(0) = 0. (20)
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Отсюда в силу произвольности φs следует, что граничные условия (6) выполнены.
Аналогично, выбирая vs = φs , где φs(0) = 0 , из равенства (19) можно получить
краевое условие (7). Из леммы 1 следует, что (u1, u2) является решением задачи
(1)–(3). Теорема доказана.

2. Построение разностной схемы

На отрезке [0, L] построим равномерную сетку ω с шагом h = 1/N

ω = {xi = ih, i = 0, 1, . . . , N}.

Пусть Vh – пространство сеточных функций, определенных на ω . Обозначим,
как обычно,

(y, z] = h

N∑

i=1

y(xi)z(xi), [y, z) = h

N−1∑

i=0

y(xi)z(xi),

[y, z] =
1
2
(y, z] +

1
2
[y, z), yi = y(xi), i = 0, 1, . . . , N,

yx,i =
yi+1 − yi

h
, i = 0, 1, . . . , N − 1, yx̄,i =

yi − yi−1

h
, i = 1, . . . , N,

y◦
x,i

=
yi+1 − yi−1

2h
, i = 1, . . . , N − 1.

(21)

Определение 2. Сеточные функции (y1, y2) ∈ Vh назовем решением разност-
ной схемы для задачи (1)–(3), если для любых сеточных функций η1 , η2 ∈ Vh и
s, k = 1, 2 , s 6= k , выполняются равенства

− 1
2

[
cs1(ys)x, (ηs)x

)− 1
2

(
cs2(ys)x̄, (ηs)x̄

]
+

1
2

[
cs3(yk)x, ηs

)
+

1
2

(
cs3(yk)x̄, ηs

]
+

+
[
cs2ys + cs4yk, ηs]− ϕs1(y1,0, y2,0)ηs,0 + ϕs2(y1,N , y2,N )ηs,N = [qs, ηs] . (22)

Получим явный вид разностной схемы, определяемой уравнениями (22). Оче-
видно, что произвольные сеточные функции η1 , η2 можно представить в виде

η1(x) =
N∑

i=0

η1(xi)δi(x), η2(x) =
N∑

i=0

η2(xi)δi(x), (23)

где δi(x) – дельта-функция i -го узла сетки ω , определяемая равенством

δi(xj) =

{
0, j 6= i,

1, j = i.
(24)

Из (23) следует, что (22) имеет место для произвольных сеточных функций
η1, η2, если

− 1
2

[
cs1(ys)x, (δi)x

)− 1
2

(
cs2(ys)x̄, (δi)x̄

]
+

1
2

[
cs3(yk)x, δi

)
+

1
2

(
cs3(yk)x̄, δi

]
+

+
[
cs2ys + cs4yk, δi]− ϕs1(y1,0, y2,0)δi

0 + ϕs2(y1,N , y2,N )δi
N =

[
qs, δ

i
]
, (25)

где i = 0, 1, . . . , N , s, k = 1, 2 , s 6= k .
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Учитывая, что

δi
x(xj) =





0, j 6= i, i− 1,

−1/h, j = i,

1/h, j = i− 1,

δi
x̄(xj) =





0, j 6= i, i + 1,

1/h, j = i,

−1/h, j = i + 1,

систему (25) при i = 1, 2, . . . , N − 1 перепишем в виде

1
2

{
cs1,i(ys)x,i − cs1,i−1(ys)x,i−1 − cs1,i(ys)x̄,i + cs1,i+1(ys)x̄,i+1

}
+

+
h

2

{
cs3,i(yk)x,i + cs3,i(yk)x̄,i

}
+ hcs2,iys,i + hcs4,iyk,i = hqs,i, (26)

где s, k = 1, 2 , s 6= k .
Разделим уравнения (26) на h и введем обозначения

c̃s1,i =
1
2

{
cs1,i + cs1,i−1

}
, s = 1, 2. (27)

Тогда, используя (21), равенства (26) преобразуем к форме
(
c̃s1(ys)x̄

)
x,i

+ cs3,i(yk)◦
x,i

+ cs2,iys,i + cs4,iyk,i = qs,i, (28)

где i = 1, 2, . . . , N − 1 , s, k = 1, 2 , s 6= k .
Выпишем разностную схему для краевого условия при i = 0 . В силу соотноше-

ний

δ0
x(xj) =

{
0, j 6= 0,

−1/h, j = 0,
δ0
x̄(xj) =

{
0, j 6= 1,

−1/h, j = 1,

из равенств (25) при i = 0 получим

1
2

cs1,0(ys)x,0 +
1
2

cs1,1(ys)x̄,1 +
h

2
cs3,0(yk)x,0 +

h

2
cs2,0ys,0+

+
h

2
cs4,0yk,0 − ϕs1(y1,0, y2,0)− h

2
qs,0 = 0, s, k = 1, 2, s 6= k. (29)

Поскольку (ys)x̄,1 = (ys)x,0 , s = 1, 2 , то (29) можно записать как

c̃s1,1(ys)x,0 +
h

2
cs3,0(yk)x,0 +

h

2
cs2,0ys,0 +

h

2
cs4,0yk,0−

− ϕs1(y1,0, y2,0)− h

2
qs,0 = 0, s, k = 1, 2, s 6= k. (30)

Построим аппроксимацию краевого условия при i = N . Имеем

δN
x (xj) =

{
0, j 6= N − 1,

1/h, j = N − 1,
δN
x̄ (xj) =

{
0, j 6= N,

1/h, j = N.

Из равенств (25) при i = N вытекает, что

− 1
2
cs1,N−1(ys)x,N−1 − 1

2
cs1,N (ys)x̄,N +

h

2
cs3,N (yk)x̄,N+

+
h

2
cs2,Nys,N +

h

2
cs4,Nyk,N + ϕs2(y1,N , y2,N )− h

2
qs,N = 0, (31)
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где s, k = 1, 2 , s 6= k .
Поскольку (ys)x,N−1 = (ys)x̄,N при s, k = 1, 2 , s 6= k , то

− c̃s1,N (ys)x̄,N +
h

2
cs3,N (yk)x̄,N +

h

2
cs2,Nys,N+

+
h

2
cs4,Nyk,N + ϕs2(y1,N , y2,N )− h

2
qs,N = 0. (32)

Таким образом, построена разностная схема (28), (30), (32).

3. Погрешность аппроксимации разностной схемы

Запишем задачу (1), (6), (7) в операторной форме

AsU = Fs, x ∈ [0, L], s = 1, 2, (33)

где U =
(

u1

u2

)
, оператор As : C2[0, L] × C2[0, L] → C[0, L] при s, k = 1, 2 , s 6= k ,

задается соотношениями

AsU =





cs1u
′
s − ϕs1(u1(0), u2(0)), x = 0,

(cs1u
′
s)
′ + cs2us + cs3u

′
k + cs4uk, x ∈ (0, L),

cs1u
′
s − ϕs2(u1(L), u2(L)), x = L.

Правая часть Fs имеет вид

Fs =





0, x = 0,

qs, x ∈ (0, L),
0, x = N.

Пусть Y =
(

y1

y2

)
, где ys , s = 1, 2 , – сеточные функции из Vh . Введем сеточный

оператор As
h : Vh × Vh → Vh по формулам

As
hY =





c̃s1,1(ys)x,0 +
h

2
cs3,0(yk)x,0 +

h

2
cs2,0ys,0+

+
h

2
cs4,0yk,0 − ϕs1,0 − h

2
qs,0, i = 0,

(
c̃s1(ys)x̄

)
x,i

+ cs3,i(yk)◦
x,i

+ cs2,iys,i + cs4,iyk,i, i = 1, . . . , N − 1,

c̃s1,N (ys)x̄,N − h

2
cs3,N (yk)x̄,N − h

2
cs2,Nys,N−

−h

2
cs4,Nyk,N − ϕs2,N +

h

2
qs,N , i = N.

(34)

где k = 1, 2 , k 6= s .
Тогда разностная схема (28), (30), (32) имеет вид

As
hY = Fs, x ∈ ω, s = 1, 2. (35)

Определение 3. Сеточная функция Ψs
i = As

hUi− (AsU)i называется погреш-
ностью аппроксимации оператора As разностным оператором As

h в точке сетки
xi ∈ ω , где (AsU)i – значение AsU в точке xi , s = 1, 2 , i = 0, 1, . . . , N .
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Теорема 3. Пусть (u1, u2) – решение задачи (1), (6), (7). Функции cs1

имеют три, а функции us – четыре ограниченные производные в окрестности
узлов сетки ω . Тогда разностная схема (35) имеет погрешность аппроксимации
Ψs

i = O(h2) , s = 1, 2 , i = 0, 1, . . . , N .

Доказательство. 1) Пусть i = 1, . . . , N − 1 , тогда xi – внутренняя точка
сетки ω . Погрешность аппроксимации есть

Ψs
i =

(
c̃s1(us)x̄

)
x,i
− d

dx

(
cs1,i

dus,i

dx

)
+ cs3,i(uk)◦

x,i
− cs3,i

duk,i

dx
, (36)

где k = 1, 2 , k 6= s .
Используя (34), погрешность аппроксимации представим в виде

Ψs
i = c̃s1,i+1

us,i+1 − us,i

h2
− c̃s1,i

us,i − us,i−1

h2
− c′s1,iu

′
s,i − cs1,iu

′′
s,i+

+ cs3
uk,i+1 − uk,i−1

2h
− cs3,iu

′
k,i, s, k = 1, 2, k 6= s. (37)

Предположим, us(x) , s = 1, 2 , – достаточно гладкие функции в некоторой
окрестности точки xi . Тогда эти функции можно разложить в ряд Тейлора в точке
сетки xi :

us,i+1 = us,i + hu′s,i +
h2

2
u′′s,i +

h3

6
u′′′s,i + O(h4), s = 1, 2, (38)

us,i−1 = us,i − hu′s,i +
h2

2
u′′s,i −

h3

6
u′′′s,i + O(h4), s = 1, 2. (39)

Подставим полученные разложения (38), (39) в (37):

Ψs
i =

[ c̃s1,i+1 − c̃s1,i

h
− c′s1,i

]
u′s,i +

[ c̃s1,i+1 + c̃s1,i

2
− cs1,i

]
u′′s,i+

+
h

6
(
c̃s1,i+1 − c̃s1,i

)
u′′′s,i + O(h2), s = 1, 2. (40)

Разложим теперь в ряд Тейлора в точке xi функции cs1,i±1 :

cs1,i+1 = cs1,i + hc′s1,i +
h2

2
c′′s1,i + O(h3), s = 1, 2, (41)

cs1,i−1 = cs1,i − hc′s1,i +
h2

2
c′′s1,i + O(h3), s = 1, 2. (42)

Учитывая (27) и (41), (42), для s = 1, 2 получим

c̃s1,i+1 − c̃s1,i

h
= c′s1,i + O(h2),

c̃s1,i+1 + c̃s1,i

2
= cs1,i + O(h2). (43)

Из первого соотношения (43) имеем

c̃s1,i+1 − c̃s1,i = hc′s1,i + O(h3), s = 1, 2, (44)

и, следовательно,

h

6
(
c̃s1,i+1 − c̃s1,i

)
u′′′s,i = O(h2), s = 1, 2. (45)
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Таким образом, из (40) с учетом равенств (43), (45) окончательно получим

Ψs
i = O(h2), i = 1, . . . , N − 1, s = 1, 2,

а значит, для внутренних точек сетки ω утверждение теоремы справедливо. Дока-
жем аналогичные утверждения на границах отрезка [0, L] .

2) Пусть i = 0 . Погрешность аппроксимации в этом случае имеет следующий
вид:

Ψs
0 = c̃s1,1(us)x,0 +

h

2
cs3,0(uk)x,0 +

h

2
cs2,0us,0 +

h

2
cs4,0uk,0−

− h

2
qs,0 − cs1,0u

′
s1,0, s, k = 1, 2, k 6= s. (46)

Учитывая разложение достаточно гладких функций us(x) , cs1(x) , s = 1, 2 ,
в окрестности x0 , получим

us,1 = us,0 + hu′s,0 +
h2

2
u′′s,0 + O(h3), s = 1, 2,

cs1,1 = cs1,0 + hc′s1,0 + O(h2), s = 1, 2,

а значит,

(us)x,0 = u′s,0 +
h

2
u′′s,0 + O(h2), c̃s1,1 = cs1,0 +

h

2
c′s1,0 + O(h2), s = 1, 2.

Тогда

Ψs
0 =

h

2
[
(cs1,0u

′
s,0)

′ + cs2,0us,0+

+ cs3,0u
′
k,0 + cs4,0uk,0 − qs,0

]
+ O(h2), s, k = 1, 2, k 6= s. (47)

Поскольку функции us(x) удовлетворяют уравнению (1), выполняется равен-
ство

(cs1,0u
′
s,0)

′ + cs2,0us,0 + cs3,0u
′
k,0 + cs4,0uk,0 = 0, s, k = 1, 2, k 6= s,

поэтому из (47) следует, что Ψs
0 = O(h2) , s = 1, 2 . Таким образом, при x0 = 0 тео-

рема также доказана. Осталось доказать, что утверждения теоремы выполняются
в точке xN = L .

3) Пусть i = N . В этом случае погрешность аппроксимации имеет следующий
вид:

Ψs
N = c̃s1,N (us)x̄,N − h

2
cs3,N (uk)x̄,N − h

2
cs2,Nus,N−

− h

2
cs4,Nuk,N +

h

2
qs,N − cs1,Nu′s,N , s, k = 1, 2, k 6= s. (48)

Предположим, что функции us(x) , cs1(x) , s = 1, 2 , достаточно гладкие
в окрестности узла xN , применяя разложение данных функций в ряд Тейлора

us,N−1 = us,N − hu′s,N +
h2

2
u′′s,N + O(h3), s = 1, 2,

cs1,N−1 = cs1,N − hc′s1,N + O(h2), s = 1, 2,
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для s = 1, 2 имеем

(us)x̄,N = u′s,N − h

2
u′′s,N + O(h2), c̃s1,N = cs1,N − h

2
c′s1,N + O(h2). (49)

Подставим полученные соотношения (49) в равенство (47), в результате полу-
чим

Ψs
N = −h

2
[
(cs1,Nu′s,N )′ + cs2,Nus,N+

+ cs3,Nu′k,N + cs4,Nuk,N − qs,N

]
+ O(h2), s, k = 1, 2, k 6= s. (50)

Учитывая, что функции us(x) удовлетворяют уравнению (1), из равенства (50)
получим, что Ψs

N = O(h2) , s = 1, 2 . Теорема доказана полностью.

Следствие 1. Для погрешности аппроксимации на сетке ω справедливы сле-
дующие оценки:

‖Ψs‖C ≤ C1h
2, s = 1, 2, (51)

‖Ψs‖2 ≤ C2h
2, s = 1, 2, (52)

где C1 , C2 – константы, не зависящие от шага сетки h , ‖u‖C , ‖u‖2 – дискрет-
ные аналоги норм в пространствах C[0, L] и L2(0, L) соответственно, которые
определяются по формулам

‖u‖C = max
0≤i≤N

|ui|, ‖u‖22 =
√

[u, u].

Заключение

В работе методом сумматорных тождеств построена разностная схема для реше-
ния краевой задачи для системы дифференциальных уравнений второго порядка
(1)–(3):

1
2

c13,0y2,1 +
(

h

2
c14,0 − a13a22 − a14a21

a11a21 − a23a13
c11,0 − 1

2
c13,0

)
y2,0+

+
(

h

2
c12,0 − c11,1 + c11,0

2h
− a13a24 − a12a21

a11a21 − a23a13
c11,0

)
y1,0+

+
c11,1 + c11,0

2h
y1,1 =

f1a21 − f2a13

a11a21 − a23a13
c11,0 +

h

2
q1,0, (53)

− c11,i+1 + 2c11,i + c11,i−1 − 2h2c12,i

2h2
y1,i+

+
c11,i+1 + c11,i

2h2
y1,i+1 +

c11,i + c11,i−1

2h2
y1,i−1+

+
c13,i

2h
y2,i+1 + c14,iy2,i − c13,i

2h
y2,i−1 = q1,i, i = 1, . . . , N − 1, (54)

(
b13b22 − b14b21

b11b21 − b23b13
c11,N +

1
2

c13,N +
h

2
c14,N

)
y2,N−

− 1
2

c13,Ny2,N−1 +
c11,N + c11,N−1

2h
y1,N−1+

+
(

b13b24 − b12b21

b11b21 − b23b13
c11,N − c11,N + c11,N−1

2h
+

h

2
c12,N

)
y1,N =

=
g2b13 − g1b21

b11b21 − b23b13
c11,N +

h

2
q1,N . (55)
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c21,1 + c21,0

2h
y2,1 +

1
2
c23,0 y1,1+

+
(

h

2
c22,0 − c21,1 + c21,0

2h
− a14a23 − a11a22

a11a21 − a23a13
c21,0

)
y2,0+

+
(

h

2
c24,0 − 1

2
c23,0 − a12a23 − a11a24

a11a21 − a23a13
c21,0

)
y1,0 =

=
f2a11 − f1a23

a11a21 − a23a13
c21,0 +

h

2
q2,0, (56)

c21,i+1 + c21,i

2h2
y2,i+1 +

c21,i + c21,i−1

2h2
y2,i−1−

− c21,i+1 + 2c21,i + c21,i−1 − 2h2c22,i

2h2
y2,i+

+
c23,i

2h
y1,i+1 + c24,iy1,i − c23,i

2h
y1,i−1 = q2,i, i = 1, . . . , N − 1, (57)

(
b14b23 − b11b22

b11b21 − b23b13
c21,N +

h

2
c22,N − c21,N + c21,N−1

2h

)
y2,N+

+
c21,N + c21,N−1

2h
y2,N−1 − 1

2
c23,Ny1,N−1+

+
(

b12b23 − b11b24

b11b21 − b23b13
+

1
2

c23,N +
h

2
c24,N

)
y1,N =

=
g1b23 − g2b11

b11b21 − b23b13
c21,N +

h

2
q2,N . (58)

Установлено, что полученная схема (53)–(58) имеет погрешность аппроксимации
O(h2) .

В дальнейшем планируется провести исследование устойчивости и сходимости
разностной схемы (53)–(58), используя полученные в настоящей работе оценки по-
грешности аппроксимации.
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Abstract

A boundary-value problem on an interval for a one-dimensional system of the Lame equa-
tions corresponding to a physical problem of propagation of an elastic wave through the gra-
dient layer is considered. In this case, the coefficients of the equations are complex-valued
continuous functions. The boundary conditions of the most general type corresponding to
an additional condition, which, from the physical point of view, means absence of any sur-
face waves at the working frequency, are considered. The concept of the generalized solution
in the Sobolev space is formulated. Equivalence of the generalized and classical solutions is
proven. A finite-difference scheme is constructed by the method of summation identities. For
the case in which the equation coefficients and the desired functions are sufficiently smooth, it
is shown that the error of approximation is of the order O(h2) .

Keywords: boundary-value problem, Lame equations, generalized solution, method of
summation identities, difference scheme
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