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Мультипольное разложение потенциала 

Пусть имеется произвольное ограниченное в пространстве распределение зарядов с 

объёмной плотностью ( ) r  (рис. 1). Нас интересует приближенное выражение для 

потенциала ( ) r  данного распределения зарядов на больших расстояниях от этого 

распределения (т.е. на расстояниях много больших максимального линейного размера 

системы зарядов). Точное выражение для потенциала ( ) r  даётся формулой 

 
( )

( )
| |

dV
 




r
r

r r
. (1) 

Чтобы сделать в этой формуле приближение, поместим начало отсчёта радиус-векторов  и 

 в какую-нибудь точку в пределах заданного распределения зарядов (рис. 

r

r 1), тогда на 

интересующих нас расстояниях будет выполняться соотношение r r , где | | , r  r | |r  r . 

Этим условием нужно воспользоваться, чтобы записать приближенное выражение для 

1 | |r r  под знаком интеграла в (1). Для этого запишем 
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где мы обозначили 
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Из условия  следует, что величина r r   мала. Вспомним разложение Тейлора для 

функции ( )f ) (1     в окрестности нуля: 

 2( 1)
(1 ) 1

2
    

     . (4) 

Применим это разложение к (2): 

 

1
22 2 22

2 2 2 2 2 2
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| | 2 8
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r r r r r r r r

            
                      

rr rr rr

r r
 . (5) 

Раскрывая в (5) внутренние скобки, ограничимся слагаемыми до второго порядка 

включительно по компонентам вектора r : 

 
22 2

2 2 2 3 3 5

1 1 3 1 3 ( )
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. 

Группируя слагаемые одного порядка по r , окончательно запишем: 

 2 2 2
3 5

1 1 3 1
( )

| | 2 3
r r

r r r

         
rr
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 . (6) 

Теперь следует подставить разложение (6) в выражение (1) для потенциала ( ) r . 

Поскольку в нём интегрирование не затрагивает компонент вектора , то их можно будет 

вынести из-под знака интеграла. Для этого в 

r

(6) необходимо расписать в координатах rr  и 

. Разложим радиус-векторы  и 2( )rr r r  по какому-нибудь декартовому базису , ,x y ze e e  

(рис. 1): 

 x 


r e ,    x 


  r e , (7) 

где 1, 2, 3   (мы используем отождествления: 1x x , 2x y , 3x z  и 1 xe e , 2 ye e , 

); тогда 3 e ze

 x x 


  rr ,     2

, ,

( ) x x x x x x x x x x x x          
     

          
  
   rr   . (8) 

В (6) в скобках первое слагаемое 2( )r r  представляет собой двойную сумму (8). Чтобы его 

объединить со вторым слагаемым в этих скобках, представим второе слагаемое тоже в виде 

двойной суммы. Для этого запишем в нём  так: 2r

 2 2 2

,

r x x x x x     
   

     r . (9) 

Подставляя (8) и (9) в (6), получим 
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Подставим полученное разложение (10) в выражение (1) для потенциала ( ) r : 
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. (11) 

Введём обозначения: 

 ( )q     r  (12) 

– полный заряд системы зарядов; 

 ( )p x dV      r     ( 1, 2, 3)   (13) 

– компоненты вектора дипольного момента системы зарядов; 

 21
( )

3
Q x x r dV , 1, 2, 3)           

  r     (    (14) 

– компоненты тензора квадрупольного момента системы зарядов. И, наконец, запишем 

окончательное выражение для электростатического потенциала системы зарядов с 

точностью до квадрупольных слагаемых включительно: 

 
3 5 3 5

, ,

1 3 3
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2 2

q q
x p x x Q x x Q

r r r r r r       
    

          rp
r   . (15) 

Здесь 

 ( ) dV   p r r   (16) 

– вектор дипольного момента с компонентами p  (13). 

Очевидно, что тензор квадрупольного момента Q , как следует из его определения 

(14), симметричный: Q Q  . С учётом этого распишем двойную сумму в квадрупольной 

части разложения (15) потенциала: 

 2 2 2
3 5

3
( ) ( 2 2 2 )

2 xx yy zz xy xz yz

q
x Q y Q z Q xyQ xzQ yzQ

r r r
         

rp
r  . (17) 

Как и в случае любого тензора второго ранга (т.е. двухиндексного тензора) из компонент 

Q  тензора квадрупольного момента можно составить матрицу  третьего порядка. Из 

свойства симметричности 

Q

Q Q   следует, что три наддиагональных компоненты  

равны трём поддиагональным. Из определения 

Q

0(14) также следует, что SpQ  . 

Действительно, 
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  r r  . (18) 

С учётом этого в (17) можно подставить, например, zz xx yyQ Q Q   . Таким образом, из 

девяти компонент Q  тензора квадрупольного момента независимыми являются только 

пять, например, xxQ , , yyQ xyQ , xzQ , ; только их достаточно вычислить на практике. yzQ

Ещё необходимо отметить следующее. Если мы имеем дело не с объёмным, а с 

поверхностным распределением зарядов, то во всех приведённых выше формулах интегралы 

по объёму надо заменить на интегралы по поверхности. Если имеем дело с зарядами, 

распределёнными на некоторой кривой, то везде следует писать интегралы по 

соответствующей кривой. Если имеем дело с системой точечных зарядов, то интегралы 

нужно заменить на суммы по зарядам. Во всех этих случаях разложение потенциала будет 

иметь одинаковый вид (15), но входящие в него полный заряд системы , дипольный 

момент 

q

p  и квадрупольный момент Q  будут выражаться либо через интегралы по 

объёму, поверхности или кривой, либо через сумму по зарядам. Например, в случае системы 

точечных зарядов, надо писать 

 ,    i
i

q q i i
i

p q x  ,    21

3i i i i
i

Q q x x r      
 

  

i z

, (19) 

где i i i x i yx x y z 


      r e e e e  – радиус-вектор i-го точечного заряда . iq

 

Разложение 1 | |r r  в ряд Тейлора 

Интересно и полезно получить формулу (10) для разложения 1 | |r r  другим 

способом, используя формулу Тейлора. Вспомним, как выглядит разложение Тейлора для 

функции ( )f r  в окрестности точки с радиус-вектором r : 
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, (20) 

где | | . Полагая в | |r  (20) ( ) 1 | |f r r  и заменяя   r r , получим 
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Входящие сюда частные производные равны 
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Вычисляются они легко. Сначала вычислим 
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С учётом (23) получим 
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Продифференцировав (24) ещё раз, получим 
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Подставляя (22) в (21) найдём 
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3
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,
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x x x x r x x
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  . (27) 

Сравнивая (27) с (10), видим, что двойные суммы выглядят по-разному! Но на самом деле 

эти двойные суммы равны между собой, и их обе можно записать в виде: 

 2

, ,

1

3 3
x x r x x x x x x r         
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 (28) 
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,
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3 3
2x x r x x     
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. (29) 

Действительно, левая часть (28) отличается от (29) на сумму 
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   , (30) 

а правая часть (28) отличается от (29) на сумму 
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Итак, благодаря равенству (28), разложение 1 | |r r  можно записать в разных формах 

(27) и (10): 

 2
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,

1 1 1 3 1

| | 2 3
x x x x x x r
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  , (32) 
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  . (33) 

Подстановка этих равенств в выражение (1) для потенциала ( ) r , приводит к различным 

определениям тензора квадрупольного момента. В случае разложения 1 | |r r  в форме (32) 

имеем определение 

 21
( )

3
Q x x r dV , 1, 2, 3)           

  r     (   (34)  

и разложение потенциала в виде 
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3
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q
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3
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q
x Q y Q z Q xyQ xzQ yzQ

r r r
        

rp ) ; 

в случае разложения 1 | |r r  в форме (33) имеем определение 

 ( )Q x x   dV     r     ( , 1, 2, 3)    (36) 

и разложение потенциала в виде 
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,

3 1
( )

2 3

q
x x r Q
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rp        . 

В книгах встречаются оба определения (в частности, в сборнике задач по электродинамике 

В.В. Батыгина и И.Н Топтыгина используется определение (36)). Естественно, формулы (35) 

и (37) после вычисления и подстановки входящих в них Q  и Q
  дадут один и тот же 

результат. Q  (34) и Q
  (36) связаны между собой соотношением 

 21
( )

3
Q Q r dV         r     ( , 1, 2, 3)   , (38) 

т.е. отличаются только диагональными компонентами: 

 21
( )

3
Q Q r dV       r  , (39) 
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а недиагональные компоненты совпадают для обоих определений. Из (39) следует 

 2Sp ( )Q r dV   r  . (40) 

 

Разложение 1 | |r r  при помощи оператора   

В качестве хорошего упражнения полезно провести ещё один вывод разложения (6) с 

использованием оператора  . Вновь рассмотрим разложение Тейлора (20) 

 
2

,

( ) 1 ( )
( ) ( )

2

f f
f f x x x

x x x 
    

      
   r r

r r r   . (41) 

Слагаемые с суммами в (41) можно представить в виде дифференциальных операторов 

действующих на функцию ( )f r : 

 
2

,

1
( ) ( ) ( ) ( )

2
f f x f x x f

x x x  
    

                   
 r r r r r  . (42) 

В (42) первый стоящий в скобках оператор легко выражается через векторный 

дифференциальный оператор : 

 x
x

 

  
 r , (43) 

где 

 
x x 

  

 
  

  e e . (44) 

Действительно, 

 
, ,

x x x
x x        

      

                
   r e e e e e e

x




 

 
,

x x
x x  

   

    
   . (45) 

Оператор во вторых скобках в (42) запишем так: 

 
2

2

, ,

( )( ) ( )x x x x x x
x x x x x x     

          

                            
    r r r  . (46) 

Таким образом, разложение Тейлора (42) записывается в виде 

 21
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
f f f f        r r r r r r r  . (47) 

Аналогичным образом можно увидеть, что в (47) следующие члены разложения 

представимы в виде 
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1

( ) (
!

k )f
k

r r ,   3, 4,k   . (48) 

В (47) заменим  и положим   r r ( ) 1 | |f r r , тогда получаем для 

( ) 1 |f   r r r r |  разложение 

 21 1 1 1 1
( ) ( )

| | 2r r r
      


r r

r r
 . (49) 

Умея работать с оператором , легко вычислим второе и третье слагаемые в  (49). Для 

второго слагаемого получаем: 

 
2 2

1 1 1 1
( ) r

r r r r r 3r

                  
   

r r
r r r r

r
. (50) 

Для третьего слагаемого в (49) с учётом (50) можем записать: 
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3 3 3

1 1 1
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

r r r r r 3

1

r

                              
    

r r r r
r r r r r r r r r r 




. (51) 

Вычислим  в ( ) r r (51): 

 
( )

( ) ( ) x
x x  

   

   
        

  r r
r r e r r e e r  . (52) 

Продолжая вычислять (51), получим 
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3 3 3 4

1 1 3
( ) ( ) ( ) r

r r r r r

                          

r r
r r r r r r r   

 
2 2

2 2
3 4 5 3 5

3 ( ) 3 1
( ) 3 ( )

3
r r

r r r r r r

               
  

r r r r r
r r r r r 2 




. (53) 

Подставляя (50) и (53) в (49), вновь получим (6): 

 2 2 2
3 5

1 1 3 1
( )

| | 2 3
r r

r r r

         
rr

rr
r r


 . (54) 

 

Разложение 1 | |r r  по сферическим функциям 

Интересно сравнить разложение (54) с разложением 1 | |r r  по сферическим 

функциям. При любых векторах r  и r  имеет место формула 

 
1

0

1 4
( , ) ( , )

| | 2 1

l l

lm lml
l m l

r
Y Y

l r

    





 

 
  r r

, (55) 

где  – меньшая длина из  и , а  – большая длина из r r r r r  и ; r ( , )lmY    – сферические 

функции (звёздочка означает комплексное сопряжение); , r  ,   и r ,   ,   – сферические 

координаты радиус-векторов x r e

  и x 



  r e , т.е. 
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 sin cosx r   , sin siny r   , cosz r  ; (56) 

 sin cosx r      , sin siny r      , cosz r    . 

Сферические функции ( , )lmY    определены для индексов 0,1, 2,l    и  

(т.е. при заданном  индекс  принимает 

, ,m l   l

1l m 2l   значение). Сферические функции для 

 приведены в сборнике задач по электродинамике В.В. Батыгина и И.Н Топтыгина в 

приложении «Сферические функции Лежандра»: 

0,1, 2l 

 00

1
( , )

4
Y  


 ; (57) 

 10

3
( , ) cos

4
Y   


 ,    1, 1

3
( , ) sin

8
iY e   




   ; (58) 

 
2

20

5 3cos 1
( , )

4 2
Y

 



 ,    2, 1

15
( , ) sin cos

8
iY e    




   , (59) 

 2 2
2, 2

15
( , ) sin

32
iY e   




  . 

Сферические функции ( , )lmY    – комплексные функции, причём вся комплексность и вся 

зависимость от угла   содержится в множителе ime  , где i – мнимая единица, т.е. 

( , ) im
lmY e     (отсюда, кстати, следует, что 0 ( , )lY    является вещественной функцией и не 

зависит от  ). Выполняется равенство , ( , )mY( , ) (lmY 1)m
l       . Сферические функции 

обладают важным свойством 

 ( , ) ( , )lm l m ll mmY Y d     
     

d

, (60) 

где sind d    , интегрирование по   ведётся от 0 до  , по   – от 0 до 2 . Это 

свойство называют свойством ортогональности сферических функций. 

Для случая r  разложение r  (55) выглядит так: 

 
1

0

1 4
( , ) ( , )

| | 2 1

l l

lm lml
l m l

r
Y Y

l r

    





 


 

  r r
, (61) 

Конечно же (61) представляет собой то же самое разложение, что и (54), но по-другому 

записанное. Полезно убедиться в этом, сравнив первые члены разложений. Выпишем в (61) 

явно слагаемые нулевого и первого порядка по r : 

 00 00

1 1
4 ( , ) ( , )

| |
Y Y

r
       

r r
 

 1, 1 1, 1 10 10 11 112

4
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

3

r
Y Y Y Y Y Y

r

              
 


            (62) 
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2

4
( , ) ( , )

2 1

l l

lm lml
l m l

r
Y Y

l r

    





 


 

  .  

Подставляя  в 00Y (62), видим, что первый член совпадает с 1 /  в r (54). Теперь убедимся, что 

следующие три слагаемых в (62) дают 3/ rrr  из (54). Перепишем эти слагаемые так 

 1, 1 1, 1 10 10 11 113

1 4
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

3
rY r Y rY r Y rY r Y

r

             
            

  (63) 

Используя выражения (58) для сферических функций и формулы (56), получим 

 10

3 3
( , ) cos

4 4
rY r z  

 
  , 

 1, 1

3 3 3
( , ) sin sin (cos sin ) ( )

8 8 8
irY r e r i x iy     

  


        . (64) 

Подставляя эти равенства в (63), получим 

 
3

1 1 1
( )( ) ( )( )

2 2
x iy x iy zz x iy x iy

r
             

  

 3

1
( )( ) 2 ( )( )

2
x iy x iy zz x iy x iy

r
             (65) 

    3 3 3

1 1
( ) 2 ( )

2
xx yy i xy yx zz xx yy i yx xy xx yy zz

r r r


                       

rr
. 

При желании можно убедиться в совпадении квадрупольных частей в (54) и (61). 

 11 
 

А.С. Кутузов    13.10.2010


