
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 151, êí. 2 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2009
ÓÄÊ 519.713 Î ÌÀÒ�ÈÖÅ ÏÅ�ÂÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂ�ÀÇËÎÆÈÌÎÉ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉÊÑ-��ÀÌÌÀÒÈÊÈË.Ï. ÆèëüöîâàÀííîòàöèÿ�àññìàòðèâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà ñ ïðîèçâîëüíûì÷èñëîì êëàññîâ íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ áåç îãðàíè÷åíèé íà ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ êëàñ-ñîâ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ìàòðèöà A ïåðâûõ ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìîé. Äëÿ ñëó÷àÿ,êîãäà ïåððîíîâ êîðåíü r ìàòðèöû A ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû, èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ìàò-ðèöû A

t ïðè t → ∞.Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãîðèòì, êîäèðîâàíèå, ñæàòèå, êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé ÿçûê,ãðàììàòèêà, îïòèìèçàöèÿ, àâòîìàò, âåðîÿòíîñòü.ÂâåäåíèåÂ ðàáîòàõ [1, 2℄ íàìè ðàññìàòðèâàëèñü âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ êîäèðîâàíèåì ñî-îáùåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñëîâàìè ñòîõàñòè÷åñêîãî êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîãî ÿçûêà (ñòî-õàñòè÷åñêîãî ÊÑ-ÿçûêà), ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàòðèöà ïåðâûõ ìîìåíòîâ ãðàììàòèêèíåðàçëîæèìà, íåïåðèîäè÷íà è åå ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûé êîðåíü(ïåððîíîâ êîðåíü) ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû (äîêðèòè÷åñêèé ñëó÷àé). Ïðè íåðàçëî-æèìîé ìàòðèöå ïåðâûõ ìîìåíòîâ íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû ãðàììàòèêè îáðàçóþòîäèí êëàññ.Ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ êîäèðîâàíèÿ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñòðîåíèå ìàòðèöû Aïåðâûõ ìîìåíòîâ è àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû At ïðè t→ ∞.Ñâîéñòâà íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû At èçó÷åíû â [3℄. Äëÿ äîêðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿâ [4℄ ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ãðàììàòèê ñ äâóìÿ êëàññàìè íåòåðìèíàëüíûõ ñèì-âîëîâ, ïðè ýòîì óñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìàòðèöû At.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñâîéñòâà ìàòðèö A è At èññëåäóþòñÿ äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõÊÑ-ãðàììàòèê ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì êëàññîâ íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ ãðàì-ìàòèêè áåç îãðàíè÷åíèé íà ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ êëàññîâ.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÄëÿ èçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ î êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêàõ áóäåì èñïîëüçî-âàòü îïðåäåëåíèÿ ÊÑ-ÿçûêà è ñòîõàñòè÷åñêîãî ÊÑ-ÿçûêà èç [5, 6℄. Ñòîõàñòè÷åñêîéÊÑ-ãðàììàòèêîé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà G = 〈VT , VN , R, s〉, ãäå VT è VN � êîíå÷íûåìíîæåñòâà òåðìèíàëüíûõ è íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ (òåðìèíàëîâ è íåòåðìèíà-ëîâ) ñîîòâåòñòâåííî; s ∈ VN � àêñèîìà, R � ìíîæåñòâî ïðàâèë. Ìíîæåñòâî Rìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå R =

k
⋃

i=1

Ri , ãäå k � ìîùíîñòü àë�àâèòà VN è Ri =

= {ri1, . . . , rini
}. Êàæäîå ïðàâèëî rij èç Ri èìååò âèä

rij : Ai

pij

→ βij , j = 1, . . . , ni,



Î ÌÀÒ�ÈÖÅ ÏÅ�ÂÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂ 81ãäå Ai ∈ VN , βij ∈ (VT ∪ VN )∗ è pij � âåðîÿòíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà rij (âåðî-ÿòíîñòü ïðàâèëà rij ), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
0 < pij ≤ 1 è ni

∑

j=1

pij = 1, i = 1, 2, . . . , k.Äëÿ ñëîâ α è β èç (VT ∪VN )∗ áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî β íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèìîèç α (è çàïèñûâàòü α⇒ β ), åñëè α = α1Aiα2, β = α1βijα2 äëÿ íåêîòîðûõ α1, α2 ∈

∈ (VT ∪ VN )∗, è â ãðàììàòèêå G èìååòñÿ ïðàâèëî Ai

pij

→ βij .Îáîçíà÷èì ÷åðåç ⇒∗ ðå�ëåêñèâíîå òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ ⇒ .ÊÑ-ÿçûê, ïîðîæäàåìûé ãðàììàòèêîé G, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ñëîâ
LG = {α : s⇒∗ α, α ∈ V ∗

T }.Êàæäîìó ñëîâó α ÊÑ-ÿçûêà ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðàâèë ãðàììà-òèêè (âûâîä), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé α âûâîäèòñÿ èç àêñèîìû s. Âåðîÿòíîñòü âûâîäàîïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé ïðàâèë, îáðàçóþùèõ âûâîä. Âåðîÿò-íîñòü ñëîâà α îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ ðàçëè÷íûõ ëåâûõ âûâî-äîâ ñëîâà α (ïðè ëåâîì âûâîäå î÷åðåäíîå ïðàâèëî ïðèìåíÿåòñÿ ê ñàìîìó ëåâîìóíåòåðìèíàëó â ñëîâå).�ðàììàòèêà G íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííîé, åñëè
lim

N→∞

∑

α∈L,|α|≤N

p(α) = 1(çäåñü |x| � äëèíà ñëîâà x). Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûå KC-ãðàììàòèêè. Ñîãëàñîâàííàÿ ÊÑ-ãðàììàòèêà G èíäóöèðóåò ðàñïðåäåëåíèå âåðî-ÿòíîñòåé P íà ìíîæåñòâå ñëîâ ïîðîæäàåìîãî ÊÑ-ÿçûêà L è îïðåäåëÿåò ñòîõàñòè-÷åñêèé ÊÑ-ÿçûê L = (L,P ).Âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ïîíÿòèå äåðåâà âûâîäà. Äåðåâî ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì.Êîðåíü äåðåâà ïîìå÷àåòñÿ àêñèîìîé s. Ïóñòü ïðè âûâîäå ñëîâà α íà î÷åðåä-íîì øàãå â ïðîöåññå ëåâîãî âûâîäà ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî A
pij

→ bi1bi2 · · · bim
, ãäå

bil
∈ VN ∪ VT (l = 1, . . . ,m). Òîãäà èç ñàìîé ëåâîé âåðøèíû-ëèñòà äåðåâà, ïî-ìå÷åííîé ñèìâîëîì A (ïðè îáõîäå ëèñòüåâ äåðåâà ñëåâà íàïðàâî), ïðîâîäèòñÿ mäóã â âåðøèíû ñëåäóþùåãî ÿðóñà, êîòîðûå ïîìå÷àþòñÿ ñëåâà íàïðàâî ñèìâîëàìè

bi1 , bi2 , . . . , bim
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ äóã è âåðøèí äëÿ âñåõ ïðàâèëãðàììàòèêè â âûâîäå ñëîâà ÿçûêà âñå ëèñòüÿ äåðåâà ïîìå÷åíû òåðìèíàëüíûìèñèìâîëàìè è ñàìî ñëîâî ïîëó÷àåòñÿ ïðè îáõîäå ëèñòüåâ äåðåâà ñëåâà íàïðàâî.ßðóñû äåðåâà áóäåì íóìåðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êîðåíü äåðåâà ðàñïîëî-æåí â íóëåâîì ÿðóñå. Âåðøèíû äåðåâà, ñìåæíûå ñ êîðíåì, îáðàçóþò ïåðâûé ÿðóñ,è ò. ä. Äóãè, âûõîäÿùèå èç âåðøèí j -ãî ÿðóñà, âåäóò ê âåðøèíàì (j + 1)-ãî ÿðóñà.�àññìîòðèì ìíîãîìåðíûå ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè Fi(s1, s2, . . . , sk), i =

= 1, . . . , k, ãäå ïåðåìåííàÿ si ñîîòâåòñòâóåò íåòåðìèíàëüíîìó ñèìâîëó Ai. Ôóíê-öèÿ Fi(s1, s2, . . . , sk) ñòðîèòñÿ ïî ìíîæåñòâó ïðàâèë Ri ñ îäèíàêîâîé ëåâîé ÷àñòüþ
Ai ñëåäóþùèì îáðàçîì.Äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà Ai

pij

→ βij âûïèñûâàåòñÿ ñëàãàåìîå
qij=pij · s

l1
1 · sl2

2 · . . . · slk
k ,ãäå lm � ÷èñëî âõîæäåíèé íåòåðìèíàëüíîãî ñèìâîëà Am â ïðàâóþ ÷àñòü ïðàâèëà

(m = 1, . . . , k). Òîãäà
Fi(s1, s2, . . . , sk) =

ni
∑

j=1

qij .
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ai

j =
∂Fi(s1, . . . , sk)

∂sj

∣

∣

∣

∣

s1=s2=···=sk=1

.Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà k, îáðàçîâàííàÿ ýëåìåíòàìè ai
j , íàçûâàåòñÿìàòðèöåé ïåðâûõ ìîìåíòîâ ãðàììàòèêè G.Òàê êàê ìàòðèöà A íåîòðèöàòåëüíà, ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ äåé-ñòâèòåëüíûé íåîòðèöàòåëüíûé ñîáñòâåííûé êîðåíü (ïåððîíîâ êîðåíü) [7℄. Îáîçíà-÷èì ýòîò êîðåíü ÷åðåç r .Èçâåñòíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè ñòîõàñòè÷åñêîéÊÑ-ãðàììàòèêè [6℄: ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÊÑ-ãðàììàòèêà ïðè îòñóòñòâèè áåñïîëåçíûõíåòåðìèíàëîâ (òî åñòü íå ó÷àñòâóþùèõ â ïîðîæäåíèè ñëîâ ÿçûêà) ÿâëÿåòñÿ ñîãëà-ñîâàííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåððîíîâ êîðåíü ìàòðèöû ïåðâûõ ìîìåíòîâíå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû.Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà r < 1.Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåòåðìèíàë Aj íåïîñðåä-ñòâåííî ñëåäóåò çà íåòåðìèíàëîì Ai (è îáîçíà÷àòü Ai → Aj ), åñëè â ãðàììàòèêåñóùåñòâóåò ïðàâèëî âèäà Ai

pil→ α1Ajα2 , ãäå α1, α2 ∈ (VT ∪ VN )∗. Òðàíçèòèâíîåçàìûêàíèå îòíîøåíèÿ → îáîçíà÷èì →∗ .Ïóñòü Ai ∈ VN . ×åðåç I1(Ai) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íåòåðìèíàëîâ òàêèõ, ÷òî
Ai →∗ Aj äëÿ ëþáîãî Aj ∈ I1(Ai). ×åðåç I2(Ai) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íåòåðìèíà-ëîâ òàêèõ, ÷òî Aj → Ai äëÿ ëþáîãî Aj ∈ I2(Ai). ×åðåç I0(Ai) îáîçíà÷èì ïåðåñå-÷åíèå ýòèõ ìíîæåñòâ, òî åñòü I0(Ai) = I1(Ai) ∩ I2(Ai). Ìíîæåñòâî íåòåðìèíàëîâ
K = {Ai1 , . . . , Aiq

}, äëÿ êîòîðûõ I0(Aij
) ñîâïàäàþò è I0(Aij

) 6= ∅, j = 1, . . . , q, íà-çîâåì êëàññîì. Åñëè I0(Ai) = ∅, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ai îáðàçóåò îñîáûé êëàññ
{Ai}.�ðàììàòèêà G íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè âñå íåòåðìèíàëû èç VN îáðà-çóþò îäèí êëàññ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå G íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé. �àçëîæèìîéãðàììàòèêå ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà [7℄ ïåðâûõ ìîìåíòîâ.Äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ íåòåðìèíàëîâ K1 è K2 áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êëàññ K2íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò çà êëàññîì K1 (è îáîçíà÷àòü K1 ≺ K2 ), åñëè ñóùåñòâóþò
A1 ∈ K1 è A2 ∈ K2 òàêèå, ÷òî A1 → A2. �å�ëåêñèâíîå òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèåîòíîøåíèÿ ≺ îáîçíà÷èì ÷åðåç ≺∗ è íàçîâåì îòíîøåíèåì ñëåäîâàíèÿ.Ïóñòü {K1,K2, . . . ,Km} � ìíîæåñòâî êëàññîâ íåòåðìèíàëîâ ãðàììàòèêè,
m ≥ 2 . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàììàòèêå íåò îñî-áûõ êëàññîâ.Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî êëàññû íåòåðìèíàëîâ ïåðåíóìåðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî
Ki ≺ Kj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i < j (ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü). Ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ ðàçëîæèìîé ãðàììàòèêå ìàòðèöà ïåðâûõ ìîìåíòîâ A èìååò ñëåäóþùèéâèä:

A =













A11 A12 . . . A1m−1 A1m

0 A22 . . . A2m−1 A2m

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . Am−1m−1 Am−1m

0 0 . . . 0 Amm













. (1)Îäèí êëàññ íåòåðìèíàëîâ â ìàòðèöå ïåðâûõ ìîìåíòîâ ïðåäñòàâëåí ìíîæåñòâîìïîäðÿä èäóùèõ ñòðîê è ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâîì ñòîëáöîâ ñ òåìè æå íîìå-ðàìè. Äëÿ êëàññà Ki êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ ñîîòâåòñòâóþùèìèñòðîêàìè è ñòîëáöàìè, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Aii . Ïîäìàòðèöà Aij ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé,åñëè Ki ⊀ Kj . Áëîêè, ðàñïîëîæåííûå íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè, � íóëåâûå â ñèëóóïîðÿäî÷åííîñòè êëàññîâ íåòåðìèíàëîâ.



Î ÌÀÒ�ÈÖÅ ÏÅ�ÂÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂ 83Äëÿ êàæäîãî êëàññà Ki ìàòðèöà Aii íåðàçëîæèìà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòèáóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà è íåïåðèîäè÷íà. Ýòîãî âñåãäà ìîæíîäîáèòüñÿ, ïðèìåíÿÿ ìåòîä óêðóïíåíèÿ ïðàâèë ãðàììàòèêè, îïèñàííûé â [2℄.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ri ïåððîíîâ êîðåíü ìàòðèöû Aii. Äëÿ íåðàçëîæèìîé ìàòðè-öû ïåððîíîâ êîðåíü ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì è ïðîñòûì [7℄. Î÷åâèäíî, â ñèëóñòðóêòóðû ìàòðèöû ïåðâûõ ìîìåíòîâ, r = maxi{ri} è r > 0.Ïóñòü J = {i1, i2, . . . , il} � ìíîæåñòâî âñåõ íîìåðîâ ij êëàññîâ, äëÿ êîòîðûõ
rij

= r.Ââåäåì íåêîòîðûå ñîãëàøåíèÿ. �àññìàòðèâàÿ âåêòîð, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìûèìååì äåëî ñ âåêòîðîì-ñòîëáöîì, åñëè ïðîòèâíîå íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî. Â äàëü-íåéøåì äëÿ âåêòîðà èëè ìàòðèöû X áóäåì ïèñàòü X = c (X ≤ c), ãäå c � ñêàëÿð,åñëè âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà èëè ìàòðèöû X ðàâíû (ñîîòâåòñòâåííî ìåíüøå èëèðàâíû) c. ×åðåç XT îáîçíà÷èì òðàíñïîíèðîâàíèå âåêòîðà èëè ìàòðèöû X. ×å-ðåç (v1, v2), ãäå v1, v2 � âåêòîðû-ñòîëáöû, áóäåì îáîçíà÷àòü îáúåäèíåííûé âåêòîð-ñòîëáåö (vT
1 , v

T
2 )T . 2. Àñèìïòîòèêà äëÿ ìàòðèöû AtÇà�èêñèðóåì ïàðó (l, h), l, h ∈ {1, 2, . . . ,m}, è ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè êëàññîâ Ki1 ≺ Ki2 ≺ . . . ≺ Kis

, ãäå i1 = l, is = h. Ñðåäè âñåõ òàêèõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âûáåðåì òó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò íàèáîëüøåå ÷èñëî êëàññîâ ñíîìåðàìè èç J . Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷èì ÷åðåç slh.Äîïîëíèòåëüíî ïåðåóïîðÿäî÷èì êëàññû ïî íåóáûâàíèþ âåëè÷èíû s1l, ïðè÷åìïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ s1l ñíà÷àëà ïîñòàâèì êëàññû ñ íîìåðàìè èç J.�àçîáüåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëàññîâ íà ãðóïïû êëàññîâ M1,M2, . . . ,Mw, ïðèýòîì êëàññ Kl îòíåñåì ê ãðóïïå M1 ïðè s1l ≤ 1 è ê ãðóïïå Mj ïðè s1l = j (l =
= 2, . . . ,m). Äëÿ êðàòêîñòè äàëåå áóäåì íàçûâàòü ãðóïïó êëàññîâ ïðîñòî ãðóïïîé.Äëÿ ãðóïï Mi è Mj îïðåäåëèì s∗ij êàê maxKl∈Mi,Kh∈Mj

{slh} .Ìàòðèöó ïåðâûõ ìîìåíòîâ áóäåì òàêæå ïðåäñòàâëÿòü â âèäå
A =









B11 B12 . . . B1w

0 B22 . . . B2w

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . Bww









,ãäå Bij � ïîäìàòðèöà íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê äëÿ êëàññîâ èç ãðóïïû Mi è ñòîëáöîâäëÿ êëàññîâ èç Mj . Î÷åâèäíî, êàæäàÿ ìàòðèöà Bii èìååò ïåððîíîâ êîðåíü r.�àññìîòðèì ïîäìàòðèöó Blh ìàòðèöû ïåðâûõ ìîìåíòîâ A. Çàïèñü B(t)
lh áóäåìïðèìåíÿòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäìàòðèöû ìàòðèöû At. Èçó÷èìïîâåäåíèå ìàòðèöû At ïðè t→ ∞.Òåîðåìà 1. Ïðè t→ ∞

B
(t)
lh = Hlh · ts

∗

lh−1rt(1 + o(1)),ãäå Hlh � ìàòðèöà, íå çàâèñÿùàÿ îò t.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ãðóïï.Ïóñòü A = (B11). �ðóïïó M1 ðàçîáüåì íà òðè ïîäãðóïïû. Ê ïåðâîé ïîäãðóïïå
M11 îòíåñåì êëàññû íåòåðìèíàëîâ ñ s1l = 0, êî âòîðîé ïîäãðóïïå M12 � êëàññûñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà J, ê òðåòüåé ïîäãðóïïå M13 � âñå îñòàëüíûå êëàññû.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàçáèåíèåì B11 ïðåäñòàâèì â âèäå

B11 =





C11 C12 C13

0 C22 C23

0 0 C33



 ,



84 Ë.Ï. ÆÈËÜÖÎÂÀãäå Cij � ïîäìàòðèöà ñî ñòðîêàìè äëÿ êëàññîâ èç M1i è ñòîëáöàìè äëÿ êëàññîâèç M1j .Èññëåäóåì ñòðîåíèå ïîäìàòðèö ìàòðèöû Bt
11 ïðè t → ∞. Çàìåòèì, ÷òî ïîä-ãðóïïà M11 ìîæåò áûòü ïóñòîé, òîãäà â B11 ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ïîäìàòðèöû

C22, C23 è C33.Èçâåñòíî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñòåïåíè ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû C [7℄:
Ct =

s
∑

l=1

(

λt
lZl1 +

(

λt
l

)′
· Zl2 + . . .+

(

λt
l

)(ml−1)
Zlml

)

, (2)ãäå λl � êîðíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ψ(λ) ìàòðèöû C (l = 1, . . . , s), ml �êðàòíîñòü êîðíÿ λl äëÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà, (λt
l)

(n) � n-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî
λl îò λt

l , ìàòðèöû Zlj âïîëíå îïðåäåëÿþòñÿ çàäàíèåì ìàòðèöû C è íå çàâèñÿò îò
t. Òàê êàê êàæäîìó êëàññó Ki èç M11 èëè èç M13 ñîîòâåòñòâóåò ïåððîíîâ êîðåíü
ri < r, òî äëÿ Ct

11 è Ct
33 èç (2) ñëåäóþò îöåíêè Ct

11 = o(rt) è Ct
33 = o(rt).Ïóñòü M1l ñîäåðæèò jl êëàññîâ (l = 1, 2, 3). Ëþáîìó êëàññó Ki èç M12 ñî-îòâåòñòâóåò íåðàçëîæèìàÿ ïîäìàòðèöà Aii â ïðåäñòàâëåíèè (1), è êëàññû èç M12ïîïàðíî íåñðàâíèìû.Äëÿ íåðàçëîæèìîé ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöû At

ii ïðèìåíèì ïðåäñòàâëåíèå,óñòàíîâëåííîå â [3℄:
At

ii = UiVi · r
t(1 + o(1)),ãäå Ui � ïðàâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð (âåêòîð-ñòîëáåö), Vi � ëåâûé ñîáñòâåííûéâåêòîð (âåêòîð-ñòðîêà), ñîîòâåòñòâóþùèå r, Ui > 0, Vi > 0 è ViUi = 1.Ïîýòîìó ìàòðèöó Ct

22 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:
Ct

22 =









Uj1+1Vj1+1 0 . . . 0 0
0 Uj1+2Vj1+2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 Uj1+j2Vj1+j2









· rt(1 + o(1)). (3)Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìàòðèöó








Uj1+1Vj1+1 0 . . . 0 0
0 Uj1+2Vj1+2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 Uj1+j2Vj1+j2









.Î÷åâèäíî, ÷òî D ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå j2
∑

i=j1+1

U
(2)
i V

(2)
i , ãäå U

(2)
i =

= (0, . . . , 0, Ui, 0, . . . , 0), V
(2)
i = (0, . . . , 0, Vi, 0, . . . , 0) è Ui è Vi ðàñïîëîæåíû íàìåñòàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññó Ki.Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî

C
(t)
12 =

t−1
∑

j=0

C
j
11C12C

t−j−1
22 =

t−⌊log log t⌋
∑

j=0

C
j
11C12C

t−j−1
22 +

t−1
∑

j=t−⌊log log t⌋+1

C
j
11C12C

t−j−1
22 .Îáîçíà÷èì t−⌊log log t⌋

∑

j=0

C
j
11C12C

t−j−1
22 ÷åðåç Σ1 è t−1

∑

j=t−⌊log log t⌋+1

C
j
11C12C

t−j−1
22 ÷å-ðåç Σ2.



Î ÌÀÒ�ÈÖÅ ÏÅ�ÂÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂ 85Îöåíèì ñíà÷àëà Σ2. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ïðåäñòàâëåíèå (2) äëÿ Ct
11. Îòìåòèì,÷òî äëÿ C11 âñå ñîáñòâåííûå êîðíè ñòðîãî ìåíüøå r, à ýëåìåíòû ìàòðèöû Ct

22îãðàíè÷åíû íåêîòîðîé êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò t. Ïîýòîìó
Σ2 ≤ c1 · (r

′)t−⌊log log t⌋+1
t−1
∑

j=t−⌊log log t⌋+1

C12C
t−j−1
22 ≤

c2 · (r
′)t−⌊log log t⌋+1 · ⌊log log t⌋ = O

(

log log t · (log t)c3 · (r′)t
)

= o
(

rt
)äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò c1, c2 è c3, è r′, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó r′ < r.Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå (3) äëÿ C

t−j−1
22 , ïîëó÷èì:

Σ1 = rt−1(1 + o(1))

t−⌊log log t⌋
∑

j=0

(

C11

r

)j

C12D.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
1

r

∞
∑

j=0

(

C11

r

)j

= (rE − C11)
−1,ïîñêîëüêó ïåððîíîâ êîðåíü ìàòðèöû C11 ñòðîãî ìåíüøå r, è, ñëåäîâàòåëüíî, îá-ðàòíàÿ ìàòðèöà äëÿ (rE − C11) ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó

Σ1 = rt(rE − C11)
−1C12D · (1 + o(1)).Íàéäåì ïðàâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû B11 äëÿ ïåððîíîâà êîðíÿ r. Êîì-ïîíåíòû âåêòîðà ïðåäñòàâèì â âèäå U = (U (1), U (2), U (3)), ãäå U (1) ñîîòâåòñòâóåò

M11, U
(2) � M12, è U (3) � M13. Âåêòîð U óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé















C11U
(1) + C12U

(2) + C13U
(3) = rU (1),

C22U
(2) + C23U

(3) = rU (2),

C33U
(3) = rU (3).Îòñþäà U (3) = 0, òàê êàê ïåððîíîâ êîðåíü ìàòðèöû C33 ñòðîãî ìåíüøå r ,

U (2) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì äëÿ ìàòðèöû C22 è U (1) = (rE −
− C11)

−1C12U
(2).Òàêèì îáðàçîì,

C
(t)
12 = rt(rE − C11)

−1C12

j2
∑

i=j1+1

U
(2)
i V

(2)
i · (1 + o(1)) = rt

j2
∑

i=j1+1

U
(1)
i V

(2)
i · (1 + o(1)),ãäå U (1)

i ñîîòâåòñòâóåò ïðàâîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó U
(2)
i ìàòðèöû C22.�àññìîòðèì ìàòðèöó C

(t)
23 . Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
C

(t)
23 =

t−1
∑

j=0

C
j
22C23C

t−j−1
33 .Ïðåäñòàâèì ýòó ñóììó â âèäå Σ1 + Σ2, ãäå

Σ1 =

t−1
∑

j=⌊log log t⌋+1

C
j
22C23C

t−j−1
33 , Σ2 =

⌊log log t⌋
∑

j=0

C
j
22C23C

t−j−1
33 .



86 Ë.Ï. ÆÈËÜÖÎÂÀÀíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ Ct
12, äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà Σ2 = o(rt).Äëÿ Σ1 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Σ1 = D ·
t−1
∑

j=⌊log log t⌋+1

riC23C
t−j−1
33 · (1 + o(1)) = rt · (1 + o(1))

t−⌊log log t⌋−2
∑

j=0

(

C33

r

)j

.Íàéäåì ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû B11 äëÿ ïåððîíîâà êîðíÿ r. Êîì-ïîíåíòû âåêòîðà ïðåäñòàâèì â âèäå V = (V (1), V (2), V (3)). Âåêòîð V óäîâëåòâîðÿåòñèñòåìå óðàâíåíèé














V (1)C11 = rV (1),

V (1)C12 + V (2)C22 = rV (2),

V (1)C13 + V (2)C23 + V (3)C33 = rV (3).Îòñþäà V (1) = 0, òàê êàê ïåððîíîâ êîðåíü ìàòðèöû C11 ñòðîãî ìåíüøå r , V (2)ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì äëÿ ìàòðèöû C22, è V (3) = V (2)C23(rE −
− C33)

−1. Ïîýòîìó
C

(t)
23 = rt

j2
∑

i=j1+1

U
(2)
i V

(2)
i C23(rE − C33)

−1 · (1 + o(1)) = rt

j2
∑

i=j1+1

U
(2)
i V

(3)
i · (1 + o(1)).Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ìàòðèöó C

(t)
13 . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

C
(t)
13 =

t−1
∑

j=0

C
j
11C13C

t−j−1
33 +

t−1
∑

j=0

C
j
12C23C

t−j−1
33 .Òàê êàê ïåððîíîâû êîðíè ìàòðèö C11 è C33 ñòðîãî ìåíüøå r , òî ñïðàâåäëèâàîöåíêà

t−1
∑

j=0

C
j
11C13C

t−j−1
33 = o(rt).Ïîýòîìó

C
(t)
13 =

t−1
∑

j=0

C
(j)
12 C23C

t−j−1
33 + o(rt).Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó äëÿ C

(j)
12 , ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó-÷èì, ÷òî

C
(t)
13 = rt ·

j2
∑

i=j1+1

U
(1)
i V

(2)
i C23(rE − C33)

−1 · (1 + o(1)) = rt

j2
∑

i=j1+1

U
(1)
i V

(3)
i · (1 + o(1)).Òàêèì îáðàçîì,

Bt
11 =







0
∑j2

i=j1+1 U
(1)
i V

(2)
i

∑j2
i=j1+1 U

(1)
i V

(3)
i

0
∑j2

i=j1+1 U
(2)
i V

(2)
i

∑j2
i=j1+1 U

(2)
i V

(3)
i

0 0 0






· rt + o(rt). (4)Îòìåòèì, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû B11, ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññàì Ki ∈ M12, òîåñòü êëàññàì, äëÿ êîòîðûõ i ∈ J, ïðîïîðöèîíàëüíû êîìïîíåíòàì ïðàâîãî ñîá-ñòâåííîãî âåêòîðà U (2)

i , à ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññàì Kj ∈ M12, ïðîïîð-öèîíàëüíû êîìïîíåíòàì ëåâîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà V (2)
j .



Î ÌÀÒ�ÈÖÅ ÏÅ�ÂÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂ 87�àññìîòðèì ñëó÷àé w = 2. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà At èìååò âèä
At =

(

Bt
11 B

(t)
12

0 Bt
22

)

.Ñòðîåíèå ìàòðèöû Bt
22 àíàëîãè÷íî ñòðîåíèþ èññëåäîâàííîé ðàíåå ïîäìàòðèöûäëÿ Bt

11, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäêëàññàì M12 è M13. Äëÿ B
(t)
12 ñïðàâåäëèâà �îð-ìóëà

B
(t)
12 =

t−1
∑

j=0

B
j
11B12B

t−j−1
22 .Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçëè÷àòü ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèö Bt

11 è Bt
22, ââåäåì âòî-ðîé âåðõíèé èíäåêñ, ðàâíûé 1, â ñëó÷àå ìàòðèöû Bt

11, è ðàâíûé 2, â ñëó÷àå ìàòðè-öû Bt
22. Äëÿ ãðóïïû M2 îòñóòñòâóåò ïîäãðóïïà M21, ïîýòîìó M2 = (M22,M23) .Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷èòûâàþùèõ âèä (4), ïîëó÷èì, ÷òî

B
(t)
12 =







0
∑

i U
(11)
i V

(21)
i

∑

i U
(11)
i V

(31)
i

0
∑

i U
(21)
i V

(21)
i

∑

i U
(21)
i V

(31)
i

0 0 0






·B12×

×

(

∑

j U
(22)
j V

(22)
j

∑

j U
(22)
j V

(32)
j

0 0

)

· trt + o(trt).Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó B12 â âèäå
B12 =





D11 D12

D21 D22

D31 D32



 , (5)ãäå ðàçáèåíèå ïî ñòðîêàì ñäåëàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäãðóïïàìè ãðóïïû M1, à ïîñòîëáöàì � â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäãðóïïàìè ãðóïïû M2. Òîãäà
B

(t)
12 =







∑

i,j cijU
(11)
i V

(22)
j

∑

i,j cijU
(11)
i V

(32)
j

∑

i,j cijU
(21)
i V

(22)
j

∑

i,j cijU
(21)
i V

(32)
j

0 0






· trt + o(trt),ãäå cij =

(

V
(21)
i D21 + V

(31)
i D31

)

U
(22)
j . Êîý��èöèåíò cij > 0 â ñëó÷àå, êîãäà

Ki ≺ Kj .Áëîêè ìàòðèöû B
(t)
12 ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü â âèäå, àíàëîãè÷íîì (4), ñìåíèâïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è ïðîâåäÿ ñóììèðîâàíèå ïî i :

B
(t)
12 =







∑

j U
′(11)
j V

(22)
j

∑

j U
′(11)
j V

(32)
j

∑

j U
′(21)
j V

(22)
j

∑

j U
′(21)
j V

(32)
j

0 0






· trt + o(trt),ãäå U ′(l1)

j =
∑

i cijU
(l1)
i , l = 1, 2.Â ñèëó ñòðîåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãðóïïàì M12 è

M22, ñòðîêè äëÿ êëàññà Ki ∈ M12 ïðîïîðöèîíàëüíû êîìïîíåíòàì ïðàâîãî ñîá-ñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû Aii, à ñòîëáöû äëÿ Kj ∈ M22 � êîìïîíåíòàì ëåâîãîñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû Ajj .Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû äëÿ w = 2.
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(t)
32 = O(rt) è Dt

33 = O(rt), äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòèõ îöåíîê äî-ñòàòî÷íî â êà÷åñòâå ìàòðèöû ïåðâûõ ìîìåíòîâ ðàññìîòðåòü ìàòðèöó áåç ñòðîê èñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãðóïïàì M11 è M12. Ïðè ýòîì D32 ïåðåéäåò âïîäìàòðèöó C12, à D33 � â ïîäìàòðèöó C13.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ w − 1 ãðóïï. Äîêà-æåì åãî äëÿ w ãðóïï.Îáîçíà÷èì ÷åðåç D1 ïîäìàòðèöó ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðâûì w −
− 1 ãðóïïàì, è ÷åðåç D2 � ïîäìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïàì ñ íîìåðàìè
2, 3, . . . , w . Òîãäà ìàòðèöó ïåðâûõ ìîìåíòîâ A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A =

(

D1 E1

0 Bww

)

, ãäå E1 =





B1w

. . .

Bw−1,w



 ,è â âèäå
A =

(

B11 E2

0 D2

)

, ãäå E2 =
(

B12 . . . B1w

)

.Î÷åâèäíî, ÷òî
At =

(

Dt
1 E

(t)
1

0 Bt
ww

)

=

(

Bt
11 E

(t)
2

0 Dt
2

)

,ãäå E(t)
1 , E

(t)
2 � ïîäìàòðèöû â At, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäìàòðèöàì E1 è E2 â A.Äëÿ ìàòðèö D1 è D2 óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-äóêöèè. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ïîäìàòðèöû B

(t)
1w.Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî

B
(t)
1w =

w−1
∑

l=1

t−1
∑

j=0

B
(j)
1l BlwB

t−j−1
ww .Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè B(j)

1l = O
(

ts
∗

1l−1rt
)

. Òàê êàê ãðóïïû óïîðÿäî÷åíû ïîâîçðàñòàíèþ s∗1l, òî îïðåäåëÿþùèì â ñóììå ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå B(j)
1,w−1. Ïîýòîìó

B
(t)
1w =

t−1
∑

j=0

B
(j)
1w−1Bw−1wB

t−j−1
ww · (1 + o(1)).�àñêðûâàÿ B

(j)
1w−1, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:
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(t)
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


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∑

j U
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j V
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j

∑

j U
′(11)
j V
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j

∑

j U
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j V

(2w)
j
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j U
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j V

(3w)
j
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




· ts

∗

1w−1rt + o(ts
∗

1w−1rt),ãäå
U

′(l1)
j =

1

s∗1w − 1

∑

i

(

V
(21)
i D21 + V

(31)
i D31

)

U
(2w)
j U

(l1)
iè Dl1 � áëîêè ìàòðèöû Bw−1,w (l = 1, 2).Òåîðåìà äîêàçàíà.Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âûòåêàåòÑëåäñòâèå 1. Ïðè t→ ∞

B
(t)
lh = Hlh · ts

∗

lh−1rt(1 + o(1)) äëÿ l 6= h,
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Hlh =







∑

j U
′(1l)
j V

(2h)
j
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j U
′(1l)
j V
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′(2l)
j V

(2h)
j
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j U
′(2l)
j V

(3h)
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




.Ïðîèíòåðïðåòèðóåì ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1, èñïîëüçóÿ äåðåâüÿ âûâîäà. Îáîçíà-÷èì ÷åðåç D ìíîæåñòâî äåðåâüåâ âûâîäà, êîðåíü êîòîðûõ ïîìå÷åí àêñèîìîé ãðàì-ìàòèêè A1, è ÷åðåç Mi(t) � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà âåðøèí íà ÿðóñå täåðåâà âûâîäà èç D, ïîìå÷åííûõ íåòåðìèíàëüíûì ñèìâîëîì Ai.Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü Ai ∈ Kj. Òîãäà ïðè t→ ∞

Mi(t) ∼ ci · t
s1j−1rt,ãäå ci � íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 07-01-00739).SummaryL.P. Zhiltsova. On a Matrix of First Moments for De
omposable Sto
hasti
 CF-Grammar.Sto
hasti
 
ontext-free grammar is 
onsidered whi
h 
ontains arbitrary number of 
lassesof non-terminal symbols without restri
tions on the su

ession order of 
lasses. Correspondingmatrix A of �rst moments is de
omposable. For the 
ase when Perron's root of the matrix Ais stri
tly less than one, properties of the matrix A

t are investigated under t → ∞.Key words: algorithm, 
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