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ÓÄÊ 519.6�ÀÑ×ÅÒ ÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�ÍÎ�Î ÏÎËß ÏËÀÑÒÈÍÛÏ�È ÝËÅÊÒ�ÎÍÍÎ-ËÓ×ÅÂÎÉ ÑÂÀ�ÊÅÌ.À. Èãíàòüåâà, �.Ô. Êàäûðîâ, À.Á. ÌàçîÀííîòàöèÿÏðåäëîæåíû ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ïðèýëåêòðîííî-ëó÷åâîé ñâàðêå â íåñòàöèîíàðíîé è ñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêàõ. Â ðàñ÷åòàõèñïîëüçóåòñÿ êîìïîçèöèîííàÿ êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ñåòêà ñî ñãóùåíèåì â îêðåñòíîñòè èñ-òî÷íèêà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ý��åêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâìåæäó ñîáîé, à òàêæå ñ êîììåð÷åñêèì ïàêåòîì MSC.Mar.Ââåäåíèå×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ýëåêòðîííî-ëó÷åâîé ñâàðêè ìåòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíûïðåäïîëàãàåò äåòàëüíûé ðàñ÷åò äèíàìèêè òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ, êîòîðîå �îðìè-ðóåòñÿ ïîä äåéñòâèåì äâèæóùåãîñÿ ýëåêòðîííîãî ëó÷à. Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ òåïëî-âîé çàäà÷è îïðåäåëÿåò ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èçäåëèÿ, îöåíêè êà÷åñòâà ñâàðíîãî ñîåäèíåíèÿ.Ñïåöè�èêà òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ýëåêòðîííîãî ëó÷à íà ìåòàëë ñîñòîèò â òîì,÷òî ðàäèóñ äåéñòâèÿ òåïëîâîãî èñòî÷íèêà ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâîáëàñòè, ïðè ýòîì ðåçêèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ñî-ñðåäîòî÷åíû â ìàëîé îêðåñòíîñòè òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ëó÷à. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîðàñ÷åòíàÿ ñåòêà, èñïîëüçóåìàÿ ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà, äîëæíàáûòü äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîé â ýòîé îêðåñòíîñòè. Ïðèìåíåíèå ðàâíîìåðíîé ñåòêèâî âñåé îáëàñòè ðàñ÷åòà ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî èç-çà ÷ðåçìåðíî áîëüøîé ðàç-ìåðíîñòè âîçíèêàþùåé äèñêðåòíîé çàäà÷è. Êîìïðîìèññ ìåæäó âûñîêèì ðàçðåøå-íèåì è ýêîíîìè÷íîñòüþ ÷èñëåííîé ìîäåëè ñîñòîèò â ëîêàëüíîì ñãóùåíèè ñåòêèâ îêðåñòíîñòè äâèæóùåãîñÿ èñòî÷íèêà. Èçâåñòíî íåñêîëüêî îñíîâíûõ âàðèàíòîâðåàëèçàöèè äàííîé èäåè:

• ïîñòðîåíèå åäèíîé âî âñåé îáëàñòè íåðàâíîìåðíîé ñåòêè, ñèëüíî ñãóùàþùåé-ñÿ â îêðåñòíîñòè ñâàðíîãî øâà [1℄;
• ïðèìåíåíèå äèíàìè÷åñêèõ àäàïòèâíûõ ñåòîê, èìåþùèõ ëîêàëüíîå ñãóùåíèåâ îáëàñòè âûñîêèõ ãðàäèåíòîâ òåìïåðàòóðû è ïåðåñòðàèâàþùèõñÿ ïðè äâè-æåíèè ëó÷à [2℄;
• ïîñòðîåíèå ñõåìû äåêîìïîçèöèè ñ äâóìÿ ïîäîáëàñòÿìè, îäíà èç êîòîðûõ ñî-äåðæèò òðàåêòîðèþ èñòî÷íèêà [3, 4℄;
• ïîñòðîåíèå ðàñ÷åòíîé ñõåìû ñ òàê íàçûâàåìûìè ñêîëüçÿùèìè ñåòêàìè, îäíàèç êîòîðûõ (ìåëêàÿ) ñâÿçàíà ñ äâèæóùèìñÿ èñòî÷íèêîì, à äðóãàÿ (êðóïíàÿ)ñòðîèòñÿ â íåïîäâèæíîé îáëàñòè ðàñ÷åòà [5℄.Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå êîììåð÷åñêèõïàêåòîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ÿâ-ëÿåòñÿ MSC.Mar-Mentat [6℄, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ è ñðåäñòâà ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñåòîê. Â îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåïëîâûõ ïðîöåññîâ ñ �àçî-âûìè ïðåâðàùåíèÿìè ìåòàëëà ïðè ñâàðêå â äàííîì ïàêåòå ïîëîæåíî ñòàíäàðòíîå
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y�èñ. 1. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ñåòêà è òåìïåðàòóðíîå ïîëå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýëåêòðîííî-ëó÷åâîé ñâàðêè â ïàêåòå MSC.Marêâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ îáúåìíî-ðàñïðåäåëåííûì íåñòàöèî-íàðíûì èñòî÷íèêîì. �åøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿíà îñíîâå åå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåìèòåðàöèîííîãî ìåòîäà. Ïðèìåð íåðàâíîìåðíîé ñåòêè, ñãóùàþùåéñÿ â îêðåñòíî-ñòè òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ íàãðåâàòåëÿ, à òàêæå òåìïåðàòóðíîå ïîëå, ïîñòðîåííîåñðåäñòâàìè MSC.Mar, ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.Îïûò ðàáîòû ñ äàííûì ïàêåòîì íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ñðåäíåé ìîùíî-ñòè ïîêàçàë, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå ñâàðêè íà äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûõ ðàñ÷åòíûõ ñåòêàõòðåáóåò ÷ðåçìåðíûõ âðåìåííûõ çàòðàò, à òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ íà ãðóáûõ ñåòêàõ íåâïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíà, îñîáåííî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ëîêàëèçîâàííûì èñòî÷-íèêîì.Â ñâÿçè ñ ýòèì â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàþòñÿ ìîäè�èöèðîâàííûå ïîñòàíîâêè èáîëåå ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òåïëîâûõ çàäà÷ ýëåêòðîííî-ëó÷åâîé ñâàðêè. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ýëåêòðîííî-ëó÷åâîé ñâàðêè ïëàñòèíû èç àëþìèíèå-âîãî ñïëàâà, êîòîðàÿ èìååò �îðìó ïàðàëëåëåïèïåäà ñî ñòîðîíàìè Lx = 8 ì,

Ly = 2 ì, Lz = 5 ì â íàïðàâëåíèè îñåé x , y è z ñîîòâåòñòâåííî. Òåïëîïðî-âîäíîñòü k è òåïëîåìêîñòü c ìåòàëëà çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû T , êàê ïîêàçàíîíà ðèñ. 2; ïëîòíîñòü ρ ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé 2710 êã/ì3 . Ïîòåðè ýíåð-ãèè íà ïëàâëåíèå è âûäåëåíèå åå ïðè êðèñòàëëèçàöèè (ñêðûòàÿ òåïëîòà �àçîâûõïåðåõîäîâ) ó÷òåíû â �óíêöèè c(T ) â âèäå ðåçêèõ ïèêîâ.
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè òåïëîïðîâîäíîñòè k è òåïëîåìêîñòè c îò òåìïåðàòóðû T
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x0�èñ. 3. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïðîöåññà ñâàðêèÝëåêòðîííûé ëó÷ äåéñòâóåò ïîä óãëîì α = 40◦ ê íèæíåé ãðàíè è äâèæåòñÿñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v = 2.5 ñì/ñ ïàðàëëåëüíî îñè OZ . Òåïëîâàÿ ìîùíîñòüíàãðåâàòåëÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ðàñïðåäåëåíà âäîëü ëèíèè
z∗(t) = vt, x∗(y) = x0 + y/tg α, (1)ãäå x0 = 0.5 (Lx − Ly/tg α) (ñì. ðèñ. 3).�àñïðåäåëåíèå òåïëîâîé ìîùíîñòè, âûäåëÿåìîé ýëåêòðîííûì ëó÷îì, â êàæäûéìîìåíò âðåìåíè t ìîæíî çàäàòü �óíêöèåé q(y) , ãäå y � ðàññòîÿíèå îò âåðõíåéãðàíè äî ëó÷à. Îïðåäåëåíèå ïîãîííîé ìîùíîñòè q(y) äëÿ êîíêðåòíîãî ñïîñîáàýëåêòðîííî-ëó÷åâîé ñâàðêè ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíóþ ïðîáëåìó [7℄, îäíàêî âíàøåé çàäà÷å îíà ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé. Òèïè÷íûé âèä ýòîé �óíêöèè ïðåäñòàâëåííà ðèñ. 4.Ìàòåìàòè÷åñêè óäåëüíàÿ ìîùíîñòü Q(x, y, z, t) Âò/ì3 , âûäåëÿþùàÿñÿ íà ëè-íèè äâèæóùåãîñÿ ëó÷à, ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñ ïîìîùüþ ïðîèçâåäåíèÿ δ -�óíêöèéÄèðàêà:

Q(x, y, z, t) = q(y)δ[x − x∗(y)]δ[z − z∗(t)],ãäå êîîðäèíàòû x∗ è z∗ çàäàíû �îðìóëàìè (1). Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ èñïîëü-çîâàëàñü àïïðîêñèìàöèÿ δ -�óíêöèé âèäà
δ(ξ) =







π
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(
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, |ξ| < r,

0, |ξ| ≥ r.
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�èñ. 4. Ïîãîííàÿ ìîùíîñòü èñòî÷íèêà q(y) â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî âåðõíåé ãðàíèÇäåñü r � ðàäèóñ ðåãóëÿðèçàöèè (â ðàñ÷åòàõ ïðèíèìàëîñü r = 5 ìì, ÷òî ñîîò-âåòñòâóåò ðåàëüíîìó ðàäèóñó òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ýëåêòðîííîãî ëó÷à). Îêîí÷à-òåëüíàÿ �îðìóëà äëÿ ìîùíîñòè èñòî÷íèêà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå îáëàñòè x, y, zâ ìîìåíò âðåìåíè t ïðèíèìàåò âèä
Q(x, y, z, t) =







q(y)
( π

4r

)2

cos

(

πξ

2r

)

cos
(πη

2r

)

, |ξ| < r, |η| < r,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, (2)ãäå ξ = x − x∗(y) , η = z − z∗(t) .Òåìïåðàòóðíîå ïîëå T (x, y, z, t) â ïëàñòèíå, ïðåäñòàâëÿþùåé èç ñåáÿ ïàðàëëå-ëåïèïåä Ω = (0, Lx)× (0, Ly)× (0, Lz) ñ ãðàíèöåé Γ , îïèñûâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâîéçàäà÷åé
∂H(T )

∂t
− div k(T )grad T = Q(x, y, z, t), (x, y, z) ∈ Ω, t > 0,

k(T )
∂T

∂n
= 0, (x, y, z) ∈ Γ, t > 0,

T (x, y, z, 0) = T 0(x, y, z), (x, y, z) ∈ Ω.

(3)Çäåñü n � âíåøíÿÿ ê Γ íîðìàëü, äâèæóùèéñÿ îáúåìíî-ðàñïðåäåëåííûé èñòî÷íèê
Q çàäàí �îðìóëîé (2), à H � óäåëüíàÿ ýíòàëüïèÿ, Äæ/ì3, îïðåäåëÿåìàÿ êàê

H(T ) = ρ

T
∫

T0

c(ξ)dξ.Ìàòåìàòè÷åñêóþ �îðìóëèðîâêó (3) íàçîâåì íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷åé. Ïðè ýòîìñðåäà (ìåòàëë ñâàðèâàåìîãî èçäåëèÿ) ïîêîèòñÿ, à èñòî÷íèê (ýëåêòðîííûé ëó÷)äâèæåòñÿ. Â ðÿäå òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò ïî ìîäåëèðîâàíèþ ñâàðî÷íûõ ïðîöåññîâäàííàÿ ïîñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà [8, 9℄. Èìåííî òà-êàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàëèçîâàíà â ïàêåòå MSC.Mar.Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îïèñàíèþ èçó÷àåìîãî ïðîöåññà ñî-ñòîèò âî ââåäåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ äâèæóùèìñÿ íàãðåâàòåëåì(ïîäõîä Ýéëåðà, [9℄). Â ýòîì ñëó÷àå èñòî÷íèê òåïëà ñòàíîâèòñÿ íåïîäâèæíûì, à



�ÀÑ×ÅÒ ÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�ÍÎ�Î ÏÎËß ÏËÀÑÒÈÍÛ. . . 27õîëîäíûé ìåòàëë íàáåãàåò íà íåãî ñî ñêîðîñòüþ ñâàðêè v . Ïðè v = const â äè�-�åðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè èñ÷åçàåò ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, íîïîÿâëÿåòñÿ êîíâåêòèâíûé ÷ëåí:
v
∂H

∂z
− div k(T )grad T = Q(x, y, z, t), (x, y, z) ∈ Ω,

T (x, y, z) = T0, (x, y, z) ∈ Γ0

k(T )
∂T

∂n
= 0, (x, y, z) ∈ ΓN ∪ ΓL,

(4)ãäå ΓN = {(x, y, z) ∈ Γ : z ∈ (0, Lz)} , Γ0 = {(x, y, z) ∈ Γ : z = 0} , ΓL = {(x, y, z) ∈
∈ Γ : z = Lz} . Â ïîñòàíîâêå (4), êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíîé çàäà-÷åé, âðåìÿ t â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì è ñëóæèò ëèøü äëÿîïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà ïî �îðìóëàì (1).2. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷èÎïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ â ñòàöèîíàðíîé (4) è â íåñòàöèîíàðíîé (3) çàäà÷àõÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè, ïîñêîëüêó òåïëîåìêîñòü c è òåïëîïðîâîäíîñòü k � íåëè-íåéíûå �óíêöèè òåìïåðàòóðû. Äëÿ èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ñïåöè-àëüíûé ìåòîä, ñóòü êîòîðîãî ìû ïîÿñíèì ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å (3).Ïðîâåäåì íåÿâíóþ ïîëóäèñêðåòèçàöèþ óðàâíåíèÿ, çàìåíèâ ÷àñòíóþ ïðîèçâîä-íóþ ∂H/∂t ðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì (H − Ȟ)/τ , ãäå Ȟ = H(t − τ), τ � øàã ïîâðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå ïîëó÷èì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå
AT = F , ãäå

AT = H(T ) − τdiv k(T )grad T, F = Ȟ + τ Q.Ïîñëå ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì ñèñòåìó íåëè-íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî óçëîâûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû
Ti, i = 1, . . . , N . Ýòó ñèñòåìó áóäåì ðåøàòü èòåðàöèîííûì ìåòîäîì ðåëàêñàöè-îííîãî òèïà, â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî i òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñêàëÿðíîå íåëèíåéíîåóðàâíåíèå âèäà A(Ti) = Fi . Åãî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò, ïîñêîëü-êó A(T ) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ.×èñëåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî áûñòðî, åñëè âìåñòî�óíêöèè A(T ) èñïîëüçîâàòü åå êóñî÷íî-ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå. Äëÿ ýòîãî ëèíåà-ðèçóåì ïðîñòðàíñòâåííûé îïåðàòîð div k(T )grad T , ââåäÿ �óíêöèþ Êèðõãî�à

K(T ) =

T
∫

T0

k(ξ)dξ. (5)Òîãäà îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
H(T ) − H(Ť )

τ
−△K(T ) = Q, (6)ãäå △ � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Äëÿ óðàâíåíèÿ (6) �óíêöèÿ A(T ) èìååò âèä A(T ) =

= αH(T )+βK(T ) , ïîýòîìó äëÿ åå êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî âòîì æå âèäå ïðåäñòàâèòü �óíêöèè H(T ) è K(T ) .Êðîìå òîãî, ðàçðåøàþùèé îïåðàòîð â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå äëÿ óðàâíåíèÿ (6)íå áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåíè, ÷òî ñóùåñòâåííî ýêîíîìèò âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû.Äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (4) òàêæå ïðîâîäèòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ (5), â ðåçóëüòàòåïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå êîíâåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè
∂H(T )

∂z
−△K(T ) = Q, (7)



28 Ì.À. È�ÍÀÒÜÅÂÀ È Ä�.êîòîðîå ïîñëå ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè òàêæå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ðåëàêñà-öèè.Ïðèìåíåíèå èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ïðåäïîëàãàåò çàäàíèå íà÷àëüíîãî ïðèáëè-æåíèÿ. Â íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷å (6) âûáîð õîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿî÷åâèäåí: ýòî çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû íà ïðåäûäóùåì âðåìåííîì ñëîå. Îäíàêî,äëÿ òîãî ÷òîáû çàäàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, áëèçêîå ê ðåøåíèþ ñòàöèîíàð-íîé çàäà÷è (7), òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñèëèÿ. �àññìîòðèì óðàâíåíèå (7) ñïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè k̄ è c̄ , îïðåäåëåííûìè êàê èíòåãðàëüíûå ñðåäíèåîò k è c ïî òåìïåðàòóðå. Â ýòîì ñëó÷àå H = c̄ρT , K = k̄T , è óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿëèíåéíûì: V ∂T/∂z −△T = f̄ , ãäå V = vρc̄/k̄ , f̄ − Q/k̄ . �åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿáóäåì èñêàòü â âèäå
T (x) = u(x)eβz, β = V/2. (8)Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè u ïîëó÷èì âñïîìî-ãàòåëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

V u −△u = f ≡ e−βz f̄ , (x, y, z) ∈ Ω;

∂u

∂n
− βu = 0, (x, y, z) ∈ ΓL;

∂u

∂n
= 0, (x, y, z) ∈ ΓN ;

u(x, y, z) = e−βzT0, (x, y, z) ∈ Γ0.

(9)Îïåðàòîð çàäà÷è (9) ëèíååí, ñèììåòðè÷åí è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, ïîýòîìó äëÿåå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèìåíèìû èçâåñòíûå ý��åêòèâíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû,íàïðèìåð, ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Ïîñëå òîãî, êàê �óíêöèÿ u íàéäåíà,ïî �îðìóëå (8) âîññòàíàâëèâàåòñÿ òåìïåðàòóðíîå ïîëå T , êîòîðîå è èñïîëüçóåòñÿâ êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ â ìåòîäå ðåëàêñàöèè äëÿ çàäà÷è (7).3. Òðèàíãóëÿöèÿ îáëàñòè è ñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèèÄëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè ñòàöèîíàðíîé è íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ñî ñãóùåíèåì ñåòîê â äâóõ ïîäîáëàñòÿõ.Ïåðâàÿ èç íèõ Ωf ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàëóþ îêðåñòíîñòü òðàåêòîðèè íàãðåâàòå-ëÿ è ïîêðûòà ïîäðîáíîé ñåòêîé; ñàìà îáëàñòü Ω ïîêðûòà áîëåå ãðóáîé ñåòêîé.Ïðè ýòîì íà ãðàíèöå ∂Ωf ïîÿâëÿþòñÿ íåñîãëàñîâàííûå óçëû, ðåøåíèå â êîòîðûõîïðåäåëÿåòñÿ ëèøü çíà÷åíèÿìè èñêîìûõ �óíêöèé â ñîãëàñîâàííûõ óçëàõ ñåòîê.Êîíå÷íîýëåìåíòíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû íà òàêèõ òðèàí-ãóëÿöèÿõ, ïðåäëîæåííûé, íàïðèìåð, â [10℄, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèéñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé, îäíàêî ïðè ýòîì òåðÿåòñÿ åå äèàãîíàëüíàÿ ñòðóêòóðà,äàæå äëÿ ñåòêè èç îðòîãîíàëüíûõ òåòðàýäðîâ. Íèæå ïðåäëîæåíà ñõåìà, êîòîðàÿïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìàòðèöó ñ ïðîñòîé ñòðóêòóðîé, îäíàêî íåñèììåòðè÷íóþ.Äåêîìïîçèöèÿ èñõîäíîé îáëàñòè è òðèàíãóëÿöèÿ ïîäîáëàñòåé ïðîèñõîäÿò â äâàýòàïà. Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ èñõîäíàÿ ñåòêà íà âñåé îáëàñòè, ñãóùàþùàÿñÿ ïî ñòåïåí-íîìó çàêîíó ê ñâàðíîìó øâó. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå âûäåëÿåòñÿ ïîäîáëàñòü Ωf ,ÿâëÿþùàÿñÿ ìàëîé îêðåñòíîñòüþ ñâàðíîãî øâà, â ýòîé ïîäîáëàñòè ïðîèçâîäèòñÿäðîáëåíèå ýëåìåíòîâ èñõîäíîé ñåòêè. Áîëåå ïîäðîáíî ýòó ñõåìó òðèàíãóëÿöèè ðàñ-ñìîòðèì äëÿ ñëó÷àÿ ïðèçìàòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ñ ÷åòûðåõóãîëüíûì îñíîâàíèåì.Äëÿ ñîçäàíèÿ èñõîäíîé ñåòêè ïîñòðîèì âíà÷àëå â ñå÷åíèè XY ïëîñêóþ ñåò-êó ÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíóþ îðòîãîíàëüíîé, ñîñãóùåíèåì óçëîâ ê ëèíèè äåéñòâèÿ èñòî÷íèêà y = tg α(x − Lx/2) − Ly/2 . Ïðèìåðòàêîé ñåòêè ïîêàçàí íà ðèñ. 5. Ïîñòðîåíèå òðåõìåðíîé ñåòêè íà ïåðâîì ýòàïå çà-
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�èñ. 6. Êîìïîçèöèîííàÿ ñåòêà â ñå÷åíèè XY (ñïðàâà óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò)âåðøàåòñÿ ýêñòðóçèåé ïëîñêîé ñåòêè â íàïðàâëåíèè z  ðàâíîìåðíûì ðàçáèåíèåìîòðåçêà [0, Lz] .Íà âòîðîì ýòàïå âûäåëÿåòñÿ ïîäîáëàñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ èñõîä-íîé ãðóáîé ñåòêè è ñîäåðæàùàÿ ìàëóþ îêðåñòíîñòüþ ñâàðíîãî øâà. Âîøåäøèåâ íåå ýëåìåíòû äðîáÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ñå÷åíèè XY âíóòðè êàæäîãî ÷å-òûðåõóãîëüíèêà ñíîâà ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ñåòêà ñ òåì æå çàêîíîì ñãóùåíèÿè ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì ¾ìåëêèõ¿ ýëåìåíòîâ âíóòðè êàæäîãî ¾êðóïíîãî¿.Óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò ïîëó÷èâøåéñÿ êîìïîçèöèîííîé ñåòêè â ñå÷åíèè XY ïðåä-ñòàâëåí íà ðèñ. 6. Ïîñòðîåíèå ìåëêîé ñåòêè â âûäåëåííîé ïîäîáëàñòè çàâåðøàåòñÿðàâíîìåðíûì èçìåëü÷åíèåì êàæäîãî îòðåçêà èñõîäíîé ñåòêè âäîëü îñè z .Ïîñòðîåíèå êîíå÷íîëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé íà êîìïîçèöèîííîé ñåòêå äëÿñòàöèîíàðíîé è íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷, à òàêæå äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (9)ïðîâîäèòñÿ ïî åäèíîé ìåòîäèêå [11℄. Âíà÷àëå çàïèñûâàþòñÿ ñåòî÷íûå óðàâíåíèÿíà êàæäîé èç ñåòîê. Çàòåì óðàâíåíèÿ íà ãðóáîé ñåòêå, ïîêðûâàþùåé âñþ îáëàñòüðàñ÷åòà, âèäîèçìåíÿþòñÿ òàê, ÷òîáû â óçëàõ, ñîâïàäàþùèõ ñ óçëàìè ïîäðîáíîéñåòêè (â îêðåñòíîñòè ñâàðíîãî øâà), ðåøåíèå ñîâïàäàëî ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûìíà ìåëêîé ñåòêå. Èñêîìàÿ �óíêöèÿ â óçëàõ ìåëêîé ñåòêè, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå ðàç-äåëà ïîäîáëàñòåé, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîëèëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé�óíêöèè ñ êðóïíîé ñåòêè.
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x, мм�èñ. 7. Êîìïîçèöèîííàÿ ñåòêà â ñå÷åíèè XZ (ñïðàâà óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò)Äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíèîïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîáîì àïïðîêñèìàöèè êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà. Èçâåñòíî, ÷òî íàïðàâ-ëåííàÿ ðàçíîñòü ¾ïðîòèâ ïîòîêà¿ èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè è âíîñèòâ ñåòî÷íóþ ñõåìó ðåãóëÿðíîå âîçìóùåíèå â âèäå äîïîëíèòåëüíîé ÷èñëåííîé âÿç-êîñòè (â íàøåì ñëó÷àå � òåïëîïðîâîäíîñòè). Àïïðîêñèìàöèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîéöåíòðàëüíîé ðàçíîñòüþ èçáàâëåíà îò ýòîãî íåäîñòàòêà, îäíàêî ïðèâîäèò ê ïëîõîîáóñëîâëåííîé ìàòðèöå ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîâûøå-íèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè êîíâåêòèâíîãî ñëàãàåìîãî â çàäà÷å (4) ïðè ñîõðàíåíèèäèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæåòáûòü åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå
v
∂H

∂z
≈ vHz̄ + v

(

hz

2
− ε

)

Hzz̄, (10)ãäå ε ∈ (0, hz/2] � âàðüèðóåìûé ïàðàìåòð.Äàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ áûëà ïðèìåíåíà äëÿ ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè ñî çíà÷åíè-ÿìè ε = 10−3hz, hz/2 . Ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñ ðåøåíèåìíåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è â ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò âðåìåíè. Áåç ðåãóëÿðèçàöèè(ε = hz/2) íàáëþäàëîñü çíà÷èòåëüíîå (ïîðÿäêà 150 K) ðàñõîæäåíèå ðåøåíèé, òî-ãäà êàê ïðè ε = 10−3hz ýòè ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàëè (êðèâûå 1 è 2 íàðèñ. 8). 4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûÎïèñàííûå àëãîðèòìû áûëè ÷èñëåííî ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêå C++. �àçìåðíîñòèñåòîê áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèìè. Êîëè÷åñòâî óçëîâ êðóïíîé ñåòêè â Ω ñîñòàâèëî
41×21×41 ïî íàïðàâëåíèÿì x , y è z ñîîòâåòñòâåííî, à ìåëêîé ñåòêè â ïîäîáëàñòè
Ωf � 33×61×121 . Øàã ïî âðåìåíè τ äëÿ íåñòàöèîíàðíîé ìîäåëè ðàâíÿëñÿ 0.01 ñ.Ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé âî âñåõ ñëó÷àÿõ ðåøàëàñü ìåòîäîì âåðõíåé ðå-ëàêñàöèè ñ èòåðàöèîííûì ïàðàìåòðîì ω = 1.6 . ×èñëåííîå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîéçàäà÷è ïðîâîäèëîñü ïðè äâóõ ðàçíûõ ïîëîæåíèÿõ èñòî÷íèêà: z0 = Lz/4, Lz/2 .Íà ðèñ. 9 èçîáðàæåíû èçîòåðìû íà âåðõíåé ãðàíè è â ïëîñêîñòè äåéñòâèÿ èñ-òî÷íèêà, ïîñòðîåííûå ïî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è. Êàðòèíàòåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ êà÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåøåíèåì íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è(3), ïîëó÷åííûì â ïàêåòå MSC.Mar íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ 13849 óçàìè è 12160ýëåìåíòàìè. Íàèáîëüøåå îòëè÷èå íàáëþäàëîñü â îêðåñòíîñòè äåéñòâèÿ èñòî÷íèêà(êðèâàÿ 3 ðèñ. 8) è ñîñòàâèëî îêîëî 120 K.
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�èñ. 8. Òåìïåðàòóðíûå êðèâûå âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ èñòî÷íèêà ïðè ïðè z∗ = Lz/4(ñëåâà) è ïðè z∗ = Lz/2 (ñïðàâà)
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300 400 500 600 700 800 900�èñ. 9. Òåìïåðàòóðíîå ïîëå íà âåðõíåé ãðàíè (ñëåâà) è â ïëîñêîñòè äåéñòâèÿ èñòî÷íèêà(ñïðàâà) ïðè z∗ = Lz/2Î÷åâèäíî, ÷òî íåñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü (3) áîëåå òî÷íî îïèñûâàåò íàãðåâ êî-íå÷íîãî òåëà äâèæóùèìñÿ èñòî÷íèêîì, ïîñêîëüêó ñòàöèîíàðíàÿ ïîñòàíîâêà (4)ñïðàâåäëèâà, ñòðîãî ãîâîðÿ, ëèøü â áåñêîíå÷íîé îáëàñòè. Êîëè÷åñòâåííîå âëèÿíèåãðàíèö íà ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è èëëþñòðèðóåò ðèñ. 10. Íåòðóäíî âèäåòü,÷òî ïðè ðàñïîëîæåíèè íàãðåâàòåëÿ â ñðåäíåé ÷àñòè òðàåêòîðèè îáà ðåøåíèÿ áëèç-êè, à êîãäà öåíòð èñòî÷íèêà ïðèáëèæàåòñÿ ê ãðàíèöàì ïëàñòèíû íà ðàññòîÿíèåïîðÿäêà r (ñì. (2)), ïîãðåøíîñòü ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò.Ïåðåéäåì ê ñðàâíåíèþ âû÷èñëèòåëüíîé ý��åêòèâíîñòè ðàññìîòðåííûõ ñïîñî-áîâ ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå àááðåâèàòóðû:
• �ÍÑÌ� � íåñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü (3) ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïîçèòíîé ñåòêè èìåòîäà âåðõíåé ðåëàêñàöèè;
• �ÑÌ� � ñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü (4) ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïîçèöèîííîé ñåòêè èìåòîäà âåðõíåé ðåëàêñàöèè ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì;
• �ÑÌÍÏ� � ìîäåëü �ÑÌ� ñî ñïåöèàëüíûì âûáîðîì íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ(9), êîòîðîå íàõîäèòñÿ ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ;
• �MSC.Mar� � ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîé (3) çàäà÷è â ïàêåòå MSC.Mar.�åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñâåäåíû â òàáë. 1, ãäå óêàçàíû âðåìÿ ðàñ-÷åòà è ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ íîðìà îòêëîíåíèÿ îò ýòàëîííîãî ðåøåíèÿ. Â êà÷åñòâåýòàëîííîãî ïðèíèìàëîñü ðåøåíèå �ÍÑÌ� â ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò âðåìåíè.



32 Ì.À. È�ÍÀÒÜÅÂÀ È Ä�.

0 10 20 30 40
0

50

100

150

200

250

z *

|T  - T  |, К
1 2

, мм�èñ. 10. Ìàêñèìàëüíàÿ ðàçíîñòü ìåæäó ðåøåíèÿìè ñòàöèîíàðíîé è íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà Òàáë. 1Õàðàêòåðèñòèêè âû÷èñëèòåëüíîé ý��åêòèâíîñòèðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ
z∗ MSC.Mar ÍÑÌ ÑÌ ÑÌÍÏ

t, ìèí 10.05 1.66 1.02 0.99Lz

4 ||T − T ∗|| 30 0 0.098 0.098
t, ìèí 19.97 3.288 1.172 1.141Lz

2 ||T − T ∗|| 51.3 0 0.027 0.027Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ý��åêòèâíîñòü ìåòîäîâ �ÑÌ� è �ÑÌÍÏ� ïðèìåðíî îäè-íàêîâà. Êîììåíòèðóÿ äàííûé ðåçóëüòàò, îòìåòèì, ÷òî âûáîð ñïåöèàëüíîãî íà÷àëü-íîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî÷òè âäâîå ñîêðàùàåò êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, îäíàêî ýòîò âû-èãðûø ïðàêòè÷åñêè íå ñêàçûâàåòñÿ íà îáùåì âðåìåíè ñ÷åòà, ïîñêîëüêó âîçíèêàþòäîïîëíèòåëüíûå çàòðàòû íà ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷è (9).Âûâîäû1. �àçðàáîòàíû ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ òåï-ëîâûõ çàäà÷ ýëåêòðîííî-ëó÷åâîé ñâàðêè â íåñòàöèîíàðíîé è ñòàöèîíàðíîé ïîñòà-íîâêàõ. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ êîìïîçèöèîííûå ñåòêè ñîñãóùåíèåì â îêðåñòíîñòè äåéñòâèÿ íàãðåâàòåëÿ.2. Ïîêàçàíî, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàåò äè-íàìèêó òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ, êîãäà ýëåêòðîííûé ëó÷ ðàñïîëîæåí íà ðàññòîÿíèèáîëåå 0.5 ñì îò ãðàíèö ïëàñòèíû (ðèñ. 10).3. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ý��åêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ïîêàçàë, ÷òîáûñòðåå äðóãèõ ðàáîòàåò àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è êîíâåêòèâíîéòåïëîïðîâîäíîñòè ñî ñïåöèàëüíûì âûáîðîì íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, îäíàêî îíäàåò çíà÷èòåëüíûå îøèáêè ðåøåíèÿ â íà÷àëå è êîíöå ñâàðêè. Íåçíà÷èòåëüíî óñòó-ïàåò åìó ïî ñêîðîñòè ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è â íåñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå ñ äâèæó-ùèìñÿ íàãðåâàòåëåì. Îáà ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìà ðàáîòàþò çíà÷èòåëüíî áûñò-ðåå, ÷åì àëãîðèòì, ðåàëèçîâàííûé â MSC.Mar: ðàñ÷åò íà êîìïîçèöèîííîé ñåòêå,ñîäåðæàùåé â 20 ðàç áîëüøå óçëîâ, ÷åì ñåòêà â MSC.Mar, òðåáóåò ïðèáëèçèòåëüíîâ 6 ðàç ìåíüøå âðåìåíè (òàáë. 1).
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